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PREFAZIONE 


La  teoria  dei  sistemi  associativi  di  numeri  a  più  unitA,  o,  come 
qui  diciamo  più  brevemente  sull'esempio  dello  Wedderburn,  la  teoria 
delle  algebre,  sebbene  di  formazione  recente,  ha  raggiunto  tale  ampiezza 
di  sviluppo,  che  mi  è  parso  mettesse  conto  di  toglierla  ad  argomento 
di  un  trattato.  Tanto  più  che  lo  studioso,  il  quale  volesse  impadronirsi 
rapidamente  dei  suoi  principi  fondamentali,  non  troverebbe  nella  lettera- 
tura matematica  altro  libro  che  potesse  fare  al  caso  suo,  all'infuori  del 
trattatello  del  Dickson  —  insigne,  come  tutte  le  pubblicazioni  di  questo 
infaticabile  scrittore,  per  nettezza  di  esposizione  concisa  ed  efficace,  ma, 
per  gli  scopi  stessi  che  l'Autore  si  era  prefissi  nel  redigerlo,  non  suf- 
ficiente a  dare  un'idea  adeguata  dei  numerosi  ed  importanti  risultati  fi- 
nora ottenuti. 

Aggiungasi  che  si  porrebbe  certo  a  un'impresa  discretamente  penosa 
chi  volesse  pervenire  ad  orientarsi  nella  teoria  delle  algebre  rifacendosi 
dalla  lettura  diretta  delle  memorie  originali  che  ad  essa  si  riferiscono.  A 
tacer  di  altro,  vi  è  in  codeste  memorie  tale  varietà  di  intenti,  tale  as- 
senza di  uniformiti  nella  nomenclatura,  e  spesso  tale  mancanza  di  una 
precisa  consapevolezza  della  vera  portata  della  teoria,  che,  dav^'ero,  chi 
volesse  valersi  di  esse  per  giungere  a  una  chiara  veduta  di  insieme  non 
potrebbe  proseguirne  la  lettura  senza  sentirsi  invaso,  a  volte,  da  un 
greve  senso  di  fatica  o  di  noia. 

Pure  si  tratta  di  argomenti  che  non  può  rassegnarsi  a  vedere  scar- 
samente conosciuti  e  inadeguatamente  apprezzati  chi  ne  abbia  sentita   U 
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svelta  ed  alia  eleganza,  o  ne  abbia  riconosciuta  alla  prova  la  snella   pie- 
ghevolezza alle  applicazioni  più  varie. 


Secondo  il  disegno  primitivo  questo  volume  avrebbe  dovuto  con- 
stare di  tre  parti,  dedicate,  la  prima,  a  un  rapido  riassunto  delle  pro- 
prietà fondamentali  dei  corpi  numerici,  la  seconda,  a  una  larga  esposizione 
della  teoria  delle  algebre,  la  terza,  alle  applicazioni  di  questa  teoria  più 
atte  a  farne  risaltare  la  fecondità  e  l'importanza. 

Ma  l'ampiezza  che  ho  finito  per  dare  alle  prime  due  nello  sviluppo 
effettivo  della  redazione,  all'una,  per  il  desiderio  di  non  presentar  le  cose 
in  modo  troppo  frammentario,  all'altra,  per  la  necessità  di  far  posto  a 
teoremi  di  non  lieve  importanza  che  mi  si  venivano  via  via  manifestando 
durante  la  stesura  del  manoscritto,  mi  ha  costretto  a  restringere  la  terza 
a  una  breve  appendice  ove  non  comparisce  che  una  ben  piccola  parte 
di  quanto  avrei  voluto  accogliervi. 

Così  ho  dovuto  costringere  in  un  breve  capitolo  complementi  in- 
teressanti della  teoria  delle  matrici  che,  da  soli,  avrebbero  potuto  allar- 
garsi, con  le  loro  conseguenze,  in  una  trattazione  assai  più  vasta;  ho 
dovuto  limitarmi  a  pochi  cenni  sulle  relazioni  fra  le  algebre  e  i  gruppi 
di  ordine  finito,  escludendo  quelle  fra  le  algebre  e  i  gruppi  continui  a 
cui  si  collegano  ricerche  classiche  dello  Study  e  del  Cartan,  e  ho  do- 
vuto sopprimere  affatto  le  applicazioni  della  teoria  delle  algebre  a  quella 
delle  matrici  riemanniane,  le  più  atte  forse,  allo  stato  delle  cose,  a  te- 
stimoniarne, con  bella  vivezza,  la  straordinaria  efficacia  e  l'alta  potenza 
euristica. 

Al  che  non  mi  sono  adattato  senza  vivo  rammarico;  tanto  avrei 
voluto  mostrare  con  prove  concrete  l'importanza  centrale  della  teoria 
delle  algebre  per  la  matematica  moderna. 

Come  ho  già  detto,  «  algebra  »  è,  qui,  sinonimo  di  ciò  che  altri  di- 
rebbe «  sistema  associativo  di  numeri  a  più  unità  »  ;  qui  non  vi  è  luogo, 
dunque,  a  distinguere  tra  algebre   associative  e  algebre   non    associative, 
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come  fa  chi  considera  «  algebra  «  come  sinonimo  di  «  sistema  di  numeri 
a  più  unità  ». 

Gli  e  che  le  algebre  non  associative,  per  adoperare  la  nomenclatura 
di  questi  ultimi  autori,  non  hanno  ancora  raggiunto  sviluppo  tanto  con- 
siderevole, o  importanza  tale,  da  potere  accogliere  le  loro  proprietà  in  un 
trattato  che  si  voglia  far  riuscire,  quanto  più  è  possibile,  euritmico  e 
coerente. 

Ma,  per  converso,  la  nozione  di  algebra  (associativa)  viene  qui 
presa  nel  senso  più  generale;  e  cioè  si  suppone  che  le  coordinate  del 
suo  elemento  corrente  siano  numeri  variabili  non,  come  il  più  spesso  si 
usa,  nel  corpo  reale  o  nel  corpo  complesso,  ma  in  un  corpo  numerico 
qualunque. 

Da  ciò  la  necessità  di  premettere,  con  la  Parte  Prima,  una  espo- 
sizione sufficientemente  compiuta  delle  proprietà  fondamentali  dei  corpi 
numerici,  finiti  od  infiniti;  con  che  mi  si  è  offerta  anche  l'occasione  di 
poter  insistere  su  argomenti  che  nella  nostra  trattatistica  matematica 
sono  stati  raramente  considerati. 

Giacché  questo  libro  intende  rivolgersi  sopratutto  ai  giovani  studenti 
delle  nostre  Università,  non  ho  mancato  di  avvertire  che,  procedendo 
con  tanta  generalità,  avrei  potuto  incorrere  nel  rischio  di  riescir  troppo 
astratto  e  poco  chiaro.  Ma  credo  di  aver  evitato  tale  pericolo  premet- 
tendo, a  guisa  di  introduzione,  allo  svolgimento  delle  proprietà  generali 
delle  algebre,  un  ampio  capitolo  sul  cosi  detto  calcolo  delle  matrici,  sog- 
getto di  rara  bellezza  e  di  finissima  eleganza,  atto  a  fornire  subito  al 
lettore  casi  concreti  di  algebre  su  cui  esemplificare  tutte  le  considera- 
zioni generali  seguenti. 

* 
*    * 

Sull'esempio  di  trattatisti  autorevoli  non  ho  creduto  opportuno  di 
interrompere  il  discorso  espositivo  con  citazioni  storico-bibliografiche,  che, 
ove  mi  fossi  deciso  a  far  diversamente,  sarebbero  state,  per  necessità  di 
cose,  assai  frequenti  e  numerose. 

Ma,  appunto  per  questo,  ho  raccolti  in  apposito  elenco  i  titoli  di 
tutte  le  opere  e  memorie  di  cui  mi  sono  valso  per  la  redazione  di  que- 
sto volume. 


PARTE  PRIMA. 


TEORIA   GENERALE 
DEI   CORPI   NUMERICI. 


CAPITOLO  1. 

I    CORPI    NUMERICI. 


Definizioni  fondamentali. 

I.  Abbiasi  un  insieme  di  elementi,  C,  per  il  quale  si  verifichino  le 
seguenti  circostanze: 

I)  Sono  definite  due  operairioni  unijornii  od  univoche,  diciamo  S  e  P, 
ciascuna  delle  quali  ha  per  dominio  l'insieme  delle  coppie  non  ordinate 
di  elementi  (distinti  o  non)  di  C  e  per  codominio  un  insieme  contenuto 
in  C; 

per  modo  che,  se  a  e  b  sono  elementi  di  C, 

S(a,  b)        e         P(a,  b)     ') 
appartengono  a  C,  ed  è 

S{a,  b)  =  S{b,  a), 
Pia,  b)  =  P{b,  a); 

II)  Se  a,  b,  e  sono  elementi  di  C  è 

S[S(a,  b),  e]  =  S[a,  S{b,  c)\ 

P[P{a,  b),  e]  =  P[a,  P{b,  c)l 

P[S(ia,  b),  c]  =  S[P(a,  0,  Pib,  e)]; 


')  Con  S(a,  b)  e  P(d,  b)  si  indicano,  secondo  il  solito,  i  trasformati  di  (a,  b) 
mediante  S  e  P.  Per  la  nomenclatura  adottata  nel  testo  vedi  M.  Cipolla,  .-inalisi 
algebrica  ed  introduzione  al  Calcolo  infiniUsimaU  (Palermo,  Libreria  scientifica  D.  Ca- 
poiri,  1914). 


4  PARTE    1.  —  TEORIA    GENERALE    DEI   CORPI   NUMERICI, 

dopo  di  che,  in  virtù  di  I),  s.irA  pure: 

P[c,S(ia,  b)]  =  S[P{c,a),  P(c,  b)]; 

III)  Esistono  in  C  due  cìcmenù  diversi,  diciamo  x,  ed  n,  tali,  che  se 
a  è  un  eletnento  qualunque  di  C,  si  ha 

5(^,  a)  =  a,         P(u,  a)=z  a; 
e  quindi  anche 

S{a,  i)  =  a,        P{a,  u)  =  a; 

IV)  Qualunque  sia  l'elemento  a  di  C,  esiste  in    C   un    elemento   x 

per  il  quale  t" 

5(fl,  x)  =  i; 

e  se  b  l  un  qualunque  elemento  di  C  diverso  da  x^,  esiste  in    C    un    ele- 
mento y  per  il  quale  l 

P  {b,  y)  =  u. 

Si  esprimerà  tutto  ciò  dicendo  che  C  è  un  corpo  numerico  rispetto 
alle  operazioni  S  e  P,  o,  più  semplicemente,  dicendo  che  è  un  corpo  nu- 
merico o  un  corpo. 

3.  Avvertasi  subito  che: 

Quando  per  C,  5,  P  coesistono  le  I)  e  III),  ciascuno  degli  elementi 
^  ed  u,  di  cui  si  discorre  in  III),  non  può  essere  che  unico. 

E  infatti,  se  anche  l'elemento  i'  si  comporta  come  ;^,  si  ha,  da  un 

canto 

Sii,  l')  =  l', 
e  dall'altro 

Sii',  0  =  ^1 
e  quindi,  per  I), 

l'  =  1- 
Analogamente,  se  anche  l'elemento  u'  si  comporta  come  w,  si  ha 

P(u,  u')  =  «',         P(m',  w)  =  «, 
e  quindi,  per  I), 

u'  =  u. 

Tra  poco  sarà  poi  dimostrato  (n'  7  e  12)  che  quando  per  C,  5,  P 
coesistono  le  l),  . .  .  ,  IV),  anche  ciascuno  degli  elementi  x  ed  y,  di  cui  si 
discorre  in  IV),  non  può  essere  che  unico. 

Notisi  infine  che,  per  III),  i  codomini  di  5  e  P,  i  quali  per  I) 
debbono  esser  contenuti  in  C,  coincidono  addirittura  con  C. 
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3.  L'esistenza  di  corpi  numerici  e  posta  fuori  dubbio  dall'algebra 
ordinaria. 

Si  supponga  nel  n°  i  che  C  sia  l'insieme  dei  numeri  razionali 
relativi,  o  dei  numeri  reali  relativi,  o  degli  ordinari  numeri  complessi; 
e  che,  in  ogni  caso, 

a)  5  e  P  siano  le  operazioni  ciie  mutano  una  coppia  non  ordinata 
di  numeri  nella  somma  o,  rispettivamente,  nel  prodotto  dei  numeri 
della  coppia; 

P)  :^  sia  lo  zero,  e  u  l'uniti. 

Si  vede  subito  che  sotto  tali  ipotesi  le  condizioni  I),  . . .  ,  IV) 
sono  tutte  soddisfatte  e  quindi  si  ottengono  subito,  in  corrispondenza 
alle  tre  alternative  indicate  per  C,  tre  esempi  di  corpi  numerici. 

Essi  si  diranno,  rispettivamente,  il  corpo  razionale,  il  corpo  reale 
e  il  corpo  complesso. 

4.  L'insieme  degli  elementi  di  un  corpo  può  essere  finito  o  infinito, 
e  corrispondentemente  il  corpo  si  dice  finito  o  infinito.  Nella  prima  al- 
ternativa, per  altro,  il  numero  degli  elementi  del  corpo,  per  la  III)  del 
n°  I,  non  può  essere  inferiore  a  2. 

Ciascuno  dei  tre  corpi  considerati  nel  n°  precedente  è  infinito.  Un 
esempio  concreto  di  corpo  numerico  finito  sarà  addotto  nel  §  4.  Più  avanti 
(vedi  cap.  Ili)  sarà  poi  dimostrato  che  il  numero  degli  elementi  di  un 
corpo  finito  t  in  ogni  caso  della  forma  p"*,  con  p  numero  primo  ed  m  in- 
tero positivo. 

5.  Dato  un  corpo  numerico  qualunque,  gli  elementi  del  corpo  si 
diranno  numeri,  e  le  operazioni,  aventi  per  esso  il  significato  che  S  e 
P  hanno  per  C  nel  n°  i,  si  diranno,  rispettivamente,  addizione  e 
moltiplicazione. 

Il  risultato  dell'operazione  di  addizione  (moltiplicazione),  applicata 
a  una  coppia  non  ordinata  di  numeri  del  corpo,  si  dice  somma  (pro- 
dotto) dei  numeri  della  coppia;  e,  se  a,  b  sono  numeri  del  corpo,  la 
loro  somma  si  indica  con  a  -\-  b,  e  il  loro  prodotto  con  a  y<,  b,  a.hy 
o,  semplicemente,  ab. 

I  numeri  del  corpo,  aventi  per  esso  l'ufficio  che  ^  ed  «  hanno  nel 
n°  I  per  C,  si  diranno,  rispettivamente,  lo  zero  e  l'unità  del  corpo 
e  il  più  spesso,  qualunque  sia  il  corpo,  si  indicheranno  coi  soliti  simboli 
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o  e  I,  sebbene  lo  zero  e  l'unità  di  un  corpo  non  siano  da    confondere 

con  lo  zero  e  l'unità  di  un  altro. 

Possiamo  dunque  ricapitolare  le  proprietà    caratteristiche    dei    corpi 

numerici  dicendo  che  : 

Sf  a,  /',  e  sotto  ììumeri  di  un  quaUivogìia  corpo  numerico, 
1)  a  -\-  b  e  ab  sono  ancora  numeri  del  corpo  ed  è 

a  -\-  b  =  b  ~\-  a,         ab  =  ba ; 
II')  ^ 

(.;  +  ^)  4-  r  =  ^  +  (/.  -f  0,         i^^b)c  =  aXbc), 

{a  -\-  b)c  ^=  ac  -}-  bc, 
e  quindi  anche,  per  I'), 

c(a  -\-  b)  =:  ca  -\-  cb; 

ìli')  è  o^  1,  ed  è 

a-\-o^=Q-\-a=ia,         i  .a  =  a  .i  z=  a. 
Infine  : 

IV')  Se  a  h  un  qualunque  numero  del  corpo,  e  possibile  trovare  nel 
corpo  un  numero  x  per  il  quale  sia 

a-\-x  =  x-\-a=zo^ 

e  se  b  h  un  qualunque  nujnero  del  corpo   diverso  da  xero,  o,  come   anche 
si   dice,  non  nullo,  h  possibile  trovare   nel  corpo   un   numero   y   per   il 

quale  sia 

by  =.  yb  =  i. 

Teoremi  fondamentali. 

6.  Se  a,  b,  e  sono  numeri  di  un  qualsivoglia  corpo,  da 
a  -{-  e  ^  b  -{-  e 

"""  .  =  *. 

Infatti  dall'ipotesi  si  deduce  che,  qualunque  sia  x  nel  corpo,    si    ha 
(a  -f  ,)  -I-  X  =  (^  +  0  4-  ^. 
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ossia 

a  +  (c-{.x)=^b-{-(ic  +  X). 

Di  qua,  se  si  suppone,  come  è  lecito,  che  x  sia  tale  che  si  abbia 

f  -f-  X  =  o, 
si  trae 

a  -{-  o  =1  b  -\-  o, 
cioè,  come  volcvasi, 

a  =  h. 
In  particolare  : 

Se  a  e  b  sono  numeri  di  un  corpo,  da 

a  -\-  b  =z  a 
segue 

b  =  o. 
E  infatti  dire  che 

a  -{-  b  =  a 
equivale  a  dire  che 

b  -\-  a  =:  o  -{-  a. 

j.  Se  a  è  un  numero  di  un  corpo,  esiste  in  questo  uno  ed  un  solo 
numero  x  per  il  quale  h 

a  -\-  X  =  o. 

Che  un  tale  numero  esista  è  evidente,  per  la  definizione  stessa  di 
corpo  numerico;  che  poi  esso  sia  unico  si  deduce  subito  da  quanto  è 
detto  nel  n"  precedente. 

Il  numero  x,  di  cui  qui  si  è  discorso,  si  dice  l'opposto    di  a  e  si 

denota  con  —  a. 

È  chiaro  che 

—  (^—  a)  =  a; 
che 

—  0  =  0; 

e  che,  qualunque  siano  i  numeri  ^  e  ^  del  corpo,  è 

-(^  +  b)=-.(-a)-{-  (-  b). 

S.  Se  a  e  b  sono  numeri  di  un  corpo,  esiste  in  questo  uno  ed  un 
solo  numero  x  per  il  quale  h 

a  -\-  X  z=  b. 
Facendo 

x  =  i-a)  +  b, 
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si  trae 

a  +  x  =  a-\-  [(-  .0  +  b]=[a  +  (-  a)]  ^  b  =  o  +  b  =  b; 

quindi  la  prima  parte  del  teorema  è  dimostrata. 

Quanto  alla  seconda,  essa  si  giustifica  subito  ricorrendo  al  teorema 
del  n°  6. 

Il  numero  .v,  di  cui  qui  si  è  discorso,  si  dice  differenza  di  b  ed 
a  e  sì  denota  con  b  —  a;  e  l'operazione  uniforme,  che  muta  la  coppia 
ordinata  (/>,  a)  nel  numero  b  —  a,  si  dice  sottrazione.  Infine,  nell'e- 
spressione b  —  a,  b  sì  dice  il  diminuendo  ed  a  il  sottraendo. 

Si  vede  subito  che: 

È  b  —  a  =  o,  quando,  e  solo  quando,  b  =  a; 
e  che: 

La  differcn:;a  dei  numeri  b  ed  a  di  un  corpo  h  uguale  alla  diffe- 
renza dei  numeri  b  ~{-  e  e  a  ~\-  e,  o  b  —  e  e  a  —  e,  e  essendo  un  qua- 
lunque numero  del  corpo. 

g.  Se  a  è  un  qualunque  numero  di  un  corpo,  si  ha: 

a.o  =z  o  .a  =  o. 

Infatti,  detto  b  un  numero  del  corpo,  si  ha  . 

b  =  b-\-o, 
quindi  è 

ab  =  a{b  -{-  o), 
ossia 

ab  =  ab  -\-  a.o; 

da  cui,  per  l'osservazione  che  chiude  il  n°  6,  si  deduce  appunto: 

a.o  =z  o. 

Questo  teorema  spiega  perchè  in  TV)  n°  i  si  è  supposto  b   diverso 
da  i,  una  volta  che  per  III)  deve  essere  ^y^  u. 
IO.  Se  a  e  b  sono  numeri  di  un  corpo  h 

.   ,         .  {-a).b  =  -(abl 

e  qumdi  anche 

b.(-a)  =  ~(ba). 
Infatti  da 

a  -\-  (—  a)  =  o 
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si  trae  (n°  9) 

[a  -f-  ( —  a)]b  =:z  o.b  =z  Of 
cioè 

a  h  -f-  ( —  a).h  =z  o; 

quindi  è,  come  volevasi, 

(~a).b  =  -iab). 

Dalla  proposizione  dimostrata  discende  subito  che: 
Se  a  e  b  sono  numeri  di  un  corpo  è 

(_  a).{-  b)  =  ab. 
Infatti  si  lui 

(-  a).i-  b)=-  [a.{-  b)]  =  -[-  (ab)]  =  ab. 

11.  Se  a,  b,  e  sono  numeri  di  un  corpo  ed  è  e  ^  o,  da 

ac  =  bc 
segue 

a  ■=:  b. 

Infatti  dall'ipotesi  si  trae  che,  qualunque  sia  x  nel  corpo,  è 

(^ac)x  z=z  {bc)x, 
ossia 

a  (ex)  =  b{cx). 

Basta  dunque  supporre,  come  è  lecito  per  l'ipotesi  fatta    su    e,    che 

X  sia  tale  da  rendere 

ex  =  I, 
per  ottenere 

a.  1  =z  b .1^ 
cioè,  come  volevasi, 

a  =  b. 

In  particolare  (cfr.  il  n°  6): 

Se  a  e  b  sono  numeri  di  un  corpo,  ed  è  a  ^  o, 

da  a  =  ab         s»gue         b  =  1,         t 

da  ab  =:  o        segue        b  =^  o. 

Quindi  : 

Il  prodotto  dei  numeri   a  e  b  di   un   corpo    i    nullo   quando    e    solo 
quando  sia  tale  uno,  almeno,  dei  numeri  a  e  b. 

12.  Se  a  è  un  numero  di  un  corpo,  non  nullo,  esiste  nel   corpo    un 

G.    Scori*.  —  Ttorit   fcnertle  dei  ccirfi   nnmtrici.  > 
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numero  x  ed  uno  solo  per  iì  quale  h 

ax  =  I. 

L'esistenza  di  .v  è  conseguenza  della  definizione  di  corpo  numerico; 
l'unicità  discende  subito  da  quanto  è  detto  nel  n°  ii. 

Tale  numero  x  si  dice  l'inverso  o  il  reciproco  di  a  e  si  denota 


I 
con  —  0  I  :  a. 
a 

È  chiaro  che: 

che 

I  : 

I 

—  =  a 
a 

I 

1 

—  I 

e  che,  qualunque  siano  i  numeri  non  nulli  a  e  è  del  corpo,  è 

I    _    I       I 

ab         a      b    ' 

i^.  Se  a  e  b  sono  numeri  di  un  corpo  ed  h  b  ^  Oy  esiste  nel  corpo 
uno  ed  un  solo  numero  x  per  il  quale  h 

bx  =  a. 
Ponendo 

si  trae 

bx  =z  b .i-j- .a\  =  lb.-r-\.a=  i  .a  =^  a; 

quindi  la  prima  parte  del  teorema  è  dimostrata. 

Dopo  di  che,  per  compiere  la  dimostrazione,  basta    tener    presente 
ciò  che  è  detto  nel  n°  ii. 

Il  numero  x,  di  cui  qui  si  è  discorso,  si  dice  quoziente   dì  a  e  b 

e  si  denota   con  -j-  o  a:b;  e  l'operazione  uniforme,  che  muta  la  coppia 
ordinata  (a,  b')  nel  numero   -r-,  si  dice   divisione.    Infine,  nell'espres- 
sione -7-,  a  si  dice  il  dividendo  e  b  \\  divisore. 
Occorre  appena  avvertire  che: 
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£"  -v-  =  I  quando  e  solo  quando  sia  a  :=  b{,^  o); 

che: 

Se  a,  /',  X  sono  numeri  di  un  corpo  ed  ^  b  yé:  o,  x  ^  o,  è 

a    ax  a:x 

~b   ~~  Fx  "  FTi' 

e  che: 

Se  a,  b,  a',  b'  sono  numeri  di  un  corpo  ed  è  b^Oy  b'^o,  si  ha: 

a      a'  a  a' 

b    '^  b'    "         bb'         ' 

14.  Se  a, ,  a, ,  ...  ,  a^__ ,  a^  (n  ^  2)  sono  numeri  di  un  corpo, 
i  significati  delle  espressioni 

(0  ^,  +  ^.  +  •••  -f^„-.  +«« 

(2)  a^a^  ■'■  a„_,a„ 

ci  sono  già  noti  quando  sia  n=z2.  In  tal  caso,  per  definizioni  già  poste, 
la  (i)  rappresenta  la  somma,  e  la  (2)  il  prodotto  dei    numeri    a,  e  a^. 
Ebbene,  se  «  >  2,  tali   significati    si    intenderanno  stabiliti   indutti- 
vamente dalle  definizioni  ora  ricordate  e  dalle  posizioni 

nel  qual  modo  si  viene  evidentemente  ad  avere  che  le  (i)  e  (2)  rap- 
presentano sempre  numeri  del  corpo  considerato. 

I  numeri  rappresentati  da  (i)  e  (2)  si  dicono,  rispettivamente,  la 
somma  e  il  prodotto  dei  numeri  a,,  a,,  ...  ,  a^_,,  a,. 

Procedimenti  dimostrativi  troppo  noti,  perchè  qui  occorra  richia- 
marli, danno  subito  che  le  somme  e  i  prodotti  di  numeri  di  un  corpo 
qualunque  godono  delle  proprietà  commutativa  e  associativa,  e  che  se 

«■  -|-  ^.  -f  •  •  •  -f-  ^.. 
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sono  somme  di  numeri  di  uno  stesso  corpo,  il  loro  prodotto  è  la  som- 
ma degli  n  tn  prodotti 

^.^  (i=  I,  ...,«;;•=  I,  ...  ,  m). 

Per  indicare  somiTje  o  prodotti  di  numeri  di  un  corpo,  contrasse- 
gnati da  uno  stesso  simbolo  nmnito  di  uno  o  più  indici,  variabili  da 
numero  a  numero,  si  adoperano,  con  le  stesse  convenzioni,  i  soliti  sim- 
boli abbreviativi  il  o  II  dell'algebra  ordinaria. 

Cosi,  per  es.,  l'ultima  proposizione  enunciata  potrà  esprimersi  bre- 
vemente scrivendo: 


(I...II       \     /'  I . ■ .  w        \  I  ...w  I . . ■  m 


Lo  stesso  si  intenda  detto  per  i  casi  analoghi  del  seguito,  cioè  per 
le  somme  e  i  prodotti  di  polinomi,  di  matrici,  di  elementi  di  nn  algebra 
(cfr.  Parte  Seconda). 

Av\-ertiamo  infine  che,  trasportando  in  un  corpo  numerico  qualun- 
que una  convenzione  ben  nota  dell'algebra  elementare,  se  a,  b,  e,  d^  ... 
sono  numeri  di  un  corpo,  somme  come  le  seguenti 

^  +  (-  ^)  +  ^,         (-  ^)  +  ^  +  (-  0  -f  (-  d),  ... 

si  indicano  più  semplicemente  con 

a  —  b  -\-  e,         —  a  -{-  b  —  e  —  d,  .  . . 

tralasciando   tutte  le  parentesi  e  tralasciando  i  segni   -{-   che   precedono 
un  segno  — , 

La  ragione,  che  giustifica  qui,  come  nell'algebra  elementare,  la  con- 
venzione ora  fatta,  consiste  in  ciò  che,  se  a  e  b  sono  numeri  di  un 
corpo,  l'espressione  a  —  b  denota  lo  stesso  numero,  sia  che  essa  si  con- 
sideri come  la  differenza  dì  a  e  b,  sia  che  essa  si  consideri  come  la 
somma  di  a  e  dell'opposto  di  b. 

15.  Se  a  è  un  numero  di  un  qualsivoglia  corpo  ed  n  un  intero 
positivo  qualunque,  si  dice  potenza  di  a  con  esponente  n,  e  si  denota 
con  a",  il  numero  del  corpo  definito  induttivamente  dalle  posizioni 

a"  =  I     se     «  =  I,         fl"  =  a"~'.a     se     «  >»  i. 

Se  poi  a  ^  o,  si  dice  potenza  di  a  con   esponente    «,    essendo 
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n  un  intero  nullo  o  negativo,  e  si  denota   ancora    con    a",    l'unità    del 
corpo,  se  «  e  nullo,  se  no,  il  numero  definito  dalla  posizione 


-  -  {tY- 


In  ogni  caso,  nell'espressione  a",  a  si  dice  la  base. 
In  particolare  si  osservi  che  quando  a  ^  o  si  ha  : 


-=(Ty=T 


È  chiaro  che  per  le  potenze  in  un  corpo  numerico  qualunque  val- 
gono regole  di  calcolo  del  tutto  analoghe  a  quelle  del  calcolo  delle 
potenze  con  esponente  intero  (positivo,  nullo  o  negativo)  nell'algebra 
elementare. 

§  5. 
Corpi  isomorfi;  sottocorpi  di  un  corpo. 

16.  Se  Ce  C  sono  corpi  numerici,  si  dice  che  C  e  C  sono 
isomorfi,  se  è  possibile  stabilire  tra  gli  elementi  di  C  e  quelli  di  C 
una  tale  corrispondenza  biunivoca,  che  se  x',  y'  sono  gli  elementi  di  C 
corrispondenti  agli  elementi  x  ed  y  di  C,  agli  elementi 

X  -j-  )',         xy 

di  C  rispondano  rispettivamente  gli  elementi 

x'+y',         x'y' 
di  C. 

Una  tale  corrispondenza  tra  C  e  C,  ove  esista,  si  dice  poi  una 
loro  corrispondenza  di  isomorfismo. 

La  relazione  di  isomortismo  tra  corpi  numerici  gode  evidentemente 
delle  proprietà  riflessiva,  simmetrica  e  transitiva. 

17.  Se  Ce  C  sono  corpi  numerici  isomorfi,  in  ogni  loro  corrispon- 
denza di  isomorfismo  allo  lero  e  all'unità  di  C  corrispondono,  rispettiva- 
mente, lo  lero  e  V unità  di  C . 

Infatti,  se  in  una  tale  corrispondenza  allo  zero  e  all'unità  di  C 
rispondono  in  C  gH  elementi  (certo  distinti)  :(  ed  «',  detto  x'  un  eie- 
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mento    qualunque    di    C    e    x    il    corrispondente   elemento   di    C,    agli 

elementi 

x'  -I-  i\         x'  u' 

di  C  rispondono  gli  elementi  di  C 

X  -\-  o  =z  Xy  X .  1  =  A'  ; 

quindi  deve  essere,  per  la  biunivociti  della  corrispondenza: 

x'  -\-  i'  =  x',  x'  u'  =  x'. 

Ma  x'  è  un  elemento  qualunque  di  C,  dunque  i'  e  u'  sono  lo 
zero  e  l'unità  di  C. 

Dalla  proposizione  dimostrata  discende  che: 

Se  C  e  C  sono  corpi  numerici  isomorfi,  in  ogni  loro  corrispondenza 
di  isomorfismo  a  numeri  opposti  (inversi)  di  C  rispondono  numeri  opposti 
(inversi)  di  C  ; 

e  quindi: 

In  ogni  corrispondenza  di  isomorfismo  tra  corpi  numerici  si  corri- 
spondono non  solo  le  somme  e  i  prodotti  di  numeri  corrispondenti,  ma 
anche  le  differente  e  i  quozienti  di  numeri  corrispondenti. 

i8.  Le  proprietà  dei  corpi  numerici  che  formano  oggetto  dell'inda- 
gine matematica  sono  le  proprietà  invarianti  di  fronte  alla  relazione  di 
isomorfismo. 

In  conformità  di  ciò,  corpi  numerici  diversi,  ma  isomorfi,  si  ri- 
guardano come  aspetti  concreti  diversi  di  uno  stesso  corpo  numerico 
astratto. 

19.  Corpi  numerici  isomorfi  sono  insieme  finiti  o  insieme  infiniti; 
e  in  ogni  caso  gli  insiemi  dei  loro  elementi  hanno  potente  eguali. 

Se  C  e  C  sono  corpi  numerici  isomorfi  e  tra  C  e  C  esistono 
corrispondenze  di  isomorfismo  non  coincidenti,  esistono  per  C  (per  C) 
corrispondenze  di  isomorfismo  con  sé  stesso,  o  di  autoisomorfismo, 
che  non  sono  identiche.  E  inversamente. 

Che  una  tale  circostanza  possa  realmente  verificarsi  sarà  fatto  ve- 
dere più  innanzi  (n°  92). 

In  ogni  caso  è  ben  chiaro  che  le  trasformazioni   biunivoche  di  un 
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corpo  in  se  stesso,  cui  rispondono  le  sue  corrispondenze  di  autoisomor- 
fismo, costituiscono  un  gruppo. 

ao.  Se  gli  elementi  di  un  corpo  C  appartengono  tutti  a  un  corpo 
C  e  le  somme  e  i  prodotti  degli  elementi  di  C  iti  C  sono  nel  tempo 
stesso  le  somme  e  i  prodotti  degli  clementi  stessi  in  C,  si  dice  che 
C  è  un  sottocorpo  di  C.  Si  dice  poi  che  C  è  un  sottocorpo  proprio 
di  C,  se  gli  elementi  di  C  non  esauriscono  quelli  di  C. 

Se,  come  è  possibile,  e  come  appunto  qui  vogliamo  sempre  sup- 
porre, gli  ordinari  numeri  complessi  si  intendono  definiti  cosi  che  il 
loro  insieme  contenga  quello  dei  numeri  reali  relativi  e  dei  numeri  ra- 
zionali relativi,  e  le  nozioni  di  somma  e  prodotto  per  tutte  e  tre  queste 
specie  di  numeri  si  stabiliscono,  come  è  possibile,  in  modo  che  non  si 
vada  incontro  a  contrasti  quando  i  numeri  delle  due  ultime  specie  si 
pensano  come  numeri  della  prima  specie,  si  può  dire  che  i  corpi  razio- 
nale e  reale  sono  entrambi  sottocorpi  del  corpo  complesso,  e  che  il 
corpo  razionale  è  anche  un  sottocorpo  del  corpo  reale. 

Per  esprimere  che  C  è  un  sottocorpo  di  C  si  dirà  anche  che  C 
è  un  prolungamento  di  C. 

ai.  É  chiaro  che  (n'  6  e   ii)  : 

Se  C  è  un  sottocorpo  di  C,  lo  T^ro  e  Vanità  di  C  sono  nel  tempo 
stesso  lo  xj^ro  e  V unità  di  C  ; 

quindi  : 

Numeri  opposti  (inversi)  in  C  sono  tali  anche  in  C. 

Ne  discende  subito  che  anche  le  differenze  e  i  quozienti  degli  ele- 
menti di  C  in  C  coincidono  con  le  differenze  e  i  quozienti  degli  ele- 
menti stessi  in  C. 

Infine  è  evidente  che  : 

Se  C  e  un  sottocorpo  di  C  e  C  h  un  sottocorpo  di  C",  C  e  un 
sottocorpo  di  C"  ; 

che: 

Se  C  e  C  sono  sottocorpi  di  C",  gli  elementi  comuni  a  C  e  C 
(urto  esistenti)  costituiscono  un  sottocorpo  comune  di  C,  C  e  C"; 

e  che: 

Se  C  e  C  sono  corpi  isomorfi,  in  ogni  loro  corrispondenia  di  isomor- 
fismo a  un  sottocorpo  di  C  risponde  un  sottocorpo  di  C  ad  esso  isomorfo. 
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§4- 
Un  esempio  di  corpo  numerico  finito. 

22.  È  noto  che,  se  /)  e  un  intero  positivo  qualunque,  due  interi 
relativi  a  e  b  si  dicono  congrui  o  incongrui  rispetto  al  modulo  p,  e 
per  indicare  ciò  si  scrive,  a  seconda  del  caso, 

a  ^  b  (mod  />), 

oppure 

a  ^  b  (mod  /)), 

secondo  che  la  differenza  a  —  b  e  o  r\o  divisibile  per  ^;  ed  è  noto, 
come  dei  resto  risulta  subito,  che: 

La  relaxiont  di  congruen^^a  rispetto  a  un  modulo  gode  delle  proprietà 
riflessiva,  simmetrica  e  transitiva. 

Ciò  permette  di  distribuire  tutti  gli  interi  relativi  in  classi  rispetto 
al  modulo  p,  per  modo  che  due  interi  risultino  congrui  o  incongrui 
rispetto  a  p  secondo  che  appartengono  o  no  ad  una  stessa  classe. 

In  ciascuna  classe  prende  posto  uno  ed   un  solo  numero  della  serie 

o,     I,  ...  ,  p  —  i; 
quindi  : 

Le  classi  rispetto  al  modulo  p,  o,  come  anche  si  dice,  le  classi  mod  p 

sono  in  numero  di  p. 

Da 

a  ^  b,  a'  ^  b'  (mod  p), 

segue 

a -\- a' ^  b -\- b',         aa'^bb'  (mod  p); 

dunque  : 

La  classe  mod  p,  cui  appartiene  la  somma  o  il  prodotto  di  due  in- 
teri, non  muta,  se  ciascuno  di  questi  interi  varia,  ma  si  mantiene  sempre 
in  una  classe  mod  p  determinata. 

23.  La  classe  mod  p  cui  appartiene  un  determinato  intero  a  si 
indicherà  con  [d\  o  semplicemente  con  [fl],  se  non  vi  e  luogo  ad  equi- 
voci; quindi  sarà 

[a]  =  [bl 
se 

a  ^  b  (mod  p), 

e  viceversa. 
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Le  classi  [o]  e  [i],  evidentemente  diverse  se  p  ^  i,  si  diranno 
rispettivamente  la  classe  zero  e  la  classe  unità. 

Grazie  al  teorema  che  chiude  il  n°  precedente,  le  cLissi  [a  -j-  a']  e 
[a  a']  dipendono,  non  propriamente  dagli  interi  a  e  a\  ma  dalle  classi 
[a]  e  [a'];  si  dirA  perciò  che  [^ -|- ^']  e  [a a']  sono  rispettivamente  la 
somraa  e  il  prodotto  delle  classi  [a]  e  [a'],  e  si  porrà,  per  definizione, 

[a]  +  [a']  =  [a  +  a], 

[a].[a']  =  [a][a-]=:[aa'l 

Avvertasi  che,  qualunque  sia  la  classe  [a],  si  ha  : 

[a]  +  [0]  =  [a], 

["][■]  =  [4 

M  +  [-"]  =  [o]. 

È  poi  chiaro  che  per  la  somma  e  il  prodotto  di  classi  valgono  le 
proprietà  commutativa  ed  associativa,  e  che  per  il  prodotto  vale  anche 
la  proprietà  distributiva  rispetto  alla  somma. 

Le  operazioni  sulle  coppie  non  ordinate  di  classi  indicate  dai  segni 
-j-  e  .  si  diranno,  rispettivamente,  addizione  e  moltiplicazione. 

34.  Supponiamo  ora  p  ^  i  e  facciamo  vedere  che: 

Quando,  e  solo  quando,  p  è  primo,  per  ogni  classe 

[a]  ^  [o] 
ne  esiste  un'altra  [x]  per  la  quale  e 

Infatti  sia  p  un  numero  primo  e  sia  [a]  una  qualsivoglia  classe 
mod  /),  diversa  dalla  classe  [o]. 

Essendo  p  primo,  nessuno  dei  /?  —  i   numeri 

a,     2a,     5  fl,  ...,(/)—  i)a 

sarà  divisibile  per  p^  né  due  di  essi,  distinti,   possono   risultare    congrui 
rispetto  a  p;  quindi  le  classi 

[4   [24   [54  •••,  [0-  0^] 

son  tutte  diverse  dalla  classe  [o]  e  tutte  diverse  fra  loro. 

G.    ScoKiil.  —  Teoria  jtnrrii/t  dti  corf-i   iinmeriii.  ) 
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Segue  (n*"  22)  che  una  di  esse  coincide  con  Li  classe  [i],  e  quindi 
che  esiste  una  classe  [.v]  per  la  quale  risulta 

Suppongasi  invece  che  p  non  sia  numero  primo.  Essendo  anche 
p  >  1  sussisterà  un'eguaglianza  della  forma 

p  =  ab, 

con  (7,  h  interi  positivi  ed  entrambi  inferiori  a  p. 

Se  esistesse  in  tal  caso  una  classe  [.v]  per  la  quale  fosse 

W[.v]  =  [..v]=.[i], 
sarebbe 

[b]  =  [b][ax]  =  [bax]  =  [ol 

cioè  h  divisibile  per  p.  Ma  ciò  è  assurdo,  perchè  b  è  minore  di  p, 
dunque,  se  p  non  è  primo,  esiste  qualche  classe  [a]  mod  p  per  cui  non 
è  possibile  trovarne  un'altra  [.v],  sì  che  si  abbia 

MW  =  [']• 

25.  Le  osservazioni  fatte  nei  n'  22,  23,  24  si  possono  evidente' 
mente  raccogliere  nel  teorema: 

Le  classi  mod  p  costituiscono  un  corpo  numerico ,  rispetto  alle  opera- 
:^ioni  di  addi:(ione  e  moltiplicazione  sopra  definite,  quando,  e  solo  quando, 
p  h  un  numero  primo. 

Se  p  è  un  numero  primo,  il  corpo  numerico,  con  solo  p  elementi, 
costituito,  nel  senso  ora  detto,  dalle  classi  mod  p  si  indicherà  con  C[p]. 

In  particolare  €[2]  contiene  soltanto  due  elementi;  cioè  (cfr.  n°  4) 
il  minimo  numero  possibile  di  elementi. 

26.  Consideriamo  il  corpo  C[p].  Lo  zero  e  l'unità  di  C[p]  sono 
le  classi  [o]  e  [i]  mod^,  quindi,  in  conformità  di  una  convenzione  pre- 
cedente, tali  classi  saranno  da  indicare  semplicemente  coi  simboli  0  e   i. 

Ma  qui  giova  fare  una  convenzione  di  portata  più  larga;  giova 
cioè  convenire  che  un  numero  di  C[p],  cioè  una  classe  modp,  possa 
essere  rappresentato  col  simbolo  stesso  che  rappresenta  uno  qualunque 
degli  interi  relativi  appartenenti  alla  classe. 

Insomma,  ove  i  simboli  fuori  parentesi  si  riferiscano   a    C[p],   con- 
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viene  porre  per  definizione: 

[l  ]=I=:/,-|-I=  2/)  4-1   =•••=-/)  4-1   =-2/>+I=..., 
[2]^=  2  =  p  -\-  2  =  2p  -{-  2  =    •••    =r  —  /)-f-2=  —  2  p  -\-  2  =    •••. 

Quando  ciò  si  faccia,  l'operare  sui  numeri  di  C[p]  con  le  quattro 
operazioni  fondamentali  di  addizione,  sottrazione,  moltiplicazione  e  divi- 
sione viene  a  coincidere  con  ciò  che  in  teoria  dei  numeri  si  dice 
«  calcolare  mod  p  » . 

A  titolo  di  esempio  consideriamo  il  corpo  C['j]. 

In  esso  è,  ad  es.,  grazie  alle  convenzioni  fatte, 

24-5  =  5,     54-S  =  i3  =  6,     9  —  2  =  7=0,      5.4=12  =  5, 

-L  =  ^  =  -i-  =  A  —  4     ^  =  ^J-^.  =  ^°  =:,A  =6  =  —  I 
2        2.4        8  I  5        5-515  I  ' 

ecc.,  ecc. 

Avvertasi  che  in  C[j]  sono  prive  di  significato  espressioni  come 
le  seguenti 

7   '  14'  •■'' 

poiché  in  un  corpo  numerico  non    è    il    caso    di    parlare    di    quoziente 
della  divisione  di  un  numero  del  corpo  per  lo  zero  del  corpo  stesso. 

§5. 

Sottocorpo  fondamentale  di  un  corpo  numerico. 

27.  Sia  C  un  qualsivoglia  corpo  numerico  e  si  considerino  in  esso 
i  numeri  m_  definiti  dalle  posizioni 

•.•«_,=  — i  —  i,      «_,  =  — I,      u^  =  o,      «,  =  i,      «^=14-1,.... 

Sarà  evidentemente 

qualunque  siano  gii  interi  relativi  ;  ed  /. 
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A  proposito  dei  numeri  »_  due  casi  possono  presentarsi,  e  cioè  : 

a)  0  essi  sotio  tutti  distititi,  o 

P)  i  numeri  ti.  distinti  si  riducono  a  p,  essendo  p  un  conveniente 
numero  primo. 

Infatti  suppongasi  che  il  caso  a)  non  si  presenti,  cioè  che  esistano 
due  interi  relativi  ;  ed  /  per  i  quali  sia 


«;  =  "/ 


con  ;  ]>  /.  Sari,  per  le  (i), 


";_/  =  «;  —  «/  =  o, 


e  quindi  esisteranno  dei  numeri  u  ,  con  :  positivo,  eguali  a  o. 

Sia  p  il  minimo  intero  positivo,  certo  non  inferiore  a    2,    per    cui 
accade  questo  fatto. 

Si  vede  subito,  allora,  che  per  i  due  numeri  m,,  e  m^  di  C  è 

(2)  «;,  =  «*, 
quando,  e  solo  quando,  sia 

(3)  h  ^  k  (mod  /»). 

Infatti  se  si  pone,  come  è  lecito, 

h=pq  +  r,         k=pq'-\-r', 

con  q,  q',  r,  r'  interi  e  con  r,  r'  non  negativi  e  minori  di  p,  essendo 
u.  =  o,  si  ha 

e  analogamente 

«i  =  ^r'  ; 

dunque  è  u^  =  u^  quando,  e  solo  quando,  sia  u^  =  u^,.  Ma  se  r-^r\ 
non  è  certo  m,  =:  «,,  ;  perchè  altrimenti,  posto  che  fosse  r  >  r',  sarebbe 
u^_^,  =  o,  con  r  —  r'  positivo  e  inferiore  a  /),  in  contrasto  con  l'ipo- 
tesi fatta  su  p  ;  dunque  la  (2)  non  sussiste,  se  non  a  patto  che  sussista 
la  (3). 

Segue  che  i  numeri 

sono  distinti,  mentre  ogni  altro  numero  u.  è  uguale  a  uno,  e  soltanto 
ad  UDO,  di  essi. 
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Resta  a  far  vedere,  perchè  il  teorema  sia  del  tutto  dimostrato,  che 
p  è  necessariamente  un  numero  primo. 

Ora  ciò  è  immediato.  I:  infatti  se  />  non  fosse  primo,  essendo 
^  ^  2,  sussisterebbe  un'eguaglianza  della  forma 

con  p^ ,  p^  interi  positivi  inferiori  entrambi  a  p  ;  e  sarebbe 

ciò  che  è  manifestamente  assurdo. 

Occorre  appena  avvertire  che  : 

Se  C  è  finito,  per  esso  si  verifica  certamente  il  caso  ji). 

28.  Ciò  posto,  si  considerino  i  numeri  di  C  che  si  ottengono  dai 
numeri  ?r  operando  su  di  essi,  in  tutte  le  maniere  possibili,  con  le 
quattro  operazioni  fondamentali,  addizione,  sottrazione,  moltiplicazione  e 
divisione. 

Grazie  alle  (i)  essi  sono  tutti  della  forma 


con  u^  ^  o,  e  costituiscono  evidentemente  un  sottocorpo  K  di  C  con- 
tenente tutti  i  numeri  m_  . 

Dico  che  : 

//  sottocorpo  K  h  isomorfo  al  corpo  ra^ionaìe  0  al  corpo  C[p],  se- 
condo che  per  C  si  verifica  V alternativa  a)  0  V alternativa  ^). 

Valga  per  C  l'ipotesi  a). 

In  tal  caso,  non  può  essere  «  ■=  ti^,  se  non  a  patto  che  sia;  =  /, 
quindi  non  può  essere 

con  r,  s,  t,  V  interi  relativi  ed  ^  7^  o,  v  ^  o,  cioè 

o 

se  non  a  patto  che  sia 

TV  =.  st^ 
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Cioè 

r    _    / 

T  ~  IT' 

quindi  basta  far  corrispondere  al  numero  — ''    di  K  il  numero  razionale 

L 

— j-   per  ottenere  tra  A'  e  il  corpo  razionale  una    corrispondenza    biuni- 
k 

voca  che  ne  metta  in  luce  l'isomorfismo. 

Valga  invece  per  C  l'ipotesi  S). 

Allora  è  «^  :^  o  quando,  e  solo  quando,  sia  /.'  non  divisibile  per 
p  ;  ma  se  k  non  è  divisibile  per  />,  esiste  un  intero  k\  individuato  solo 
rispetto  al  modulo  p  (cfr.  §  4),  per  il  quale  è 

kk'  ^  1  (mod  p), 

e  per  conseguenza 

I 
i^^u^,  =  M^  =  1         e         M^,  —  - 


quindi,  in  tal  caso,  l'inverso  di  ogni  numero  «,,  che  sia  diverso  da 
zero,  è  uno  dei  numeri  stessi  e  gli  elementi  di  K  si  riducono  ai  p  nu- 
meri 

«o'  ".»  •••  '  V.  • 

Dopo  ciò  è  evidente  che  K  è  isomorfo,  nell'ipotesi  attuale,  al  corpo 
C[p]. 

Il  corpo  K  è  quello,  appunto,  che  diremo  sottocorpo  fondamen- 
tale di  C. 

Un  sottocorpo    qualunque    di    C,    contenendo    (n°  21)    i    numeri 
u    e  u  ,  contiene  necessariamente  tutti  i  numeri  u    e  quindi  tutti  i  nu- 
meri  di  K,  dunque  : 

//  corpo  K  appartiene  a  tutti  i  sottocorpi  di  C  ed  è,  per  ciascuno  di 
essi,  il  relativo  sottocorpo  fondamentale. 

È  chiaro  che  : 

Se  C  e  C  sono  corpi  isomorfi,  le  corrispondente  di  isomorfismo  in- 
tercedenti fra  di  essi  fanno  corrispondere  al  sottocorpo  fondamentale  di  C 
quello  di  C,  subordinando  tutte  fra  i  detti  sottocorpi  una  stessa  corrispon- 
dtnia  (di  isomorfismo). 

A  questo  proposito  av\'ertasi  che  : 
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Un  corpo  non  ammette  corrispondente  di  antoisomorfismo  diverse  dal- 
l'identità, se  è  isomorfo  a  un  corpo  C[p]  o  al  corpo  ragionale. 

ag.  In  conformiti  di  una  convenzione  precedente  (n"  26),  qualun- 
que sia  il  corpo  C,  i  suoi  numeri 


si  indicheranno  semplicemente  coi  simboli 

(4)  •••  —  2,         —  I,         o,  I,         2,  .  ... 

Se  K  è  isomorfo  al  corpo  razionale,  le  quattro  operazioni  fonda- 
mentali sui  numeri  (4)  di  C  si  eseguiranno  con  le  stesse  regole,  che  si 
seguirebbero  se  la  serie  (4)  fosse  la  serie  degli  interi  relativi  anzi  che 
quella  dei  numjpn  ",  di  C;  se  invece  K  è  isomorfo  a  C[p]  vale  per  le 
dette  operazioni  sui  numeri  (4)  di  C  una  osservazione  analoga  a  quella 
incontrata  nel  n°  26. 

30.  Giova  osservare  qui  una  proprietà  singolare  dei  corpi  numerici 
aventi  i  sottocorpi  fondamentali  isomorfi  al  corpo  C[2]. 

Se  X  è  un  elemento  di  un  corpo  numerico,  perchè  si  abbia 

X  =  —  X 

con  jc  7^  o,  occorre  e  basta  che  sia 

2x  =  o 

con  .V  ^  o,  cioè  che  nel  dato  corpo  sia 

2  =r  o  ; 
dunque  : 

Nei  corpi  con  sottocorpi  fondamentali  isomorfi  a  C[2]   ogni    numero 

h  eguale  al  proprio  opposto.  In  ogni  altro  corpo  un  numero    e    eguale    al 

proprio  opposto  quando,  e  solo  quando,  h  nullo. 

§  é. 
Gli  «-complessi  di  un  corpo. 

31.  Un  «complesso  («X  i)  di  un  corpo  numerico  Ce  una  ;j-pla 
ordinata  di  numeri  di  C.  E  una  tale  n-pla,  se  d^ ,  a^ ,  .  .  .  ,  a^  sono 
i  suoi  elementi  successivi,  si  indica  con  (rt, ,  a^y  .  .  .  ,  a^. 
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Se 

X=:(.v,,  x,,  ...,  A„),     7  =  (v,,  y,,  ...,  y,X  ...  ,     U  =  {u^,  u^,  ... ,  mJ 
sono  w-complcssi  di  C,  si  dice  loro  somma,  e  si  indica  con 

X  +  r  +  .  • .  +  (7, 

l'n-com plesso  del  medesimo  corpo  dato  da 

È  chiaro  che  la  somma  ora  definita  gode  delle  proprietà  commu- 
tativa ed  associativa. 

32.  Un  «-complesso  si  dice  nullo,  se  è  nullo  ciascuno  dei  numeri 
che  lo  costituiscono.  E,  quando  non  vi  sia  luogo  ad  equivoci,  un  «-com- 
plesso nullo  si  denota  col  simbolo  o,  qualunque  sia  il  corpo  a  cui  ap- 
partiene e  qualunque  sia  l'intero  positivo  n. 

33.  L'opposto  deir«-complesso  di  C 

è  r«-complesso  del  medesimo  corpo  dato  da 

che  si  denota  con  —  X. 

Evidentemente  l'opposto  di  —  X  è  X,  e  il  dire  che  degli  «-com- 
plessi X  e   Y  ciascuno  è  l'opposto  dell'altro  equivale  a  dire  che  è 

34.  Se  X,  Y  sono  «-complessi  di  C,  si  dice  loro  differenza,  e  si 
denota  con  X  —  7,  la  somma  di  X  e  dell'opposto  di   Y. 

È  chiaro  che  se  X,    Y,  Z  sono  «-complessi  di  C,  da 

X—Y=Z, 
segue 

X=  Y-{-Z; 
e  viceversa. 

35.  Prodotto  deir«-complesso  di  C 

X=(x,,  x^,  ...  ,  xj 
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per  il  numero  x  del  corpo  stesso,  e  r;/-complesso  di  C 

che  si  indica  con  A',  a  o  X  x.  Cosi  il  prodotto  di  a  p<T  .V.  die  si  de- 
nota con  x.X  o  X  .V,  è  1'   ;;-:o;n;ilcf.so 

(a A-,,  a.v^, z.vj. 

Evidentemente  è 

y.X  =  Xy., 

e,  se  anche  i  è  un  numero  di   C,  si  ha 

Occorre  appena  avvertire  che  il  proiorto  quivi  definito  gode  della 
proprietà  distributiva,  e  rispetto  alla  somma  fra  numeri  di  C,  e  rispetto 
alla  somma  definita  nel  n"  31  ;  e  che: 

//  prodotto  del  numero  x  per  Vn  complesso  X  non  può  essere  nullo, 
se  non  a  patto  che  sia  x  =z  o,  0  X  =  o. 

36.  Se  X.,  Xj,  ...  ,  A',^  (m  ^  i)  sono  «-complessi  di  C  e  >.j, 
X  ....  ,  A,,,  sono  numeri  del  corpo  stesso,  l'/j-complesso 

(0  \^:  +  \x^+  •••  +KK, 

si  dice  la  combinazione  lineare  di  X,,  .X^,  ...  ,  X^,  secondo  i  nu- 
meri >.^ ,  X^,  ...  ,  X,^ . 

Se  nella  (i)  le  X.  si  suppongono  tutte  nulle,  tranne  una,  e  questa 
si  suppone  eguale  all'unità  (di  >J),  l';/ complesso  (i)  si  riduce  a  uno 
degli  «complessi  X  ;  dunque  l'insieme  delle  combinazioni  lineari  di 
X, ,  X,,  ...  ,  X,„  contiene  questi  «-complessi. 

Se  tra  le  combinazioni  lineari  di  X_ ,  A', ,  .  .  .  ,  A',,,  ve  n'è  una, 
almeno,  che  sia  nulla,  pur  essendo  ottenuta  secondo  numeri  non  tutti 
nulli,  X,,  X^,  ...,  X„,  si  dicono  dipendenti;  se  no,  si  dicono  indi- 
pendenti. 

Quando  è  /«  =  i,  dire  che  si  verifica  Li  prima  alternativa  equivale, 
evidentemente,  a  dire  che  e  X,  =  o  ;  quando  invece  è  m  ^  i,  dire 
che  si  verifica  quell'alternativa  equivale  a  dire  che  una,  almeno,  delle 
X    é  una  combinazione  lineare  delle  rimanenti. 

G.    ScoKiA.  —  Teeria    ^rniraìt  dti  icrpi    >i»mtrì,<.  ^ 


26  PARTE    I.  —  TEORIA    GENERALE    DEI    CORPI    NUMERICI. 

Infatti,  se  è  m  >•  i,  ed  e 

con  le  >.    numeri  di  C  e  X^  7^  o,  l'eguaglianza  scritta  equivale    a    que- 
st'altra 

A'    =  —  r^rx  X  4-  >  X  4-  . . .  +  X      X     ). 

m  ^        Vii       I  j       i      .  I  m— i       m— i/ 

Avvertasi  che  : 

a)  Se  m  n-comphssi  sono  indipettdenti,  tali  sono  pure  alcuni  di  essi, 
'  comunque  scelti;  in  particolare  nessuno  di  essi  è  nullo,  e,  se  m^i,  essi 
sono  tutti  distinti. 

P)  Se  fra  m  n-complessi  ve  ne  sono  alcuni  che  siano  dipendenti,  tali 
san  tutti  quanti. 

37.  Se  gli  M-complessi  X, ,  .  . .  ,  X^  di  C  sono  indipendenti,  non 
può  essere 

(2)  >  X  +  .  •  •  +  X  X    r^  X'  X  +  . . .  +  X'  X  , 

V     y  III  I  m        m  III  I  m       m  ' 

con  le  X  e  X'  numeri  di  C,  ossia 

se  non  a  patto  che  sia 

X   —  X'  =  .  . .  =  X    —  X'  =  o. 


I  I 

cioè 


X' ,  ....  X    =  X' 


Se  invece  gli  «-complessi  X   sono  dipendenti,  esistono  dei    numeri 
jA^ ,  . . .  ,  pi.^  di  C  non  tutti  nulli  per  i  quali  è 

Fi^.+  •••  +f-„A.  =  o  =  o.X.  +  ...  +o.X,„; 

e  quindi  in  tal  caso  sussiste  realmente  qualche  eguaglianza  della    forma 
(2)  senza  che  sia  nel  tempo  stesso 

X,  =  x; ,  .  .  .  ,  X    =  X'  . 

i  l  J  /        m  m 

Enunceremo  queste  osservazioni  dicendo  che  : 
L'espressione 

>i^i+  •••  -\-KK. 
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al  variare  delle  "k  in  C,  dà  ciascuua  combitia:^ione  lineare  de^li  n-com- 
plessi  X  una  volta  ed  una  volta  sola,  quando,  e  solo  quando,  questi  sono 
indipendenti. 

Di  quii  discende  clic  : 

Se  C  ^  un  corpo  numerico  finito  e  il  numero  dei  suoi  elementi  è  N, 
le  coinbina:^ioni  lineari  distinte  di  in  suoi  ii-coniplcssi  indipendenti  sono  N"' . 

38.  Se  A',,  ...  ,  A'„,  sono  n-coniplessi  indipendenti  di  C  e  A',„^,  h 
un  ulteriore  n-complesso  di  C  che  non  sia  una  combinaT^ione  lineare  di 
A',,  ...  ,  A„,  anche  X,,  ...  ,  X,„,  A',„_^,  sono  indipendenti. 

Infatti  sia 

).,  X,  4-  .  • .  +  X  ^  X     ,  =  o 

III  I  m-t-i        m-*-l 

con  le  X  numeri  di  C.  Se  fosse  X  ,  :;z^  o,  X  ,  sarebbe  contro  Tipo- 
tesi  una  combinazione  lineare  di  A, ,  .  .  .  ,  X^,  (n"  56),  dunque  è 
X^^,  =:  o,  e  dopo  ciò,  attesa  l'indipendenza  di  X, ,  ...  ,  A''^,  è  pure, 
come  volevasi,  X,  =  •  •  •  =  X^^  =  o. 

Segue  che  : 

Se  gli  n-complessi  X,,  ...,  X,„^,  sono  dipendenti,  ma  X,,...,  X^ 
sono  indipendenti,  X,„^,  e  una  combinazione  lineare  di  X,,  X^,  ...,  X„, . 

39.  Se  gli  n-complessi  X, ,  ...,  X^  di  C  sono  indipendenti  e  a^,  ...,  a^ 
sono  numeri  qnalunque  di  C,  anche  gli  n-complessi 

r.  =:  X.,      \\  =  X,  +  a,x,,  . . . ,  r„.  =  x„.  +  a„x. 

sono  indipendenti. 
Infatti  sia 

X,  r,  +  . . .  +  x„,  r .  =  0, 

con  le  X  numeri  di  C.  Sarà,  sostituendo  per  le  Y  le  loro  espressioni 
mediante  le  X  , 

(\+  ^X-{-  •••  +^.U^,  +>.A',+  •••  +X„X,„  =  o; 
e  quindi,  per  l'ipotesi  fatta  sulle  X  , 

^.  4-  ^'^  >^.  +  •  •  •  4-  «™  >^„  =  o,         "^2  =  •  •  •  =  >^„.  =  o, 
cioè,  come  volevasi, 

X,  =  X,  =  •  •  .  =  X    =0. 


2S  PARTE    l.  —  TEORIA    GENERALE    DEI    CORPI    KUMEKICI. 

40.  Fra  le  combina:;joui  liticini  liì  m  n-coiiipìessi  ili  C,  X, ,  . . .  ,  .Y,„ , 
uon  }  possibile  sceglierne  tu  -\-  i  \o,  ciò  che  è  lo  stesso  [11''  }(\  2)),  piii 
di  fii\  che  siano  indipende iili. 

Se  m  =  1  il  teorema  è  evidente  ;  percliè  se  x  ,Y, ,  ^  A', ,  con  a  e  [i 
numeri  di  C,  fossero  indipendenti,  a  e  {i  sarebbero  entrambi  non  nulli 
[n°  56,  7)]  e  quindi,  da  una  parte  7.X^  e  '^X,  sarebbero  indipendenti, 
e  dall'altra  sarebbe 

li.aX,  -a.^X.  =0, 

con  [i  e  —  7.  non  nulli,  ciò  che  è  nianiiestanicnte  assurdo. 

Segue  che  per  dimostrare  il  teorema  in  generale,  basterà  far  vedere 
che  esso  è  vero  per  /»  (">  i)  «complessi,  quando  si  supponga  vero  per 
;/;  —  I    «-complessi. 

Siano,  dunque,  se  è  possibile 


con  le  A^  .  numeri  di  C,  ni  -\-  i  combinazioni  lineari  indipendciui  di 
X, ,  . . .  ,  A'„, .  Non  potrà  essere,  per  la  supposizione  fatta, 

perchè  altrimenti  esisterebbero  ni  -\-  i  combinazioni  lineari  indipendenti 
di  X,,  .  .  .  ,  X,,,_,  ;  dunque  sarà,  per  es.,  X,  ^^^  yéz  o.  Ma,  allora,  essendo 
le   }'  indipendenti,  tali  sarebbero  anche  (n"  39) 

y  Y  l,m     y  y  ni -t- ì  ,m    y     ^ 

■'    1    ?  ^1  -^  ■'    I    1       •    •    •     ?        ■'    „,.,    ,  -  •'    ,    > 

■|,m  !  ,ni 

e  ciò  è  assurdo,  perchè  fra  questi  «complessi  gli  ultimi  ni  sono  dipen- 
denti, una  volta  che  essi  sono  combinazioni  lineari  degli  m  —  i  «-com- 
plessi X, , V,.  , . 

41.  Si  indichi  con  Z^  (;  —  i,  .  .  .  ,  «)  r«-complesso  di  C  che  ha 
nulli  tutti  gli  elementi  tranne  il  j'"",  che  è  uguale  all'unità. 

Si  vede  subito  che  : 

Ogni  n-complesso  di  C  è  una  comhina^^ione  lineare  di  Z^,  .  .  .  ,  Z^,  ; 
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e  clic  : 

Gli  ìtcoinplcsii  Z, ,  .  .  .  ,  Z_  sono  iuiìipoidciiti. 
In  falli  se 

A'  =  (A- ,    .Vj 

è  un  qu.ilunquc  //complesso  di   C,  si  ha 

A'=.v,Z,  +  -..  -h-v..Z,; 
ed  essendo 

X^  Z,  -f-   •  •  •   -}-  /,,Z„  =  ("a,  ,   A^,  .  .  .  ,  "aJ, 

qualunque  siano  i  n linieri   a  di   C',  non  può  essere 

\>^,  +  •••  +>„Z„  =  o, 

se  non  a  patto  che  sia 

Ne  risulta,  confrontando  col  teorema  del  n°  precedente,  che  : 

Esistono  in  C  n-plc  di  n-complessi  indipcndeNti,  ma  non  possono  esi- 
stere n'-ple  di  n-coniplcssi  indipe}:denti  con  n'  ^  n. 

42.  Dati  ni  //-complessi  di  C,  X, ,  ...  ,  X,,_ ,  sia  r  un  intero  tale 
che  fra  gli  ///  complessi  dati  ne  esistano  r  fra  loro  indipendenti. 

Se  gli  //-complessi  dati  sono  tutti  nulli,  è  necessariamente  r  =  o  ; 
ma  in  generale  l'intero  /■  potrà  esser  determinato  in  più  modi  difFerenti. 

Intanto  l'intero  r  non  può  evidentemente  superare  ///  (né  «,  per  il 
n°  precedente),  dunque  in  ogni  caso  esiste  per  r  un  massimo  determi- 
nato. 

Se  questo  massimo  è  /?,  /;  sarà  un  intero  positivo  o  nullo,  non 
superiore  né  ad   ///,  ne  ad   //. 

Supponiamo  che  sia  h  ^  o.  In  tal  caso  valgono  le  interessanti 
proprietA  che  seguono. 

In  primo  luogo,  dalle  ipotesi  fatte  su  //,  e  dal  secondo  teorema 
del  n°  58,  discende  che  : 

Fra  gli  n-compìèssi  A', ,  .  .  .  ,  A'^,  esiste  qualche  ìj-pla  di  ncomplessi 
indipendenti,  ma  non  esistono  b'-ple  di  n-complessi  indipendenti  con  h'^h; 
e  se  K^^  ...  ^  .Yj  h  una  di  quelle  h-ple,  tutti  gli  )i  complessi  dati  sono 
combina::joni  lineari  di  A, ,  .  .  .  ,  X^  ; 
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in  secondo  luogo  dalle  ipotesi  e  dal  teorema  del  n°  40  si  deduce 
che  : 

Sf  ì'  o  <^  h'  <  h,  non  h  possibile  che  ^ìi  u-conipìessi  dati  siano  com- 
bina:;ioni  lineari  di  h'  scelti  fra  di  essi. 

In  terzo  luogo  si  vede  con  tutta  facilità  che  : 

Se  h  o  <^h'  <^h  e  A', ,  .  .  .  ,  X^,  sono,  fra  i  dati,  b'  ti-coniplessi  iti- 
dipendenti,  t  possibile  aggregare  a  questi  altri  h  —  h'  di  quelli,  si  che  in 
tutto  si  ottengano  h  n-complessi  indipendenti. 

Per  giustificare  questa  osservazione  basta  infatti  far  vedere,  che  è 
possibile  trovare  fra  i  dati  una  (//  -|-  i)-pla  di  «-complessi  indipendenti 
contenente  gli  «-complessi  X, ,  X^ ,  . .  .  ,  X,^, . 

Ora  ciò  è  evidente,  perchè,  se  non  fosse  possibile  trovare  una  tale 
(Jì'  -f-  i)-pla,  tutti  gli  «-complessi  dati  sarebbero  combinazioni  lineari  di 
X, ,  Xj ,  .  . .  ,  X^f ,  mentre  è  stato  già  osservato  che  questo  è  impossi- 
bile. 

43.  Per  una  ragione,  che  apparirà  dal  seguito,  l'intero  non  nega- 
tivo /j,  di  cui  si  -è  discorso  nel  n°  precedente,  si  dirà  la  caratteristica 
degli  m  «-complessi  X, ,  .  .  .  ,  X^ . 

44.  A  chiarimento  ulteriore  della  nozione  di  «-complessi,  di  un 
corpo,  dipendenti  o  indipendenti,  giova  osservar  quanto  segue. 

Se  il  corpo  numerico  C  è  un  sottocorpo  del  corpo  numerico  C  e 
•^i  )  •  •  •  )  -^m  ^^^^  w-com plessi  di  C,  è  chiaro  che  X, ,  . . .  ,  X^  pos- 
sono riguardarsi  anche  come  «-complessi  di  C  ;  quindi  accanto  alle 
combinazioni  Hneari  delle  X  secondo  numeri  di  C  vi  è  luogo  a  consi- 
derare anche  le  combinazioni  lineari  delle  X.  secondo  numeri  di  C. 

Siccome  l'insieme  di  quelle  combinazioni  lineari  è  contenuto  nell'in- 
sieme di  quest'ultime,  è  chiaro  senz'altro  che,  se  X, ,  . . . ,  X^  sono  di- 
pendenti come  n-complessi  di  C,  tali  sono  anche  come  «-complessi  di 
C  ;  ma  giacché  di  quei  due  insiemi  il  primo  è,  in  generale,  soltanto 
una  parte  del  secondo,  se  X, ,  . . .  ,  X^  sono  indipendenti  come  «com- 
plessi di  C,  saranno  anche  tali  come  «-complessi  di  C  ? 

La  risposta  a  questa  domanda  è,  come  si  vedrà  (n°  61),  afferma- 
tiva; cosicché  l'indipendenza  0  meno  di  m  n-complessi,  i  cui  elementi  ap- 
partengano simultaneamente  a  più  corpi  numerici  diversi  (e  quindi  al 
sottocorpo  comune  ad  essi),  è  una  relazione  che   intercede  esclusivamente 
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tra  gli  n-compkssi,  t  non  fra  essi  e  il  corpo  numerico  entro    il    quale    si 
considerano. 

45.  Talvolta  giova  far  ricorso  a  una  nozione  di  dipendenza  o  in- 
dipendenza fra  n-complcssi  più  generale  di  quella  considerata  sin  qui. 

Se  r  è  un  sottocorpo  di  C,  e  X, ,  . .  .  ,  X^  sono  «-complessi  di 
C,  si  dice  che  X, ,  .  .  .  ,  X,,,  sono  indipendenti  o  dipendenti  rispetto 
a  r,  secondo  che  non  esiste  o  esiste  una  loro  combinazione  lineare  se- 
condo numeri  di  r  non  tutti  nulli,  che  risulti  nulla. 

Naturalmente,  perchè  questa  definizione  non  si  riduca  alla  prece- 
dente, bisogna  supporre  che  almeno  uno  degli  «-complessi  X, ,  .  .  .  ,  X^ 
non  sia  un  «-complesso  di  P. 

È  chiaro  che  le  proposizioni  dei  n'  56,  57  sussistono  inalterate 
se  vi  si  suppone  che  in  esse  si  parli  di  indipendenza  o  dipendenza 
di  «-complessi  di  un  corpo,  non  nel  senso  precedente,  ma  nel  senso 
attuale,  cioè  rispetto  a  un  suo  sottocorpo  ;  e  si  vede  anche  subito  quali 
sono  per  il  nuovo  senso  le  proposizioni  corrispondenti  a  quelle  che 
per  l'altro  si  trovano  nei  n'  38,  ^9,  40  e  42. 

Invece  non  vi  è,  per  il  nuovo  senso,  l'analogo  del  teorema  del 
n°  41  ;  in  un  corpo  C  possono  esistere  «z-ple  di  «complessi  indipen- 
denti rispetto  ad  un  suo  sottocorpo  T  con  m  grande  quanto  si  vuole. 

Si  pensi  al  caso  in  cui  «  =  i,  C  è  il  corpo  reale  e  P  è  il  corpo  ra- 
zionale. Se  fosse  possibile  trovare  un  intero  m  tale,  che  esistessero  «i-ple, 
ma  non  (w  -\-  i)-ple,  di  numeri  reali  indipendenti  rispetto  al  corpo  ra- 
zionale, detta  a, ,  a^,  . . .  ,  a^  una  tale  w-pla,  tutti  i  numeri  reali  sa- 
rebbero dati  dall'espressione 

>^,^,  +  •••  +^,„^n,5 
al  variare  delle  "k  nel  corpo  razionale  in  tutte  le  maniere    possibili,  e    il 
corpo  reale  sarebbe  numerabile  ! 

§7- 
Sistemi  di  «complessi. 

46.  Se  X, ,  . . .  ,  X,^  sono  «-complessi  di  un  corpo  C,  si  dice 
sistema  generato  da  essi,  e  si  indica  con 

(a;,  ...,  xj, 
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l'insieme  5  degli  //-complessi  di  C  ciascun  dei  quali  è  combinazione 
lineare  di  A', X  „ . 

È  chiaro  che  A', ,  .  .  .  ,  A' ,  sono  elementi  di  5,  ed  è  pur  chiaro 
che  : 

Se  1', ,  .  .  .  ,  y  sono  clementi  dei  sistema  S,  tutto  il  sistema  gene- 
rato da    l"", ,  .  .  .  ,    ]\  è  contenuto  in  5. 

Per  esprimere  che  un  sistema   T  è  contenuto  in    un    sistema    S    si 

scriverà 

T  Z,S        o         5  \.  T; 
e  si  scriverà 

T  <CS        o        S>  T, 

se  si  vuole  esprimere  che  5  contiene   T  e  non  è  esaurito  da   T. 

Un  sistema  di  «-complessi  può  ridursi  al  solo  «-complesso  nullo. 

In  tal  caso  il  sistema  si  dice  un  sistema  zero  e  si  indica  col  sim- 
bolo o,  qualunque  sia  l'intero  n  e  qualunque  sia  il  corpo  nel  quale  è 
stato  costruito  il  sistema. 

47.  Se  la  caratteristica  di  A', ,  X^ ,  .  .  .  ,  X,^  è  /;  ed  è  /;  =  o,  si  ha 

5  =  (A',,  ...,  AJ  =  o; 

se    no,    sia  X, ,  .  . .  ,  X,^  una  /;-pla  di  «-complessi    indipendenti    fra    gli 

«-complessi  A", ,  . .  .  ,  X„. . 

Se  si  pone 

7  =  (X, ,  . . .  ,  a;), 

e  chiaro  che  è   T  ^  S. 

Ma  e  pure  7^X5,  perchè  (n°  42)  A',,  ...  ,  X„, ,  e  quindi  tutti 
gli  elementi  di  S,  stanno  in  T;  dunque  e  5=  T. 

In  ogni  caso  l'intero  h  si  dice  l'ordine  di  S. 

Evidentemente  (n°  40): 

L'ordine  di  un  sistema  è  il  massimo  numero  di  elementi  indipendenti 
che  possono  scegliersi  in  esso. 

48.  Sia  S  un  sistema  di  ordine  h  ^  o  e  siano  X, ,  .  .  .  ,  X^  h  suoi 
elementi  indipendenti.  Allora  è 

S--=(X.,  ...,  XJ 
E  infatti  pongasi 

r  =  (x.,...,  xj. 
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È  chiaro  che  T  sta  in  5  ;  ma  T  deve  esaurire  S,  perchè  altrimenti 
esisterebbe  in  5  un  elemento  che  non  sarebbe  combinazione  lineare  di 
X, ,  . . .  ,  X^  e  in  S  (n°  38)  esisterebbero  h  -f-  i  clementi  indipendenti, 
dunque  è,  come  volevasi,   T  =  S. 

Se  i  sistemi  S  e  T  sono  entrambi  di  ordine  h,  ed  è  S  ^  T,  è  addi- 
rittura S  =:  T. 

Infatti,  o  è  h^=o,  ed  allora  è  S  =  o  =  T,  o  è  /;>o,  ed  allora, 
se  X, ,  .  . .  ,  X.  sono  /;  elementi  indipendenti  di   5,  e  quindi    anche    di 

r,  è 

s  =  (x.,...,x,)==r. 

Segue  che  : 

Se  il  sistema  S  h  contenuto  in  T,  ma  non  coincide  con  T,  l'ordine 
di  S  è  inferiore  a  quello  di   T. 

Tutti  gli  «-complessi  di  C  costituiscono  (n°  41)  un  sistema  di 
ordine  n,  quindi  : 

L'ordine  di  un  sistema  di  n-complessi  di  C  è  non  superiore  ad  n  ; 
ed  eguaglia  n  quando,  e  solo  quando,  il  sistema  coincide  con  Vinsienie  di 
tutti  gli  n-complessi  di  C. 

49.  Se  l'ordine  di  un  sistema  e  h  ed  e  h'^  o,  dati  h'  elementi  in- 
dipendenti del  sistema  (o  <;  //  <;  /?),  e  sempre  possibile  trovare  nel  sistema 
una  h-pla  di  elementi  indipendenti  che  li  contiene. 

lì  infatti  è  chiaro,  intanto,  che  è  possibile  trovare  nel  sistema  una 
(/;'  -\-  i)-pla  di  elementi  indipendenti  contenente  gH  //  elementi  dati, 
perchè  se  no  tutti  gli  elementi  del  sistema  sarebbero  combinazioni  li- 
neari di  quegli  h'  e  l'ordine  del  sistema  sarebbe  non  /;,  ma  /;'  ;  dopo 
di  che  è  pur  chiaro  come  si  debba  proseguire  per  giustificare  piena- 
mente l'enunciato. 

50.  Se  5  e  r  sono  sistemi  di  «-complessi  di  C,  esistono  certo  de- 
gli «-complessi  contenuti  in  5  e  T;  tale  è  infatti  r«-complesso  nullo. 

D'altro  canto,  se  più  «-complessi  appartengono  ad  S  e  T,  sta  in  5 
e  in   r  tutto  il  sistema  che  essi  generano  ;  dunque  è  chiaro  che  : 

L'insieme  degli  elementi  comuni  ai  sistemi  S  e  T  è  anch'esso  un  si- 
stema di  n-complessi. 

Quest'ultimo  sistema  si  dice  l'intersezione  di  5  e  T  e  si  denota 
con  S  n  T. 

G.   Scoria.  —  Ttoria  ginerati  dti  corpi  numerici.  5 
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Avvertasi  pure  che  esistono  certo  dei  sistemi  di  «-complessi  di  C 
contenenti  tanto  5  quanto  T  ;  tale  è  infatti  l'insieme  di  tutti  gli  «-com- 
plessi di  C.  Ebbene,  tra  cotesti  sistemi  quello  (unico)  che  è  di  ordine 
minimo  si  dice  somma  di  5  e   T  e  si  denota  con  S  -|-  ^• 

La  ragione  di  questa  denominazione  sta  nel  seguente  fatto  : 

La  somma  dei  sistemi  Se  Te  l'insieme  degli  n-complessi  di  C  cia- 
scun dei  quali  h  somma  di  un  elemento  di  S  e  di  un  elemento  di  T. 

E  invero  se  è 

s  =  cx,,...,xj,      r  =  (r.,  ...,  r,), 

è  chiaro  che  si  ha 

S-{.T  =  (X^,  ...,  X„„  7.,  ...,  Y,). 

Segue  che  gli  elementi  di  5  -}-  ^  sono  tutti,  e  solo,  quelli  della 
forma 

con  le  X  e  (JL  numeri  di  C. 
Ma 

al  variare  delle  >  e  a  descrivono  rispettivamente  i  sistemi  S  e  T,  dun- 
que, ecc. 

A  questo  proposito  giova  avvertire  che  : 

Quando,  e  solo  quando,  l'intersezione  dei  sistemi  S  e  T  è  :(ero,  cia- 
scun elemento  di  S  -{-  T  pub  riguardarsi  conte  somma  di  un  elemento  di 
S  e  un  elemento  di  T  in  un  modo  e  in  un  modo  solo. 

E  infatti,  perchè  per  un  elemento  Z  di  S  -f-  ^)  per  il  quale  è 

Z=X-i-Y, 
con  X  in  S  e   F  in   T,  si  abbia  nel  tempo  stesso 

Z  =  X'-{-  Y\ 
con  X'  in  S  ed   Y'  in   T,  occorre  e  basta  che  sia 

X  -  X'  =  Y'  -  Y. 
Ma  X  —  X'  e  in  5,   Y'  —  7  è  in  T,  e  gli  clementi  comuni  ad  S 


CAPITOLO    I.  —  I    CORPI    NUMERICI.  jj 

e   T  stanno  in  5  n  T,  dunque  occorre  e  basta  che  sia 

X'  =  X  —  Il        e         Y'  =  y-\-  //, 

con  //  in  5  n   T. 

Sì  conclude  che  è  necessariamente  A''  ^-=  A'  e  Y'  =  K,  quando,  e 
solo  quando,  sia  S  n  T  =  o. 

51.  f.  chiaro  che  : 

Le  opcra::iom  fra  sistemi  indicate  dai  sentii  n  e  -\-  godono  delle 
proprietà  commutativa  e  associativa  ; 

ossia  che,  se  S,   T,   U  sono  sistemi  di  //-complessi  di  C,  si  ha  : 

S  n   T=  T  n  S,  (S  n   T)  n   U=  S  o  (T  o   U), 

s-^  T=  r-\-s,      (s -j-  r)  +  t;  ==  5 -f- (7  +  a). 

Avvertasi  pure  che,  se  è  5  ^  T,  è 

S-\-  T=T; 
e  inversamente. 

In  particolare: 

5  +  5  =  5. 

52.  5^  5  e  r  sono  sistemi  di  n-comphssi  di  C,  con  gii  ordini  h  ed 
h' ,  aventi  per  intersezione  un  sistema  U  di  ordine  k  e  per  somma  un 
sistema  V  di  ordine  1,  è 

h-{.}y  =  k-\-L 

Siano  A', ,  .  .  .  ,  X^.  k  elementi  indipendenti  di  U.  Questi  sono  k 
elementi  indipendenti  di  5  e  di  T  ;  quindi  (n°  49)  è  possibile  trovare  in 
5  una  />pla,  ed  in  T  una  /j'-pla  di  elementi  indipendenti  contenenti  en- 
trambe gli  elementi  X, ,  . . .  ,  A'^ . 

Se  esse  sono  date  da 

(0  ^lì  •  ■  ■  ì  ^kì      ^k+iì  •  •  )  ^hì 

(2)  ^,j  •  •  ■  ,  ^kì         ^*+,  )  •    •  )   Yh'ì 

sarà 

t/  =  (A',,  ...,  AJ, 

^^={.^iì  •••)  ^kì  ^i4-i>  -j  ^h)ì       ^  =  {^,ì  •••?  ^kì   ^\^,}  •••>   ^fc') 


e 


F=S-\-  T  =  (X,,  ...,  X„  X,,.,  ...,  X,,   F,^.,  ...,   no- 
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Dico  ora  che  gli  elementi  di  V 

(3)  -^i  ?  •  •  •  ?  -^k  j  -^*+i  >  •  •  •  >  ^hì   ^  k^ii  •  •  •  7   '  h' 

sono  indipendenti. 
E  infatti  sia 

W+..-+V  X,+X,^.  X,^.+  ...+X,X,+f.,^,  r^^.+  .-.+f..,,  Y,.=o, 

con  le  X  e  p.  numeri  di   C. 
Sarà 

(4)      \  A'.  +  ...  -I-  \ X,  =  -  p.,^.  n^. |x,,  r„. 

Ma  qui  a  primo  membro  si  trova  un  elemento  di  5,  a  secondo 
membro  un  elemento  di  T,  dunque  cotesti  due  elementi,  che  sono 
eguali  tra  di  loro,  sono  eguali  entrambi  a  un  elemento  di   U. 

Ciò  porta  che  deve  sussistere  un'eguaglianza  della  forma 

-  f^...  n.. H'  y,  =  v.x.  +  . . .  +  v,x,, 

con  le  V  numeri  di   C 

Di  qua,  attesa  l'indipendenza  degli  elementi  (2),  segue 

V,   =    .  .  .    =  V^   =  (X,^,   =    ...    ==  (X^,  =  o, 

e  dopo  ciò  la  (4),  attesa  l'indipendenza  degli  elementi  (i),  fornisce 

Con  questo  resta  dimostrato  che  gli  elementi  (5)  sono  indipendenti, 
e  che  quindi  l'ordine  di  F  è  dato,  come  volevasi,  da 

/;  +  //  —  k. 

Occorre  appena  avvertire  che  se  l'ordine  di  C7  è  zero,  gli  elementi 
X, ,  .  .  .  ,  X^  vengono  a  mancare,  come  vengono  a  mancare,  per  es., 
gli  elementi  X^^, ,  .  .  .  ,  X^ ,  se  è  A  =  /;.  Ma  tutto  ciò  non  infirma  af- 
fatto il  ragionamento. 

53.  Se  5, ,  . . .  ,  5,  sono  sistemi  di  «-complessi  di  C  ed  è  ^  >•  2, 
si  dice  somma  di  essi  e  si  indica  con  5,  -|-  •  •  •  -\-  S,  il  sistema  defi- 
nito induttivamente  dalla  posizione 
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Esso  e  il  sistema  di  ordine  niiiiinio  contenente  gli  elementi  di 
S, ,  .  .  .  ,  5  ,  o  anche  l'insieme  degli  «-complessi  dell.i  forma 

con  A'    elemento  di  5    (/  =  i,  .  .  .  ,  /). 

Grazie  al  teorema  del  u"  precedente  si  vede  subito  clic,  se  l'ordine 
di  S.  è  A    (;  =  I,  .  . .  ,  /),  per  l'ordine  /  di  S,  -|-  *  '  "  H~  -^z  si  ha 

e  che  qui  vale  il  segno  di  eguaglianza  quando,  e  solo  quando,  è  zero, 
per  i  =  2,  ...,  /,  l'intersezione  di  S_  col  sistema  5,  -f~  -^^  ~f~  ••'  ~f"  ^,-,  5 
nel  qual  caso  poi  è  zero  l'intersezione  di  ciascun  sistema  5  con  la 
somma  dei  rimanenti,  e,  più  generalmente,  è  zero  l'intersezione  di  cia- 
scun sistema  che  sia  somma  di  alcuni  dei  sistemi  5  col  sistema  somma 
dei  rimanenti. 

Avvertasi  pure  che  è  1  =  k^  -\-  •  •  •  -\-  k,  quando,  e  solo  quando, 
ciascun  elemento  di  5^  -j-  •  •  •  -|~  -^z  P*^*-*  mettersi  in  un  modo,  e  in  un 
modo  solo,  sotto  la  forma 

X,+  "'-\-X,, 

con  Xj  in  S    (/  =  i   ...  /). 

54.  Se  l'ordine  di  S,  -f-  •  •  '  ~l~  -^z  ^'  ^^  somma  degli  ordini  dei 
sistemi  5^ ,  si  dice  che  questi  sono  complementari  in  5,  -\-  •••  -|~  ^,  • 

Si  vede  subito  che  : 

Se  F  h  un  sistema  di  n-complessi  d'ordine  l  ed  è 

con  le  k  interi  non  negativi,  è  sempre  possibile  trovare  in  V  dei  sistemi 
5,,  .  . .  ,  5,  degli  ordini  k^,  . . .  ,  k,,  che  siano  ivi  complementari. 

Aggiungasi  che,  per  l'osservazione  del  n°  49: 

Se  S  e  V  sono  sistemi  di  n-complessi  ed  è  S  ^  V,  è  sempre  possibile 
trovare  un  sistema  di  n-complessi  T  sì  che  si  abbia 

s  o  r  =  o,      5  +  r  =  F. 
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§  s. 

Matrici  e  determinanti. 

55.  Le  definizioni  di  matrice  e  di  determinante,  date  dall'algebra 
ordinaria,  non  perdono  significato  ove  si  supponga  che  i  numeri  di  cui 
in  esse  si  parla  siano  elementi  di  un  qualsivoglia  corpo  numerico,  anzi 
che  elementi  del  corpo  razionale,  reale  o  complesso  ;  quindi  si  può  in- 
tenderle estese  senz'altro  a  un  corpo  C  qualunque,  e  si  può  parlare  in 
un  tal  corpo  di  matrici,  rettangolari  o  quadrate,  e  di  determi- 
nanti, e  usare  per  quelle  e  per  questi  la  solita  nomenclatura  dell'alge- 
bra ordinaria,  senza  che  per  farsi  comprendere  vi  sia  bisogno  di  proce- 
dere in  ogni  caso  a  definizioni  esplicite. 

Una  matrice  in  C  sarà  dunque  una  pura  tabella  di  numeri  di  C, 
con  un  certo  numero,  poniamo  ;;/,  di  righe  ed  un  certo  numero,  po- 
niamo «,  di  colonne.  I  numeri  del  corpo  che  la  costituiscono  saranno 
i  suoi  elementi,  e  la  matrice  sarà  rettangolare  o  quadrata,  secondo  che 
é  m  :^  n  o  m  =  n.  In  quest'ultimo  caso  il  valor  comune  di  m  e  di  « 
sarà  l'ordine  della  matrice. 

Infine  in  una  matrice  quadrata  vi  sarà  una  diagonale  principale 
e  una  diagonale  secondaria  ;  e  gli  elementi  principali  saranno 
quelli  della  diagonale  principale. 

Il  determinante  di  una  matrice  quadrata  in  C,  d'ordine  w,  sarà  in- 
vece un  numero  di  C  ;  e  il  suo  sviluppo  sarà  dato  da  una  somma  di 
n  !  termini  costruiti  con  gli  elementi  della  matrice  secondo  la  stessa 
regola  che  vale  per  i  determinanti  delle  matrici  quadrate  ordinarie. 

Una  matrice  con  m  righe  ed  n  colonne  si  dirà  anche  del  tipo 
(m,  w)  ;  e  se  l'elemento  secondo  cui  la  riga  r"'^  si  incrocia  con  la  co- 
lonna 5"*  si  indica  con  a^  ^ ,  la  matrice  si  indicherà  con 


^m,l  )     •   •   •    >     ^m,n 


o  più  brevemente  col  simbolo 


(r  =  I,  ...  ,  w;  5=  I,  ... ,  n), 
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o  senz'altro  col  simbolo 

se  non  è  necessario  dichiarare  in  modo  esplicito  quali  siano  i  valori  che 
possono  essere  assunti  dagli  indici  r  ed  j  ;  o  se  una  tale  dichiarazione, 
come  nel  caso  attuale,  è  resa  inutile  dal  fatto  che  è  stato  già  detto 
quale  sia  il  tipo  della  matrice. 

Il  determinante  di  una  matrice  quadrata  A  si  indicherà  con  \A\  ; 
che  se  poi  la  matrice  è  di  ordine  «  e  a^ ,  e  il  suo  elemento  che  appar- 
tiene alla  riga  r™*  e  alla  colonna  j""",  il  suo  determinante  si  indicherà  con 


^",.' 


con 

o  con 


(r,  5  =  I,  ...  ,  n). 


Ks\ 


Trasposta  della  matrice  ||^^J|,  di  tipo  (m,  «),  è  la  matrice  ||^,  ,||, 
di  tipo  («,  Di),  per  cui  è  b^  ^  =z  a^^  (5  =  i,  .  .  .  ,  n  ;  r  =  i,  .  .  .  ,  m). 
Naturalmente,  se  H^^  J|  è  la  trasposta  di  |K^J|,  ||^,^J|  è    la    trasposta    di 

Avvertasi  infine  che  ciascuna  riga  (colonna)  di  una  matrice  del  tipo 
(m,  ;;)  può  considerarsi  come  un  «  complesso  (un  m-complesso),  ap- 
punto perchè  essa  è  una  ;/-pla  (/;/-pla)  ordinata  di  numeri. 

Quindi  è  chiaro  che  cosa  debba  intendersi  per  prodotto  di  una  riga 
(colonna)  di  una  matrice  per  un  numero  di  un  corpo  cui  appartengano 
gli  elementi  della  matrice  ;  per  righe  (colonne)  di  una  matrice  dipen- 
denti o  indipendenti;  per  somma  di  più  righe  (colonne)  di  una  matrice, 
o  per  una  loro  combinazione  lineare. 

56.  Con  gli  stessi  procedimenti  dimostrativi  che  si  seguono  nell'al- 
gebra ordinaria  per  le  matrici  e  i  determinanti  che  ivi  si  considerano, 
si  stabiliscono  subito,  per  matrici  e  determinanti  qualunque,  i  seguenti 
teoremi  fondamentali  : 

a)  Matrici  quadrate  che  siano  l'ima  la  trasposta  dell'altra  hanno 
determinanti  eguali  ; 

fi)  Se  la  matrice  A'  è  ottenuta  dalla  matrice  quadrata  A  eseguendo 
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sulle  righe  (le  colonne)  di  questa  urta  sostituzione^  si  ha 

\A'\  =  \A\,        oppure         \A'\  =  -  \A\, 

secondo  che  la  detta  sostituzione  h  pari  o  dispari  ; 

Y)  Se  la  matrice  A'  h  ottenuta  dalla  matrice  quadrata  A,  nel  corpo 
C,  sostituendo  in  questa  a  una  sua  riga  (colonna)  il  prodotto  della  riga 
(colonna)  stessa  per  un  numero  x  di  C,  si  ha 

\A'\  =  x\A\. 

f5)  5<!;  nella  matrice  quadrata  A,  di  ordine  ti,  una  riga  (una  colonna) 
è  la  somma  di  p  n-complessi,  il  determinante  di  A  è  la  somma  dei  de- 
terminanti delle  p  matrici  quadrate  che  si  deducono  da  A  sostituendo  suc- 
ussivamente  a  quella  riga  (colonna)  ciascuno  dei  p  n-complessi  di  cui  essa 
}  somma. 

Infine  basta  ricorrere  alla  definizione  di  determinante  di  una  ma- 
trice quadrata,  per  accorgersi  subito  che,  quando  la  matrice  ha  due  righe 
(colonne)  eguali,  nello  sviluppo  del  suo  determinante  accanto  a  ciascun 
termine  ne  comparisce  un  altro  che  è  il  suo  opposto  ;  quindi  : 

e)  È  nullo  il  determinante  di  ogni  matrice  quadrata  che  abbia  due 
righe  (colonne)  uguali. 

57.  Al  contrario  di  quanto  abbiamo  fatto  per  le  proposizioni 
a),  .  .  .  ,  ì))  ci  siamo  fermati  a  dare  un  rapidissimo  cenno  della  dimo- 
strazione di  e),  perchè  nella  maggior  parte  dei  trattati  di  algebra  ordi- 
naria questo  teorema  non  si  dimostra  direttamente,  ma  sì  deduce  utiliz- 
zando il  teorema  (i)  con  un  procedimento  che  non  può  essere  adope- 
rato per  un  corpo  numerico  qualunque. 

Infatti  da  '^)  si  trae  subito  che,  se  una  matrice  quadrata  A  ha  due 
righe  (colonne)  eguali,  è 

\A\  =  -\AU 

ma  da  ciò  segue  senz'altro  che 

MI  =  o, 

solo  se  il  sottocorpo  fondamentale  del  corpo  in  cui    e    definita    A    non    e 
isomorfo  al  corpo  C[2]  (cfr.  n°  30). 

58.  Combinando  in  maniera  nota  il  teorema  e)  coi  teoremi  y)  ^ 
S)  si  deduce,  in  primo  luogo,  che  : 
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C)  Se  in  una  matrice  quadrata  in  righe  (colonne)  sono  dipendenti,  il 
determinante  della  matrice  e  nullo  ; 

e  in  secondo  luogo  che  : 

Tfi)  //  determinante  di  una  matrice  quadrata  non  si  altera,  se  ad  una 
riga  (colonna)  della  matrice  si  sostituisce  la  somma  di  essa  e  di  una 
combina:(ione  lineare  delle  righe  (colonne)  rimanenti. 

59.  Le  matrici,  che  si  ottengono  da  una  matrice  A  di  tipo  (m,  «) 
sopprimendovi  /  righe  (o  ^  /  <!  ''0  ^  ^  colonne  (o  ^  À:  <[  «),  si  di- 
cono sub-matrici  di  A  e  queste,  insieme  con  le  matrici  che  se  ne  ot- 
tengono effettuando  in  ciascuna  di  esse  una  qualunque  sostituzione  sulle 
righe  e  una  qualunque  sostituzione  sulle  colonne,  si  dicono  matrici 
estratte  da  A.  I  minori  di  A  sono  le  sub-matrici  quadrate  di  A. 

Se  A  è  quadrata,  i  minori  principali  di  A  sono  quelli  i  cui  ele- 
inenti  principali  capitano  tutti  fra  gli  elementi  omonimi  di  A. 

Se  B  è  una  sub-matrice  di  A  di  tipo  (;»',  «'),  con  m'  <^  m  ed 
n'  <[  n,  la  sub-matrice  complementare  o  il  complemento  di  B  (in 
A)  è  la  sub-matrice  B'  che  si  ottiene  sopprimendo  in  A  le  m'  righe  ed 
n'  colonne  che  concorrono  a  formare  B. 

Se  A  è  una  matrice  quadrata  e  5  è  un  suo  minore,  formato  dalle 
righe  r7%  . .  .  ,  r;;"*  e  dalle  colonne  5;"* ,  .  . .  ,  5^%  l'aggiunto  di  B 
(in  A)  e  il  prodotto  di  ( —  iyi+-*-'h+u+  +'h  pg^  [[  determinante  del  mi- 
nore complementare  di  B,  se  B  non  coincide  con  A  ;  è  l'unità  (di  un 
qualunque  corpo,  cui  appartengano  gli  elementi  di  A),  se  B  coincide 
con  A.  Se  B  e  di  ordine  i,  si  ha  in  particolare  ciò  che  si  dice  aggiunto 
di  un  elemento  di  A. 

Se  ^  è  una  matrice  quadrata  a  determinante  non  nullo,  il  reci- 
proco "di  un  suo  elemento,  o  di  un  suo  minore,  è  il  quoziente  dell'ag- 
giunto dell'elemento,  o  del  minore,  per  il  determinante  della  matrice. 

Procedendo  come  si  procede  nell'algebra  ordinaria,  per  le  matrici  e 
i  determinanti  che  ivi  si  considerano,  si  ha  subito  che  : 

0)  Se  nella  matrice  quadrata 

A  =  IkJI, 
di  ordine  «,  l'aggiunto  di  a^^  e  a^^ ,  si  ha 

I  (o,       se     r  ^  s, 
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ì' 


il^l,     se     r  =  j, 
''     ''         (o,       se     r  ^  s. 


i 

Questo  teorema  può  essere  generalizzato,  cioc  si  può,  fra  altro, 
estendere  allo  sviluppo  di  un  determinante  in  un  corpo  numerico  qua- 
lunque la  cosi  detta  regola  di  Laplace. 

60.  Se  i  minori  di  un  certo  ordine  di  una  matrice  A  sono  tutti  a 
determinante  nullo,  tali  sou  pure  quelli,  se  esistono,  di  ordine  superiore. 

Se  i  minori,  di  A^  di  ordine  h  -\-  i  (/?  ^  o)  sono  tutti  a  determi- 
nante nullo,  ma  fra  quelli  di  ordine  /;,  ove  sia  h  >  o,  ve  n'è  almeno 
uno  a  determinante  non  nullo,  si  dice  che  ^  è  di  caratteristica  h. 

Naturalmente,  st  A  k  del  tipo  (w,  «),  sarà 

h  ^  o,         h  ^  VI,         h  ^n. 

Se  la  matrice  A  è  quadrata,  la  sua  nullità  è  la  differenza  tra  il 
suo  ordine  e  la  sua  caratteristica. 

Matrici  che  siano  trasposte  l'una  dell'altra  hanno  evidentemente  la 
stessa  caratteristica  e,  se  sono  quadrate,  la  stessa  nullità. 

Lo  stesso  sta  per  matrici  che  si  ricavino  l'una  dall'altra  mediante 
sostituzioni  sulle  righe  e  le  colonne. 

61.  Sia 

^  =  IK.II 

una  matrice  del  tipo  (w,  «). 

Dico  che,  se  le  righe  di  A  sono  dipendenti,  la  caratteristica  di  ^  è 
inferiore  ad  m. 

Ciò  è  senz'altro  evidente  se  è  m'^  n;  se  è  invece  m  ^  «,  per 
giustificare  l'asserzione  basta  osservare  che  ogni  minore  di  A  di  ordine 
m  risulta,  nell'ipotesi  fatta,  con  le  righe  dipendenti,  e  quindi  è  a  deter- 
minante nullo. 

Inversamente,  dico  che,  se  la  caratteristica  ài  A  h  inferiore  ad  m, 
le  righe  di  A  sono  dipendenti. 

Sia  h  la  caratteristica  di  y^.  Se  è  h  =z  o  l'asserzione  è  senz'altro 
evidente  ;  supponiamo  dunque  /;  >■  o  e  sia 


a       ,  ....  a 


a 
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un  minore  di  A  di  ordine  /;,  il  cui  determinante,  diciamo  ^,  sia  diverso 
da  zero. 

Essendo  /;  <]  m,  esiste  una  riga  di  A^  e  sia  la  riga  /"",  il  cui  nu- 
mero d'ordine  è  diverso  da  r, ,  .  .  .  ,  r,, . 

Ciò  posto,  si  dica  ;  uno  qualunque  dei  numeri  i,  .  .  .  ,  «  e  si  con- 
sideri la  matrice  quadrata  d'ordine  /;  -|-  i  : 


(0 


a       sa. 


n>.' 
a 


','.  ' 


a 


n.i 


i.s,,y  '*'. 


Il  determinante  di  questa  matrice  è  certamente  nullo,  perche,  o  è  ; 
diverso  da  ciascuno  dei  numeri  j, ,  .  .  .  ,  5^ ,  e  allora  la  (i)  e,  a  meno 
caso  mai  degli  ordini  delle  righe  e  delle  colonne,  un  minore  di  A  di 
ordine  /;  -j-  i,  o  è  ;  eguale  a  uno  dei  numeri  i, ,  .  . .  ,  5^ ,  e  allora  la 
(i)  è  a  determinante  nullo,  perchè  ha  due  colonne  eguali. 

L'aggiunto  di  a,  in  (i)  è  evidentemente  ^;  se  gli  aggiunti  in  (i) 
di  a^   .,...,  a    .,  i  quali  sono  indipendenti  da  ;,  si  indicano  con  a^  , 

a    .....  a    ,  in  base  all'osservazione  fatta  si  ha  : 

a    a    .  4-  •  • .  +  a    a,,  •  +  Sa,  ,=  o. 

Di  qua  si  trae,  essendo  S  r^ié  o. 


^i,j  = 


S 


(^.^,;+     •••     +«.,«.,,;). 


Poiché  questa  uguaglianza  sussiste  per  ogni  valor  di  ;  scelto  nella 
serie  i,  .  .  .  ,  n,  segue  che  la  riga  /"'*  di  ^  è  una  combinazione  lineare 
delle  righe  r'"* ,  .  .  .  ,  r™*,  cioè  che  le  righe  di  A  sono,  come  volevasi, 
dipendenti. 

Badando  che  quanto  è  stato  detto  per  le  righe  di  A  potrebbe  ri- 
petersi per  le  colonne,  si  ha  il  teorema  : 

Le  righe  (colonne)  di  A  sono  dipendenti  o  indipendenti,  secondo  che 
la  caratteristica  di  A  è  inferiore  o  uguale  ad  m  (ad  n). 

Questo  teorema,  ove  si  enunci  nella  forma  : 
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Perche,  m  n-comphssi  di  un  corpo  siano  dipendenti  (indipendenti),  oc- 
corre e  basta  che  la  caratteristica  della  matrice  che    li    ha   per    righe    sia 
inferiore  (^uguale)  ad  m  ; 
giustifica  quanto  fu  già  preannunziato  nel  n°  44. 

62.  Il  teorema  precedente  può  essere  precisato. 

Sia  ancora  /;  la  caratteristica  di  A  e,  supposto  /;  ^  o,  siano 
r^ ,  .  .  .  ,  r^  i  n'  d'ordine  delle  righe  di  A^  che  concorrono  a  formare 
un  minore  di  A  di  ordine  /;  a  determinante  non  nullo. 

Le  sub-matrici  di  A,  costituite,  l'una  dalle  h  righe  in  discorso,  le 
altre  da  queste  righe  insieme  con  una  qualunque  delle  rimanenti  (se 
esistono),  hanno  tutte  la  caratteristica  /;  ;  quindi  le  righe  r"" ,  .  .  .  ,  r^* 
di  A  sono  indipendenti,  ma  ciascuna  delle  altre  (se  esistono)  è  una  loro 
combinazione  lineare. 

Segue,  imaginando  ripetuto  per  le  colonne  di  A  quel  che  è  stato 
detto  per  le  righe,  includendo  il  caso  /;  =  o,  e  ricordando  il  n°  42, 
che  : 

La  caratteristica  di  A  e  nel  tempo  stesso  quella  degli  m  n-complessi 
costituiti  dalle  righe  di  A  0  degli  n  m-complessi  costituiti  dalle  colonne 
di  A. 
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Definizioni  fondamentali. 

63.  Se  -Vj ,  Xj,  . .  .  ,  X,,  (n  ^  i)  sono  dei  puri  septi  o  simboli,  a 
è  un  numero  di  un  corpo  C,  e  p^,  .  .  .  ,  p^^  sono  interi  non  negativi, 
un^ espressione  della  forma 


(i)  axl'x{^ 


rP» 


si  dice  un  monomio  in  C,  nelle  indeterminate  a,,  x^,  ...  ,  .v  .  Il 
numero  a  si  dice  il  coefficiente  del  monomio,  l'intero  p  (j=i,  ■•■■,  n) 
si  dice  l'esponente  di  x.  nel  monomio,  o  anche  l'esponente  del  mo- 
nomio rispetto  air indetenninata  x  ,  e  gli  interi  p,,  .  .  .  ,  p,^  si  dicono, 
tutti  insieme,  gli  esponenti  del  monomio. 

Se  (ij ,  i^,  .,.,  i^^  è  una  qualsiasi  permutaTJone  degli  indici  i,  2, ...,  «, 
il  monomio 

ax^^ix^^i  ..  .  x.^'r. 

non  si  considera  come  distinto  dal  monomio  (i). 

Se  a,  &,  e,  . . .  ,  ?  sono   monomi   in    uno    stesso    corpo,    con    le 
stesse  indeterminate",  l'espressione 

<f  +  &  -f-  r  +  .  . .  +  ^ 

si  dice  somma  dei  dati  monomi,  e  questi  si  dicono  gli  addendi  o  i 
termini  della  somma. 
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Somme  di  monomi  che  lUffcriscano  soJlnnlo  per  l'ordine  dei  loro  ter- 
mini non  si  considerano  come  distinte. 

64.  Un  polinomio  in  C  nelle  indeterminate  x^,  .  . .  ,  x\  è  un 
monomio,  o  una  somma  di  monomi,  in   C,    nelle   stesse    indeterminate. 

Un  polinomio  con  due,  tre  o  quattro  termini  si  dice  anche  un  bi- 
nomio, un  trinomio  o  un  quadrinomio. 
Somma 

(2)  P+Q-\-R-\-  ••■  -{-T 

dei  polinomi  P,  Q,  R,  . . .  ,  T,  in  C  e  nelle   stesse    indeterminate,  è  il 
polinomio  avente  per  termini  tutti  i  termini  dei  polinomi  dati. 

Gli  addendi  dell'espressione  (2)  sono  i  polinomi  P,   Q,  Ri  —,  T. 

65.  Prodotto  a.b.c  ...  l  o  ahc  ...  l  dei  monomi  a,  &,  e,  ... ,  l 
in  C,  con  certe  stesse  indeterminate,  è  il  monomio  in  C  che  ha  per 
coefficiente  il  prodotto  dei  coefficienti  dei  monomi  dati,  e  nel  quale  cia- 
scuna indeterminata  ha  per  esponente  la  somma  degli  esponenti  che 
essa  ha  nei  singoli  monomi  dati. 

Il  poHnomio,  somma  dei  prodotti  di  monomi  del  tipo 


pqr  ...  t 


che  si  ottengono  al  variare,  in  tutte  le  maniere  possibili,  dÌ2>,  (?,  »',  •••)  t, 
rispettivamente,  fra  i  monomi  di  altrettanti  polinomi  P,  2,  i?,  .  . .  ,  T, 
in  uno  stesso  corpo  e  nelle  stesse  indeterminate,  si  dice  prodotto  di 
P,   (2,  i?,  • .  .  ,   r,  e  si  indica  con 

P.Q.R  ...  T        0    con        PQR  ...  T. 

Si  verifica  subito  che  : 

Le  somme  e  i  prodotti  di  polinomi  godono  delle  proprietà  commuta- 
tiva e  associativa  ; 

e  che  : 

//  prodotto  gode  della  proprietà  distributiva  rispetto  alla  somma. 

I  monomi  «,  b,  e,  . .  .  ,  l  si  dicono  i  fattori  dell'espressione 
ab  e  ...  l,  e  i  polinomi  P,  Q,  R,  . . .  ^  T  ì  fattori  dell'espressione 
PQR  ...  T. 

66.  Due  monomi,  nello  stesso  corpo  e  con  le  stesse  indeterminate, 
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si  dicono  simili,  se  ciascuna  indeterminata  ha  in  entrambi  lo  stesso 
esponente. 

Un  monomio  si  dice  nullo,  se  ha  per  coefficiente  lo  zero;  e  un 
polinomio  si  dice  nullo,  se  tali  sono  tutti  i  suoi  monomi. 

Polinomi,  nello  stesso  corpo  e  nelle  stesse  indctenninate,  che  differi- 
scano soltanto  per  monomi  nulli,  si  riguardano  come    non    distinti. 

67.  La  somma  di  più  monomi  simili  si  riguarda  come  non  di- 
stinta dal  monomio  simile  ai  dati,  che  ha  per  coefficiente  la  somma  dei 
loro  coefficienti  ;  e  in  conformiti  di  ciò,  se  il  polinomio  P'  è  ottenuto 
dal  polinomio  P  sostituendo  in  questo  a  gruppi  di  monomi  simili  i  mo- 
nomi che  nel  senso  ora  detto  ne  rappresentano  la  somma,  P'  e  P  si  ri- 
guardano come  non  distinti. 

Se,  come  e  sempre  possibile  ottenere,  il  polinomio  P'  non  contiene 
più  termini  simili,  si  dice  che  P'  è  ottenuto  da  P  effettuando  la  ridu- 
zione dei  termini  simili. 

68.  In  conformità  delle  convenzioni  stabilite  nei  n'  6^,  66  e  67,  i 
polinomi  P  e  ^  si  dicono  eguali,  e  per  esprimere  ciò  si  scrive 

se,  detti  P'  e  Q'  ì  polinomi  che  si  ottengono  da  P  e  Q  effettuando  in 
ciascuno  di  questi  la  riduzione  dei  termini  simili,  si  ha  che  i  monomi 
non  nulli  di  P'  coincidono,  a  meno,  in  caso,  dell'ordine,  coi  monomi 
non  nulli  di  Q'. 

La  relazione  di  eguaglianza  tra  polinomi,  cosi  definita,  gode  evi- 
dentemente delle  proprietà  riflessiva,  simmetrica  e  transitiva  ;  e  si  verifica 
subito  che,  se,  per  es.,  P,  Q,  i?,  S  sono  polinomi  nello  stesso  corpo  e 
nelle  stesse  indeterminate,  da 

P  =  (2,        A^  =  5 
segue 

P  +  R=Q-\-S,       PR=QS. 

Avvertasi,  per  chiarire  la  portata  di  questa  osservazione,  che  nella 
proposizione  ora  asserita  è  contenuto,  fra  altro,  il  teorema  ; 

Per  effettuare  la  ridu:(ione  dei  termini  simili  nella  somma  (nel  pro- 
dotto) dei  polinomi  P  ed  R,  e  indifferente  eseguire  prima  la  somma  (il 
prodotto)  dei  polinomi  dati  e  poi,  nel  risultato,  la    ridu:;^ione    dei    termini 
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simili  ;  oppure,  eseguire  tale  riàuxione  una  prima  volta  in  P  ed  R   e  poi 
una  seconda  volta  nella  somma  (nel  prodotto)  dei  polinomi    così    ottenuti. 

69.  Un  poliuomio  nullo  si  indica  col  simbolo  o,  qualunque  sia  il 
corpo  nel  quale  è  definito  e  qualunque  siano  le  sue  indeterminate. 

Se  P,  Q  sono  polinomi  in  uno  stesso  corpo  e  con  le  stesse  inde- 
terminate, da   Q  =  o  segue 

P+Q^P,       PQ  =  o. 

1  polinomi  P  e  P'  si  dicono  opposti,  se  è  P  -{-  P'  =  o. 

Dato  il  polinomio  P,  l'opposto,  che  riesce  definito  nello  stesso  corpo 
e  con  le  stesse  indeterminate,  è  unico,  di  fronte  alla  relazione  di  egua- 
glianza tra  polinomi.  Esso  si  indica  con  —  P  ed  è  dato  dalla  somma 
degli  opposti  dei  singoli  monomi  di  P. 

Monomi  simili  con  coefficienti  opposti  sono  opposti. 

70.  Differenza  P  —  (2  J^i  polinomi  P  e  Q,  nello  stesso  corpo  e 
nelle  stesse  indeterminate,  è  il  polinomio  R  somma  di  P  e  dell'opposto 
di  Q.  Nell'espressione  P  —  Q  P  si  dice  il  diminuendo,  Q  il  sot- 
traendo. 


È  chiaro  che  da 


segue 


P—  Q  =  R 
P=Q-\-R; 


e  inversamente. 

In  particolare  la  differenza  P  —  Q  e  nulla  quando,  e  solo  quando, 
P  e   Q  sono  eguali. 

71.  Se  P  è  un  polinomio  ed  vi  è  un  intero  positivo,  si  dice  po- 
tenza di  P  con  l'esponente  m,  e  si  indica  con  P",  il  polinomio  defi- 
nito induttivamente  dalle  posizioni 

P'"  =  P    se     m  =  i,        P"'  =  P"'-'.P     se     w  >  i. 

Se  P  7^  o  si  introduce  anche  la  potenza  di  P  con  esponente 
zero,  o  P°,  ponendo  per  definizione  P"  eguale  al  monomio,  nello  stesso 
corpo  in  cui  è  definito  P  e  con  le  stesse  indeterminate  di  P,  che  ha 
per  coefficiente  l'unità  (del  corpo)  e  gli  esponenti  tutti  nulli. 


CAPITOLO    ir.  —  I    POLIVOMI. 


49 


Evidentemente  è 

P'»       p'"'    pm-t^m' 

con  m,  m'  interi  positivi,  o,  se  P  7^  o,  con  ///,  ni'  interi  non   negativi, 
qualunque. 

Più  innanzi  (n°  78)  sarà  dimostrato  che  un  prodotto  di  polinomi 
è  nullo  quando,  e  solo  quando,  è  tale  uno  almeno  di  questi  ;  quindi,  se 
P,  Q,  •  •  ,  S  sono  polinomi  in  uno  stesso  corpo  e  con  le  stesse  in- 
determinate, è 

{PQ  ...  sy  =  FQ  ...  y, 

con  r  intero  positivo,  o,  se  P  Q  ...  5  7^  o,  con  r  intero  non  negativo, 
qualunque. 

72.  Nei  calcoli  effettivi  con  polinomi  sono  di  uso  comune  le  se- 
guenti convenzioni. 

Quando  il  coefficiente  di  un  monomio  è  l'uniti  (del  corpo  relati- 
vo), il  coefficiente  stesso  non  si  scrive  ;  e  cosi  non  si  scrive  l'esponente 
di  una  indeterminata  quando  esso  è  l'intero  i. 

Che  se  poi  in  un  monomio  l'esponente  di  una  indeterminata  è 
nullo,  nello  scrivere  il  monomio  si  tralascia  addirittura  l'esponente  e  l'in- 
determinata. 

In  particolare  un  monomio  con  gli  esponenti  tutti  nulli  si  rappre- 
senta col  simbolo  stesso  del  suo  coefficiente. 

Sebbene  quest'ultima  convenzione  a  proposito  delle  indeterminate 
con  esponente  nullo,  come  altre  che  abbiamo  già  incontrate,  conduca  :: 
rappresentare  con  uno  stesso  simbolo  enti  differenti,  non  v'è  da  temere, 
come  per  quelle,  che  possa  portare  ad  equivoci.  Ad  escludere  ogni  am- 
biguità il  più  spesso  non  occorrono  nemmeno  delle  dichiarazioni  appo- 
site :  basta  il  contesto  del  discorso. 

73.  Qui,  per  altro,  è  bene  fermarsi  un  momento  per  chiarir  le 
cose  e  introdurre  una  utile  definizione. 

Sia  P  un  polinomio  nelle  indeterminate  x^,  .  .  .  ,  x,, . 
Si  riducano  in  esso    i    termini    simili    e    si    sopprimano    i    termini 
nulli.  Dopo  ciò  si  supponga  che  nel   polinomio    P'    cosi    ottenuto    non 

G.   ScoR/A.  —  Ttoria   fitntralc  Jei  coif'i  Humiriti.  ; 
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comparisca  alcun  tcrinine,  che  rispetto  a  una  delle  indeterminate,  per 
es.,  rispetto  ad  x^ ,  abbia  l'esponente  diverso  da  zero. 

Secondo  la  convenzione  precedente  l'indeterminata  x^^  può  addirit- 
tura sopprimersi  nell'espressione  di  P',  e  quindi  resta  un'espressione  che 
può  interpretarsi  come  un  polinomio  P,  nelle  indeterminate  a:,,  ...,  •x„_, . 

Esprimeremo  la  relazione  intercedente  tra  P  e  P^  dicendo  che  P  e 
Pj  sono  equivalenti. 

Se  P,  è  alla  sua  volta  equivalente,  nel  senso  ora  chiarito,  a  un 
polinomio  P.  con  sole  n  —  2  indeterminate,  P  si  dirà  anch'esso  equiva- 
lente a  Pj .  E  così  via  :  non  escluso  il  caso  estremo  in  cui  P  risulti, 
come  diremo,  equivalente  a  un  numero,  cioè  il  caso  in  cui  P  sia  eguale 
a  un  monomio  con  gli  esponenti  tutti  nulli. 

Non  sempre  un  polinomio  con  certe  indeterminate  può  pensarsi 
come  equivalente  a  polinomi  con  alcune  soltanto  di  quelle  indeterminate, 
o  addirittura  a  un  numero  ;  ma  esso  può  sempre  pensarsi  come  equi- 
valente ad  infiniti  altri  polinomi,  ciascuno  contenente  le  sue  indetermi- 
nate e  poi  delle  altre,  comunque  assegnate. 

Se  P  e  Q  sono  polinomi  equivalenti  ad  i?,  è  P  equivalente  a  Q 
solo  se  le  indetcrminate  di  uno  di  questi  polinomi  compariscono  tutte 
fra  quelle  dell'altro.  Che  se  poi  le  indeterminate  dì  P  coincidono  con 
quelle  di   Q,  P  e   0  sono  addirittura  eguali. 

In  conformità  di  ciò  polinomi  eguali  si  considereranno  anche  come 
equivalenti. 

Polinomi  equivalenti  sono  insieme  nulli  o  insieme  non  nulli. 

Se  P  e  Q  sono  polinomi,  nello  stesso  corpo  e  nelle  stesse  indeter- 
minate, P  è  equivalente  a  P',  ^  è  equivalente  a  0',  e  P',  Q'  con- 
tengono le  stesse  indeterminate,  P  -\~  Q  risulta  equivalente  a  P'  -{-  Q' 
t  PQ  1  P'  Q'- 

In  base  a  quanto  è  stato  qui  osservato,  possiamo  dire  che  la  con- 
venzione fatta  più  sopra  conduce  a  rappresentare  con  uno  stesso  sim- 
bolo enti  (polinomi  e  numeri)  che  possono  essere  non  eguali,  ma  sol- 
tanto equivalenti. 

74.  A  ciò  che  è  detto  nel  n°  precedente  si  collega  un'interessante 
osservazione  che  giova  rilevare  in  modo  esplicito. 

Un  monomio  con  le  indeterminate  x^,  . . .  ,  x^  è,  per    definizione. 
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un'espressione  della  forma 

(i)  ax['  .  . .  xf/', 

dove  rt  è  un  numero  di  un  corpo  e  p^ ,  .  .  .  ,  /)^  sono  interi  non  ne- 
gativi. 

Ebbene,  è  chiaro  ora  che  il  monomio  (i)  può  considerarsi  come  il 
prodotto  dei  monomi  nello  stesso  corpo  e  nelle  stesse  indeterminate  equiva- 
lenti, rispettivamente,  ad  a  e  alle  poteti^e  con  gli  esponenti  relativi 
P,,  ■■■  ',  P„  ^i  x^,  ...,  X,,. 

75.  Si  abbia  in  un  corpo  C  un  polinomio  P  con  le  indeterminate 
X, ,  .  . .  ,  x^ ,  e  siano   Q^y  .  .  .  ,   (2„  polinomi  in    C  con  le  indeterminate 

Jiì  •  •  •  ì  ym- 

Supponiamo  di  porre,  in  P,  al  posto  di  x.  (;"  =  i,  .  .  •  ,  «)>  ^^' 
vunque  questa  indeterminata  compare  con  esponente  ^  i,  il  polinomio 
^  ,  e  dovunque  compare  con  esponente  zero,  il  monomio  y^y^  •■•)',„•> 
o,  ciò  che  è  lo  stesso,  ancora  il  polinomio   0 ■ ,  se  è  Q.  7^  o. 

Se 

flX^'    ...  x^" 

è  un  monomio  di  P,  con  gli  esponenti  tutti  positivi,  esso  si  muta,  per 
il  procedimento  indicato,  in 

^Qf' ...  e.% 

espressione,  che  può  considerarsi  come  un  prodotto  di  polinomi  in  C 
con  le  indeterminate  3»,,  ...  ,  y„, ,  ove  si  supponga,  come  appunto  vo- 
gliamo fare,  che  a  stia  in  essa  per  il  monomio  ay°  ...  }'°, . 

Lo  stesso  può  dirsi  per  un  monomio  di  P  con  qualche  esponente 
nullo,  in  corrispondenza  a  ognun  dei  quali  si  avrà  nel  prodotto  che 
deriva  dal  monomio  un  fattore  eguale  3.  y°  . .  .  y°^. 

Ebbene,  se  P'  e  la  somma  dei  prodotti  di  polinomi  in  C  con  le 
indeterminate  y^^  .  .  .  ,  }»,„,  che  cosi  si  ottengono  dai  singoli  monomi  di 
P,  P'  si  dice  dedotto  da  P  o  trasformato  di  P  mediante  la  trasfor- 
mazione delle  indeterminate  x  nelle  indeterminate  y  rappresentata  dalle 
formule 

X,  =  Q,,     x^=  Q^,  ...  ,  x„  =  Q„. 

Occorre  appena  a\'\'ertire  che  : 
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Polinomi  eguali  si  mutano  per  una  stessa  trasformazione  di  indeter- 
minate in  polinomi  eguali  ; 

che  : 

Se  un  polinomio  è  nullo  tali  sono  tutti  quelli  che  si  deducono  da 
esso  mediante  trasformaxjoni  di  indeterminate  ; 

e  che  infine  : 

Se  per  una  stessa  trasforma:^ione  di  indeterminate  i  polinomi  P  e  Q 
si  mutano  in  P'  e  Q',  per  essa  P  -\-  Q  e  P  Q  si  mutano  rispettivamente 
in  P'  -f-  Q'  e  P'  Q'. 

Gradi  dei  polinomi. 

76.  Se  un  monomio  non  è  nullo,  il  suo  grado  rispetto  ad  alcune 
delle  sue  indeterminate  è  la  somma  (i!^  o)  dei  suoi  esponenti  rispetto  a 
quelle  indeterminate. 

Il  grado  rispetto  a  tutte  le  sue  indeterminate  si  dice  anche  il  suo 
gfrado,  senz'altro. 

Grado  di  un  polinomio  non  nullo  rispetto  ad  alcune  delle  sue  in- 
determinate è  il  massimo  dei  gradi,  rispetto  a  quelle  indeterminate,  dei 
monomi  che  restano  dopo  aver  effettuata  in  esso  la  riduzione  dei  ter- 
mini simili. 

Grado  di  un  polinomio  non  nullo  è  il  suo  grado  rispetto  a  tutte 
le  sue  indeterminate. 

Polinomi  equivalenti  non  nulli  hanno  lo  stesso  grado  ;  e  hanno 
anche  lo  stesso  grado  rispetto  a  un  gruppo  qualunque  delle  loro  inde- 
terminata comuni. 

Un  polinomio  di  grado  zero  rispetto  ad  alcune  sue  indeterminate 
è  equivalente  a  un  polinomio  non  nullo  nelle  rimanenti  ;  o  ad  un  nu- 
mero non  nullo,  se  è  addirittura  di  grado  zero. 

Per  i  polinomi  nulli  non  vi  è  luogo  a  parlar  di  grado  0  di  gradi 
rispetto  ai  vari  gruppi  delle  loro  indeterminate. 

Il  termine  noto  di  un  polinomio,  nel  quale  sia  stata  effettuata  la 
riduzione  dei  termini  simili,  è  il  termine  equivalente  ad  un  numero, 
cioè  il  termine  che,  se  non  è  nullo,  è  di  grado  zero. 


Capitolo  ii.  —  i  polinomi.  5^ 


Se  un  tale  termine  è  nullo,  si  suol  dire,  sebbene  non  molto  pro- 
priamente, che  il  polinomio  ò  privo  di  termine  noto. 

Un  polinomio  si  dice  omogeneo,  rispetto  iul  alcune  delie  sue  inde- 
termittate  o  anche  una  forma,  rispetto  ad  esse,  se  è  nullo  o  se,  escguit-i 
in  esso  la  riduzione  dei  termini  simili,  i  termini  non  nulli  che  restano 
sono  tutti  dello  stesso  grado  rispetto  a  quelle  indeterminate. 

Un  polinomio  omogeneo  rispetto  a  tutte  le  sue  indeterminate  si 
dice  un  polinomio  omogeneo  o  una  forma,  senz'altro. 

77.  Un  polinomio  di  grado  m  può  pensarsi,  e  in  un  modo  solo 
(di  fronte  alla  relazione  di  eguaglianza  tra  polinomi),  come  somma  di 
una  forma  di  grado  m  e  di  im  polinomio  o  nullo,  o  di  grado  inferiore 
ad  m  ;  e  quindi,  se  P  è  un  tal  polinomio,  si  ha  un'unica  eguaglianza 
per  P  del  tipo 

con  F^  forma  di  grado  m  e  con  F  ,  per  ;  =  o,  i,  . . . ,  ni  —  i,  forma 
nulla  o  di  grado  /. 

Se  P  è  un  polinomio  in  x, ,  .  . .  ,  x,  di  grado  /  rispetto  a  .v^^ ,  si 
ha  pure  per  P  un'unica  eguaglianza  del  tipo 

(2)  p=QX+Q,y::r+  ■'-  +Qn 

con  (2j,  7^  o  e  con  le  Q.  polinomi  in  x^ ,  ...  ,  x\^  equivalenti  a  nu- 
meri o  a  polinomi  in  x\,  •  •  •  5  ^„_,?  secondo  che  è  ;/  =  i  o  ;/  ^  i. 
Quando  un  polinomio  è  scritto  alla  maniera  indicata  dal  secondo 
membro  della  (i),  si  dice  che  sono  stati  messi  in  evidenza  i  suoi  gruppi 
di  termini  omogenei  ;  quando  è  scritto  alla  maniera  indicata  dal  secondo 
membro  della  (2),  si  dice  che  esso  h  stalo  ordinato  secondo  le  poten:;e  di- 
scendenti di  X  . 
« 

Infine  si  osservi  che,  se  F  e  una  forma  di  grado  m  con  le  inde- 
terminate .V, ,  .  .  .  ,  A',, ,  può  sempre  supporsi,  e  in  un  modo  solo, 

(3)  F  --=  «^^.v:-^  +  <I>^^,  X--'-'  -f   •  •  •    +  •i'„.      (o  ^  r  ^  m), 

dove  le  <I>  sono  forme  in  x, ,  .  .  .  ,  x^^  equivalenti  a  numeri  o  a  forme 
in  -Vj ,  .  .  .  ,  A'„_,,  secondo  che  è  n  =.  i  o  ?;  >  i  (beninteso,  se  è 
«  :=  I,  e  necessariamente  r  =  0  e  le  4>  si  riducono  alla  sola  ^^^  »l»^  è 


54  PARTE    I.  —  TEORIA    GENERALE    DE!    CORPI    NUMERICI. 

di  grado  r  e  *,^  ,  per  j  =^  i^  .  . .  ^  m  —  r,  o  e  nulla,  o  è  del    grado 

Occorre  appena  avvertire  che  per  un  polinomio  di  grado  m  rispetto 
ad  alcune  delle  sue  indeterminate  sussiste  un  teorema,  analogo  a  quello 
espresso  dalla  (i),  ove  capitano  forme  rispetto  a  quelle  indeterminate, 
anzi  che  torme  senz'altro  ;  e  che  per  un  polinomio,  il  quale  sia  una 
forma  rispetto  ad  alcune  sue  indeterminate,  sta  un  teorema  analogo  a 
quello  espresso  dalla  (5). 

78.  È  chiaro  che  : 

Se  la  somma  di  più  polinomi  non  iiiilli  non  è  nulla,  il  suo  grado 
non  supera  il  massimo  dei  gradi  dei  polinomi  dati. 

A  questa  proposizione  fa  riscontro  per  il  prodotto  il  teorema  di 
importanza  fondamentale  : 

Si'  nessuno  dei  polinomi  P^,  ...  ,  P^^  è  nullo,  anche  il  prodotto 
Pj  .  .  .  P^,_  non  è  nullo,  e  il  suo  grado  e  la  somma  dei  gradi  di 
P  .....  P   . 

Per  dimostrarlo  basterà  evidentemente  limitarsi  a  considerare  il  caso 
in  cui  sia  m  =^  2. 

Siano  dunque  P^  e  P^  polinomi  dei  gradi  m^  ed  m^  ;  e  si  cominci 
dal  supporre  che  essi  contengano  una  sola  indeterminata. 

Supposte  eseguite  in  P^,  P^  e  P^P^  le  riduzioni  dei  termini  simili, 
il  prodotto  dell'unico  monomio  di  P,  di  grado  m^  per  l'unico  monomio 
di  P,  di  grado  m^  è  un  monomio  non  nullo  di  grado  m^  -j-  w^,  che  è 
l'unico  monomio  di  tale  grado  in  P,  P,  ;  dunque  P,  P^  è,  come  volevasi, 
non  nullo  e  del  grado  w,  -{-  m^. 

Supponiamo  ora  che  P^  e  P^  siano  polinomi  in  n  indeterminate 
ATj,  .  .  .  ,  a:^,  ,  con  «  ^  I  ;  per  esaurire  la  dimostrazione  basterà  far  ve- 
dere che  il  teorema  è  vero  per  P,  e  P^,  se  è  vero  per  i  polinomi  con 
n  —  I   indeterminate. 

Facciamo  appunto  questa  ipotesi  e  poniamo 

^.  =  ^,  +  0,,        P^  =  F,+  Q^, 
con  F,  (z=  I,  2)  forma  di  grado  m.  e   (2,  polinomio  nullo,  o  di  grado 
inferiore  ad  w.. 
Sarà 
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Che  il  polinomio  Q^  F^  ~l~  Q.  ^,  ~f"  Q,  Qi  ^'-^  nullo  o  di  grado 
inferiore  ad  m,  -|~  m,,  e  evidente;  così  è  puro  evidente  che  il  prodotto 
F^F^,  se  non  e  nullo,  e  una  forma  di  grado  m^  -\-  m/y  dunque  tutto 
si  riduce  a  far  vedere  che  F,  F^  non  e  nullo. 

Per  questo  si  considerino  le  rappresentazioni  di  F^  ed  F^  del  tipo  (3): 

/:_4,(.)^«,-r,      I     4»U)  m,-r,-,_j ,     ^,„)  ^  m     ,   <t>"^  =6  O), 

I  r,"  •  r,-«-In  I  I  m,V      t=      I    ^^        i  '         r.    7^      /' 

(a) 

F^  =  *</;  x:-^^  +  0<;'^.  .V;-^-  4-  . .  .  -f-  4><:;    (o  ^  r,  ^  m, ,  *;;  5é  o), 

col  significato  delle  <I>  chiarito  più  sopra. 

Le  forme  <^"*  e  ^P'^'  sono  equivalenti  a  forme  in  x  ,  .  .  .  ,  .v 
dei  gradi  r^  ed  r^ .  Il  prodotto  di  queste,  per  l'ipotesi  fatta  sui  polino- 
mi con  n  —  I  indeterminate,  non  è  nullo  ed  è  del  grado  r^  +  ^^  j 
quindi  (n°  75)  anche  il  prodotto  <I>*^'' <I>'^^'  è  non  nullo  e  del  grado 
f,-\-r^.  Ma  nello  sviluppo  di  F^  F^ ,  che  si  deduce  sostituendo  per  F^ 
ed  F^  le  espressioni  date  dalle  (4), 

è  la  somma  dei  monomi  di  grado    massimo    rispetto    ad   a:^,    e    questa 
somma,  per  quanto  è  stato  detto,  è  certo  non  nulla,  dunque  ecc. 

Segue  che  : 

//  prodotto  di  più  polinomi  è  nullo  quando,  e    solo    quando,  e  nullo 
uno  almeno  di  essi  ; 
e  quindi  che  : 

5^  P,  (2>  -^  -^«^"^  polinomi  ed  e  P  ^  o,  da  P  Q=^  PR  discende 
Q  =  R. 

Infatti  dire  che  P  Q  =  PR  equivale  a  dire  che  P(0  —  ^)  =  o. 

Avvertasi  che  l'esattezza  delle  prime  due  proposizioni  di  questo  n° 
non  viene  meno  se  nell'enunciato  di  ciascuna  di  esse  a  «  grado  »  si  so- 
stituisce «  grado  rispetto  a  x  ,  at^,  .  .  .  ,  x^  »,  essendo  x  ,  x^,  .  .  .  ,  x, 
un  gruppo,  comunque  scelto,  delle  indeterminate  dei  polinomi  ivi  con- 
siderati. 

Ciò  è  evidente  per  la  prima  ;  per  la  seconda  si  proverà  effettuando 
anche  nella  dimostrazione  la  sostituzione  fatta  nell'enunciato  (cfr.  n°  77, 
in  fine). 
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§  5. 
Divisibilità. 

79.  Se  P,  O  sono  polinomi,  si  dice  che  P  è  divisibile  per  Q,  se 
P  e  il  prodotto  di  O  per  un  polinomio  ulteriore.  Se  questo  polinomio 
ulteriore  è  equivalente  ad  un  numero,  si  dice  che  P  non  differisce  da  O 
che  per  un  fattore  numerico. 

Se  P  è  di\nsibile  per  Q  e  Q  non  è  nullo  (come  avviene  certo,  se 
non  è  tale  P),  si  dice  anche  che  Q  divide  P,  o  che  Q  è  un  divi- 
sore di  P. 

Si  vede  subito  che  : 

Se  Pj  Q,  R  sono  polinomi  : 

•x)  P  e  divisibile  per  R,  se  P  k  divisibile  per  Q  e  Q  è  divisibile 
per  R  ; 

'P)  ^  ~\'  Q  '^  divisibile  per  R,  se  P  e  Q  sono  divisibili  per  R  ; 

i)  Q  e  divisibile  per  R,  se  tali  sono  P-\-QeP,  oP—  Qe   P. 

Aggiungasi  che  (n°  78)  : 

Se  Q  è  un  divisore  di  P  ed  è  P  ^  o,  il  grado  di  Q  (il  grado  di 
Q  rispetto  ad  alcune  indeterminate)  non  può  superare  il  grado  di  P  (il 
grado  di  P  rispetto  a  quelle  indeterminate)  ;  il  caso  dell'eguaglianza  aven- 
dosi solo  quando  e  P  z=  QR^  con  R  polinomio  di  grado  :^ero  (di  grado 
lero  rispetto  a  quelle  indetcrminate). 

Notisi  a  questo  proposito  che,  quando  k  P  =^  QR  eà  h  P  ^  o^  R 
di  grado  zero,  ciascuno  dei  polinomi  P  e  Q  è  un  divisore  dell'altro,  e 
non  differisce  da  esso  che  per  un  fattore  numerico  non  nullo. 

80.  Un  polinomio  in  un  corpo  C  di  grado  »  ^  o  si  dice  irridu- 
cibile o  riducibile  in  C,  secondo  che  in  C  non  ammette  o  ammette 
divisori  di  gradi  positivi  e  minori  di  n. 

Sia  P  un  polinomio  riducibile  in  C  di  grado  «,  e  sia 

p=aR, 

con   Q  ed  R  polinomi  in  C  di  gradi  positivi  e  inferiori  ad  n. 

Se  Q  QÒ.  R  non  sono  entrambi  irriducibili  in  C,  ed  e,  per  es.,  Q 
riducibile  in   C,  si  ha  per  P  un'eguaglianza  della  forma 

p=q:q:'r, 
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con  Q'  e  Q"  polinomi  in  C  di  gradi  positivi  e  inferiori  al  grado 
di  Q. 

Se  Q',  Q"  ed  R  non  sono  tutti  irriducibili  in  C,  si  riapplichi  lo 
stesso  ragionamento. 

Il  processo  descritto  deve  certo  finire  per  arrestarsi,  perchè  in  ogni 
suo  passo  a  un  polinomio  di  un  certo  grado  sostituisce  polinomi  di 
gradi  inferiori  ;  dunque  si  finisce  per  trovare  che  P  è  un  prodotto  di 
polinomi  irriducibili  in   C. 

Si  ha  insomma  il  teorema  : 

Un  polinomio  che  sia  riducibile  iti  un  corpo  può  sempre  pensarsi 
come  prodotto  di  polinomi  irriducibili  nel  corpo  stesso. 

Più  avanti  (n'  127  e  157)  sar;\  apportato  a  questo  teorema  un  com- 
plemento essenziale. 

81.  Se  Ce  un  sottocorpo  di  C,  un  polinomio  in  C  può  conside- 
rarsi anche  come  un  polinomio  in  C.  Se  esso  è  riducibile  in  C,  sarà 
certo  riducibile  anche  in  C  ;  ma  non  è  detto  che,  se  è  irriducibile  in  C, 
debba  risultar  tale  anche  in  C 

Per  es.  è  noto,  e  risulta,  del  resto,  da  un  teorema  che  sarà  dimo- 
strato più  innanzi  (n°  108),  che,  se  C  e  il  corpo  razionale  e  C  è  il 
corpo  reale,  dei  polinomi  in  essi  con  l'indeterminata  x 

x'  -\-  2         e         x'  —  2, 

il  primo  è  irriducibile  in  entrambi,  il  secondo  è  irriducibile  in  C,  ma  e 
riducibile  in  C 

Se  un  polinomio  è  di  grado  i,  esso  e  certo  irriducibile  in  qualun- 
que corpo  al  quale  appartengano  i  suoi  coefficienti  ;  quindi  i  polinomi 
di  grado  i   possono  dirsi  irriducibili,  senz'altro. 

82.  Un  esempio  notevole  di  polinomi  irriducibili  in  un  corpo,  co- 
munque assegnato,  è  fornito  dalle  seguenti  considerazioni. 

Nella  definizione  di  determinante  di  una  matrice  quadrata,  i  cui 
elementi  siano  numeri  di  un  corpo,  non  intervengono  altre  proprietà  di 
questi  numeri  all'infuori  di  quelle  che  si  raccolgono  intorno  ai  concetti 
di  somma  e  prodotto. 

É  ovvio  dunque  che  si  possono  estendere  le  nozioni  di  matrice  e 
di  determinante  si  da  poter  parlare  anche  di  matrici,  rettangolari  o  qua- 
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drate,  i  cui  elementi  siano  polinomi  in  un  corpo  C  con  certe  stesse  in- 
determinate, e  di  dettrminanU  di  una  tal  matrice  quadrata  ;  adoperando, 
anche  per  questi  nuovi  enti,  la  nomenclatura  e  le  notazioni  fissate  per 
le  matrici  i  cui  clementi  eran  numeri. 

Naturalmente  una  delle  matrici  del  tipo  in  discorso  sarà  una  pura 
tabella  di  polinomi,  il  determinante  di  una  tal  matrice,  che  sia  quadrata, 
sarà  un  polinomio. 

Ebbene  : 

S«  /«  x^ ,  (r,  5  =  I,  . . .  ,  ìi)  sono  «'  indeterminate,  il  determinante 
P  della  matrice  quadrata  in  C 


i  un  polinomio  nelle  x^ ,  irriducibile  in   C. 
Infatti  sia 

con   Q  cà  R  poUnomi  in  C. 

I  n  !  termini  dello  sviluppo  di  P  sono  monomi  non  nulli,  due 
qualunque  dei  quali  (se  «^  i)  non  sono  simili;  dunque  P  intanto 
non  è  nullo.  D'altronde,  per  la  definizione  stessa  di  determinante,  P  è 
di  grado  i  rispetto  a  ciascuna  delle  sue  indeterminate  ;  quindi,  rispetto 
ad  ogni  tale  indeterminata,  Q  qÒ,  R  debbono  essere,  l'uno,  di  grado  o, 
l'altro  di  grado  i. 

Ora  in  ogni  termine  dello  sviluppo  di  P  compare  uno  ed  un  solo 
elemento  di  ciascuna  riga  e  di  ciascuna  colonna  di  ||x,  ,||,  dunque,  se 
rispetto  a  una  delle  indeterminate  x^  ^ ,  poniamo  x.  . ,  (2  è  di  grado  o 
ed  i?  è  di  grado  i,  è  chiaro  che  lo  stesso  accade  per  tutte  le  indeter- 
minate X, ,  (j  =  I,  . .  .  ,  «)  e  x^  .  (r  =  I,  .  .  .  ,  n).  Applicando  a  cia- 
scuna di  queste  l'osservazione  fatta  per  x,  si  trova  in  definitiva  che  Q 
è  di  grado  o,  ed  R  di  grado  i,  rispetto  a  ciascuna  delle    indeterminate 

^r.,  (^  -J  =«  I,  •  •  •  ,  n). 

Ne  risulta,  come  volevasi,  che  P  è  irriducibile  in   C. 

83.  Se  Pj ,  .  .  .  ,  P^^  (^  ^  2)  sono  polinomi  in  un  corpo  C  con 
le  stesse  indeterminate,  si  dice  che  essi  sono  primi  tra  di  loro  in  C, 
se  in   C  non  ammettono  divisori  comuni  con  gradi  positivi. 

Polinomi  primi  tra  loro  in   C  non   possono  essere  tutti  nulli  ;  e  se 
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più  polinomi  primi  tra  loro  in  C  sono  tutti  nulli  tranne  uno,  quest'ul- 
timo e  necessariamente  di  grado  zero. 

Se  P  è  un  polinomio  irriducibile  in  C,  i  divisori  di  P  in  C  coi 
gradi  positivi  sono  tutti,  e  solo,  i  polinomi,  irriducibili  in  C,  che  non 
differiscono  da  P  che  per  un  fattore  numerico  non  nullo  ;  quindi  : 

Sd  P, ,  .  .  .  ,  P„  (m  ^  2)  sono  polinomi  in  C  con  le  stesse  indeter- 
minate e  lino  di  essi  è  irriducibile  in  C,  0  questo  h  un  divisore  di  tutti 
gii  altri,  0  i  polinomi  P^ ,  .  .  .  ,  P,,,  sono  primi  tra  di  loro  in  C. 

Apparirà  più  innanzi  che  più  polinomi,  primi  fra  loro  in  un  corpo 
C,  sono  tali  anche  in  qualunque  altro  corpo  C,  che  contenga  i  loro  coef- 
ficienti ;  cosicché  allora  si  potrà  parlare  di  polinomi  primi  tra  loro, 
senz'altro. 


§4. 

Frazioni  algebriche. 

84.  Sia  K  l'insieme  delle  coppie  ordinate  di  polinomi  in  un  corpo 
C,  nelle  indeterminate  x^ ,  .  .  .  ,  x, ,  tali  che,  detta  (P,  Q)  una  qualun- 
que di  esse,  dei  polinomi  P  e  2,  che  vi  compariscono,  Q  sia  non 
nullo. 

Gli  elementi  di  K 

si  dicono  proporzionali  se  è 

PQ'  =  P'  Q. 

Si  vede  subito  che  ; 

La  rela:(ione  di  proporzionalità  fra  gli  elementi  di  K  gode  delle  pro- 
prietà riflessiva,  simmetrica  e  transitiva. 

Perchè  delle  tre  asserzioni  qui  fatte  le  prime  due  sono  evidenti, 
basterà  dimostrare  la  terza. 

Siano  dunque  entrambi  gli  elementi  (P,  Q)  e  (P',  Q')  di  K  pro- 
porzionali all'elemento  {R,  S). 

Sarà 

PS=^QR,        P'S=Q'R, 
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e   quindi 

Q'PS=  Q'QR,        QP'S^  QQ'R- 

Di  qua  si  trac 

Q'PS^QFS; 

ma,  essendo  (A',  S)  un  elemento  di  A',  è  5  :^  o,  dunque  è,  come  vole- 

vasi  (n°  78), 

Q'P=(2P'. 

85.  Dal  teorema  dimostrato  discende  che  gli  elementi  di  K  possono 
esser  distribuiti  in  classi,  si  che  due  elementi  risultino  proporzionali  o 
non,  secondo  che  appartengono  o  non  alla  stessa  classe. 

Ciascuna  di  queste  classi  si  dirà  una  frazione  algebrica  in  C 
con  le  indeterminate  x^,  .  .  .  ,  x,, ,  e  la  classe  cui  appartiene  l'elemento 
(?,   Q)  di  K  si  indicherà  con  [P,   Q]. 

Se  (P,   Q)  e  (P'j  Q')  sono  elementi  di  K,  è  dunque 

[P,  Q]  =  [P\  Q'] 

quando,  e  solo  quando,  (P,   Q)  è  proporzionale  a  (P',   Q'). 

86.  Se  (P,  Q)  è  un  qualsivoglia  elemento  di  iiT  ed  ^  è  un  qua- 
lunque polinomio  non  nullo  in  C,  con  le  indeterminate  x^,  .  .  .  ,  x^, 
anche  (P^,  QR)  è  un  elemento  di  A'  e  i  due  elementi  sono  propor- 
zionali ;  quindi  è 

[P,  Q]  =  [PR,  QR]. 

87.  Siano  (P,   Q)  e  (P',   0')  elementi  qualunque  di  K. 
Si  dice  somma  di  (P,   Q)  e  (P',   Q'),  e  si  denota  con 

{P,  Q)  +  {P'  <2'), 

la  coppia  ordinata 

{PQ'  +  P'Q,  QQ'), 

che  è  anch'essa  un  elemento  di  A,  perchè,  essendo  ^  :^  o  e  Q'  ^  o, 
è  QQ'^o. 

Inoltre  si  dice  prodotto  di  (P,   Q)  e  (P',  ^'),   e   si    denota    con 

{P,Q)-{P'Q')      o      (P,  QXP',  Q'), 

l'elemento  di  K  dato  da  {PP',  Q  Q'). 
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88.  Se  gli  elementi  (P,  Q)  e  (P',  Q')  di  K  sono  rispetti v.imcnte 
proporzionali  agli  elementi  (A',  S)  ed  (i?',  5'),  si  verifica  senza  fatica 
che  anche  la  somma  di  quelli  è  proporzionale  alla  somma  di  questi, 
e  il  prodotto  di  quelli  al  prodotto  di  questi. 

Ciò  permette  di  definire  la  somma 

[P,  Q]  +  [P',  Q'I 

e  il  prodotto 

[P,  Q][P',  Q'\        o        [P,  Q][P',  Q'I 
delle  frazioni  algebriche  [P,   Q]  e  [P',   0'],  ponendo  per  definizione 

[P.  Q]  +  [P',  Q']  =  [(P,  Q)  +  (P',  Q')] 
[P,  Q][P\  Q']  =  KP,  Q){P',  Q')]- 

Si  dimostra  subito  che  : 

La  somma  e  il  prodotto  ora  definiti  godono  delle  proprietà  commuta- 
tiva e  associativa,  e  il  prodotto  gode  della  proprietà  distributiva  rispetto 
alla  somma. 

Le  operazioni  sulle  coppie  non  ordinate  di  frazioni  algebriche 
espresse  dai  segni  -f-  e  •  si  dicono  addizione  e  moltiplicazione. 

89.  Gli  elementi  di  K  tali  che,  detto  (P,  Q)  uno  qualunque  di 
essi,  si  abbia  P  =  o,  costituiscono  da  soli  una  classe  di  elementi  pro- 
porzionali ;  e  lo  stesso  sta  per  gli  elementi  di  A'  tali  che,  detto  (P,  0) 
uno  qualunque  di  essi,  si  abbia  P  =  Q. 

Le  frazioni  algebriche,  certo  diverse,  date  da  queste  due  classi,  si 
diranno,  rispettivamente,  frazione  zero  e  frazione  unità. 

Indichiamole  per  un  momento  con  [o]  e  [i]. 

Se  [P,  Q]  è  una  qualunque  delle  nostre  frazioni  si  verifica  subito 
che  è 

[P,     Q]  +  [O]  =  [P:     Ql 

e  inoltre  (n°  86) 

[P,  Q][^]  =  [P.   Ql 
Poi  è  chiaro  che 

[P,  Q]  +  [-  P,  Q]  =  [0], 
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e  che,  se  [P,   Q]  ò  diversa  da  [o],  cioè  P  =p^  o,  si  ha 

[P,  Q][Q,  P]  =  {^1 

90.  Raccogliendo  tutte  le  osservazioni  fatte  si  ha  che: 
L'insieme  delle  frazioni  algebriche  in  un    corpo    numerico    C    con    le 

indeterminate  x  ,  .  .  .  ,  a\^  c  a  sua  volta  un  corpo  numerico,    rispetto  alle 
operaj^ioni  di  addizione  e  moltiplicazione  sopra  definite. 

Esso  si  dice  il  corpo  numerico  derivato  da  C  mediante  l'ag- 
giunta delle  indeterminate  .v, ,  .  .  .  ,  a"„  e  si  denota  con  C{x^,  ...,  xj. 

91.  Se  (P,  Q)  è  uno  qualunque  degli  elementi  di  K  appartenente 
alla  classe  cui  risponde  la  frazione  algebrica  X,  a  denotare  X  si  adopera 
comunemente  il  simbolo 

P 
Nell'espressione  -^ ,  P  sì  dice  numeratore,  0  denominatore. 

Se   (2=1,  cioè  se  Q  è  equivalente  al  numero   i   di  C  (cfr.  n°  73), 

p 
si  scrive  semplicemente  P  anzi  che  — ,  sebbene  non  sia  da  confondere 

P 

il  polinomio  P  con  la  fraT^ione    —  . 

Conformemente  a  ciò  se,  nello  stesso  senso  di  or  ora,    è    Q  =  a.^ 

con    a    simbolo  di  numero  non  nullo  di  C,  si  scrive  anche  — P    anzi 

a 

P  .  P  .        . 

che  — ,  sebbene  non  sia  da   confondere    la  frazione  ■ —  col  polinomio 

—  P,  prodotto  di  P  e  del  polinomio,  con  le  stesse  indeterminate,  equi- 
a 

valente  al  numero  —  . 
a 

P 

A  proposito  di  ciò  si  osservi  che  la  frazione  -y ,  ove  si    interpre- 

P       Q 

tino  P  e   0  come  simboli  delle  frazioni  —  e  ^^,  cioè  di  elementi  del 
^  II 

corpo  numerico  C(x, ,  . . .  ,  xj,  è,  in  questo  corpo,  il  quoziente    di    P 

e  Q. 
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È  chiaro  che  : 

Gli  clementi  di  C(x^,  .  .  .  ,  .vj  rappresentati,  nel  senso  ora  chiarito, 
dai  polinomi  in  .v, ,  .  ,  .  ,  .v^  equivalenti  a  numeri  di  C,  costituiscono  un 
sottocorpo  di  C(.v, ,  ...  ,  .vj  isomorfo  a  C; 

e  che  : 

P 

Gli  elementi  di  C{x\,  .  .  .  ,  x^)  forniti  dalle  frazioni  --^- ,  con  P,  Q 

polinomi  equivalenti  a  polinomi  in    x^,  .  .  .  ,  x^^  (^  ^  ^^  ^  ")>  costitui- 
scono un  sottocorpo  di  C(.v, ,  .  .  .  ,  xj  isomorfo  a  C(x, ,  .  .  .  ,  x^). 

Avvertasi  infine  che  : 

/  corpi  derivati  ciascuno  da  C  con  l'aggiunta  di  una  n-pla  di  inde- 
terminate sono  tutti  isomorfi  tra  di  loro,  e  i  loro  sottocorpi  fondamentali 
sono  tutti  isomorfi  a  quello  di  C. 

92.  Si  considerino  tutti  i  polinomi  in  C  in  x^,  .  .  .  ,  x^  e,  detta 
(:_ ,  .  .  .  ,  ij  una  qualunque  permutazione  degli  indici  i,  ...,  w,  si  ef- 
fettui su  ciascuno  di  essi  la  trasformazione  di  indeterminate  che  si  ha 
ponendo 

X,  =  X    .   .  .  .  .  X    =  X.   . 

Sorge  a  questo  modo  nella  classe  di  polinomi,  presa  in  esame,  una 
corrispondenza  biunivoca  5,  che  si  riflette  in  una  corrispondenza  biuni- 
voca T  fra  gli  elementi  di  C(x, ,  . .  .  ,  x^),  perchè  per  5  elementi  di 
K  vanno  in  elementi  di  K,  ed  elementi  proporzionaU  di  K  si  mutano 
in  elementi  di  A'  che  pure  sono  proporzionali. 

È  chiaro  poi  che  T  è  per  C(x, ,  ...  ,  xj  una  corrispondenza  di 
autoisomorfismo,  e  che   T  non  e  identica,  se  tale  non  è  la   sostituzione 


(ir:::;:-)- 


perchè  per  T  gli  elementi  di  C(.v^,  ...,  xj    rappresentati    da  .v, ,  ...,  .v^ 
vanno  in  quelli  rappresentati  da  .v.  ,  .  .  .  ,  x.  . 

'  I  'n 

Da  ciò  si  deduce  subito,  conformemente  a  quanto  era  stato  prean- 
nunziato nel  n°  19,  che  : 

Esistono  corpi  numerici  dotati  di  corrisponden:^e  di  autoisomorfismo 
diverse  dall'identità. 
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93.  Interessa,  per  alcune  consider.izioni  che  dovranno  esser  fatte  più 
tardi,  fermarsi  un  momento  sopra  le  osservazioni  che  seguono. 

Sia  P  un  polinomio  in  C  con  le  indeterminate  x^,  .  . .  ,  -v, ,  >»;   e 

dove  le  Q  sono  equivalenti  a  polinomi  in  .v_ ,  .  .  .  ,  a:^    ed    è    Q   ^^  o, 

se  P  è  di  grado  m  rispetto  a'v.  Ma  qui  non  si  vuole  escludere  il  caso 

che  le  Q  siano,  se  occorre,  tutte  nulle,  cioè  il  caso  in  cui    sia    P  =  o. 

Se   Q^  (y  =  o,  I,  . . .  ,  m)  si  riguarda  come  il  simbolo    della    fra- 

Q 

zione  in  C  con  le  indeterminate  x^ ,  . . .  ,  x^_  data  da  — - ,   l'espressione 

di  P  diventa  quella  di  un  polinomio  P'  in  y  nel  corpo  C(jCj  ,  . .  .  ,  x^). 

Per  esprimere  la  relazione  che  passa  tra  P  e  P'  si  dirà  che  P'  h 
il  polinomio  P  considerato  come  polinomio  in  y  nel  corpo  C(x^,  ...,  x^J; 
o  che  P  è  il  polinomio  P'  considerato  come  polinomio  in  x, ,  .  .  .  ,  x^,y 
nel  corpo  C. 

Naturalmente  i  polinomi  in  v  nel  corpo  C(jc,  ,  . . .  ,  x^)  che  na- 
scono così  dai  polinomi  in  C  con  le  indeterminate  x^,  .  . .  ,  x^^,  y  non 
sono  i  più  generali. 

Un  polinomio  P^  in  y  nel  corpo  C(.v, ,  ...  ,  xj  è,  infatti,  nel 
caso  più  generale,  della  forma 

P  —  Ro  v'"  4-  ~-i  v"""'  -I-  •  •  •  4-  ^ 

Q 
dove  -  -  (y  r=  o,  .  .  .  ,  w)  è  una  frazione  in  C    con    le    indeterminate 

•^'i  •  •  •  ^n  ^    Qjì  ^j  ^°"o  polinomi  in   C  nelle  stesse  indeterminate. 

In  tal  caso,  per  altro,  se  P^  è  il  polinomio   in  y  in    C(x,  ,  ...,  x^) 

R  R       R 

equivalente  al  numero  di   C(Xj,  . .  .  ,  xj  rappresentato  da  -2 — '-^ — -  , 


cioè  da  i?„  ^    .  . .  R   ,  il  prodotto  P,  P,  è  dato  da 

01  Iti  f  i  12, 

dove,  per  es.,  O^^i?,  ...  i?,„  sta  per  ^=2 — >-_LL: — "j-^  e  quest'ultimo  è  ap- 
punto un  polinomio  in  y  in  C(x,,  . . .  ,  x^),  che  può  considerarsi  come 
un  polinomio  in  C  in  x^,  .  .  .  ,  x^^,  y. 
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Notisi  che,  se  P,  non  è  nullo,  i  gradi  di  P,  e  l\  P^  in  y  sono 
eguali. 

lì  notisi  pure  che  le  osservazioni  fatte  possono  essere  agevolmente 
presentate  in  forma  più  generale.  Ma,  del  resto,  basta  quel  che  si  è 
detto  per  fare  intendere  in  qual  senso  un  polinomio  in  C  con  le  inde- 
terminate Xj ,  .  .  .  ,  x^,  )', ,  .  .  .  ,  v^  può  considerarsi  come  un  polino- 
mio in  ;y, ,...,  ^'^  nel  corpo  C(x, ,  . .  .  ,  x„). 


§5. 
Funzioni  razionali. 

94.  Sia  P  un  polinomio  nel  corpo  numerico  C,  con  le  indetermi- 
nate X  ,  .  .  .  ,  X,, ,  e  si  imagini  di  averne  scritta  l'espressione  tenendo 
conto  della  convenzione  di  non  farvi  comparire,  in  modo  esplicito,  indeter- 
minate con  esponenti  nulli. 

Allora  se,  invece  di  supporre  che  le  x^ ,  .  . . ,  x^  siano  dei  puri  segni, 
si  suppone  che  esse  rappresentino  variabili^  aventi  ciascuna  per  insieme 
di  variabilità  il  corpo  C,  l'espressione  del  polinomio  può  riguardarsi 
come  quella  di  una  funzione  delle  variabili  x, ,  .  .  .  ,  x^,  coi  valori  in   C. 

Tale  funzione  si  dice  la  funzione  razionale  intera  in  C,  definita 
o  rappresentata  dal  polinomio  P,  o  anche  corrispondente  a  P. 

Il  lettore  comprende  la  necessità  dell'avvertenza  che  più  sopra  e 
stata  posta  espressamente  in  corsivo. 

Sia  C  il  corpo  razionale  e  in  esso  abbiasi  il  polinomio  in  x  : 

5  .v^  —  4  X  —  6  x° . 

Se  qui  si  volesse  considerare  x  non  come  una  itidctcr minata,  ma 
come  una  variabile  nel  corpo  razionale,  l'espressione 

3.x^_4x_  éx° 

definirebbe  una  funzione  di  x  solo  per  i  valori  di  x  diversi  da  zero. 

95.  Polinomi  eguali  rappresentano  evidentemente  una  stessa  fun- 
zione razionale. 

Ma  esistono  corpi  —  come  vedremo  sono  i  corpi  finiti  —  nei  quali 
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anche  polinomi  non  eguali  possono  rappresentare  una  stessa  fun:^ione 
ra:^ionaìe  intera. 

Per  es.,  nel  corpo  C[2]  i  polinomi  in  .v,  non  eguali, 

x'         e         x'  -[-  x'  —  X 

rappresentano  la  stessa  funzione  razionale  intera,  perchè  le  funzioni  da 
essi  rappresentate  per  x  =  o  hanno  entrambe  il  valore  o,  e  per  x  =  i 
hanno  entrambe  il  valore  i  ;  né  esistono  in  C[2]  numeri  diversi  da  o 
e  da   I. 

Ciò  spiega  in  modo  efficace  la  necessità  di  distinguere  nettamente 
tra  polinomi  e  funzioni  razionali  intere,  tra  indeterminate  e  variabili  ; 
distinzioni,  cui  non  sempre  si  dà  il  dovuto  rilievo. 

Una  indeterminata  è  un  puro  segno  :  una  variabile  è,  invece,  Vele- 
mento  corrente  di  un  insieme. 

Un  polinomio  è  una  pura  espressione  ;  e  come  tale,  al  contrario 
delle  funzioni,  non  è  suscettibile  di  valori. 

96.  Se /è  una  funzione  razionale  intera  di  .v,,  .  , .  ,  x^,  si  esprimerà 
il  fatto  che  essa  è  una  funzione  delle  variabili  x  ,  .  .  .  ,  x  ,  scrivendo, 
come  nella  teoria  generale  delle  funzioni, 

f=Kx,,  ...  ,  xj. 

Il  valore  di  /  per  x,  =  rt, ,  .  .  .  ,  x^  =  a^,  o,  come  anche  diremo, 
il    valore  di   f   neWn-complesso    {a^,  .  .  .  ,  rt^),    è    allora    denotato    da 

/(^,  >  •  •  •  ,  O- 

Gli  zeri  di  /  sono,  ove  esistano,  gli  «-complessi,  in  ciascun  dei  quali 
/  ha  valore  zero. 

Gli  (eventuali)  zeri  di  un  polinomio  sono  gli  zeri  della  funzione 
razionale  intera  che  esso  rappresenta. 

In  accordo  con  la  notazione  delle  funzioni  ora  richiamata,  anche 
per  i  polinomi  in  x^ ,  .  .  .  ,  x^  si  adopreranno  simboli  della  forma 

P(^n  ■'■  j  ^n)^         ?(^.»  •••  )  ^«)j  •••• 

Il  contesto  del  discorso  eviterà  sempre  la  confusione  tra  il  polinomio 
P(x, ,  . . .  ,  x^)  e  la  funTJone  ragionale  intera  che  esso  rappresenta, 
anche  se  a  denotar  questa,  come  di  solito  si  usa,  si  sceglie  lo  stesso  sim- 
bolo P(x,,  ...  ,  xJ. 
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Il  polinomio,  dedotto  dal  polinomio  P(x_ ,  .  .  .  ,  x^)  mediante  la  tra- 
sformn/.ionc  delle  indeterminate  .v  ,  ....  x     nelle  indeterminate  v  ,  ••.,  v 
rappresentata  dalle  formule 

^'.  =  Q.  (y.  »  •  •  •  ^  >„.))  •••  »  ^.  =  <2,  (>.»••• ,  yjj 

si  indicherà  allora  con 

ove,  beninteso,   (2,  (/  =  i,  •  .  •  ,  «)  sta  per   Q^(y, ,  .  .  .  ,  >„). 

97.  Se  'p(.v^ ,  Xj,  .  .  .  ,  A\_)  è  un  polinomio  in  un  corpo  C,  risolvere 
in  C  l'equazione  algebrica 

con  le  incognite  -v, ,  .  .  .  ,  x^ ,  significa  trovare  gli  «-complessi  di  C 
che  sono  zeri  di  9. 

Ogni  tale  //-complesso,  ove  esista,  si  dice  una  soluzione  dell'equa- 
zione ;  se  w  =  I,  una  soluzione  si  dice  anche  una  radice. 

Più  generalmente,  se  ^(x,,  ...,  xj,  '^(x,,  ...,  xj,  ..., 
/_(X|,  ...,  xj  sono  polinomi  in  C,  risolvere  in  C  il  sistema  di 
equazioni  algebriche 

9  =  0,         t]/  =  o,  ...,/=  o, 

con  le  incognite  x, ,  .  .  .  ,  x„ ,  significa  trovare  gli  «-complessi  di  C 
che  sono  zeri  comuni  di  9,  -I/,  ,  .  .  ,  /.  C gni  tale  «-complesso,  ove 
esista,  si  dice  una  soluzione  del  sistema. 

L'equazione  (i)  si  dice  lineare,  se  il  primo  membro  è  della  forma 

con  le  a  numeri  di  C  ;  lineare  omogenea,  se  è  di  questa  forma  con 
a       =0. 

98.  A  proposito  dei  sistemi  di  equazioni  lineari  valgono,  per  un 
corpo  qualunque  C,  teoremi  generali  affatto  analoghi  a  quelli  dell'algebra 
ordinaria  per  le  equazioni  lineari  nel  corpo  razionale,  reale  o  complesso. 

Imitando  i  procedimenti  dimostrativi  dell'algebra  ordinaria  si  vede 
subito  infatti  che  : 

a)  Condr^ione  necessaria  e  suf fidente,  perchè   il  sistema  di  eqi4a:{ioni 
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lineari  iti   C 

il     A    +  •  •  •  4-  </     .Y    -\-  a         =  o, 

I  .  I  1  I  I  I  .  Il         II  I  I  ,  H  ■*-  I  ' 


«™,,-^-,  +  •  •  •  +  ^,i,,.i-\.  4-  ^ .,  =  o, 

con  le  inù\^nitt'  .v, ,  ...  ,  .v^,  ammetta  solu:^iùni,  e  che  le  due  matrici 

(2)  IK.II  (r=i,  ...,  m;  5  =  1,  ....  n) 

e 

(5)  IK^JI        (r=i,  ...,  m,  /=i,  ...,  n-l-i), 

(^delle  quali  la  prima  si  dice  la  matrice  del  sistema)  abbiano  caratte- 
ristiche eguali  ; 

{i)  Perchè  un  sistema  di  n  cqua:^iotii  lineari  in  C  con  n  incognite 
abbia  una  ed  una  sola  soluzione,  occorre  e  basta  che  la  sua  matrice  sia 
a  determinante  non  nullo  ; 

y)  Le  soluzioni  di  un  sistema  in  C  di  m  equazioni  lineari  omogenee 
con  n  incognite  costituiscono  un  sistema  di  n-complessi  di  C,  il  cui  ordine 
è  n-hy  se  h  è  la  caratteristica  della  matrice  del  sistema. 

Cosicché,  in  y),  il  sistema  delle  soluzioni  è  un  sistema  zero,  cioè 
le  equazioni  date  ammettono  la  sola  soluzione  che  dà  per  le  incognite 
valori  tutti  nulli,  quando,  e  solo  quando,  è  h  =  n. 

Occorre  appena  avvertire  che  la  soluzione  di  cui  si  parla  in  P), 
quando  esista,  si  trova  applicando  la  stessa  regola  che  nell'algebra  ordi- 
naria (la  così  detta  regola  di  Leibniz  Cramer). 

99.  Giova  rilevare  in  modo  esplicito  una  notevole  interpretazione 
concreta  dei  teoremi  ora  enunciati. 

Si  supponga  che  il  corpo  C,  di  cui  in  essi  si  parla,  sia  il  corpo 
C[p],  p  essendo  un  qualsivoglia  numero  primo. 

Allora  i  teoremi  a),  ^)  e  y)  diventano  i  teoremi  fondamentali  della 
teoria  delle  congruente  lineari,  con  un  numero  qualunque  di  incognite, 
rispetto  al  modulo  p. 

Adoperando  il  linguaggio  della  teoria  dei  numeri,  i  teoremi  a)  e 
fi),  per  es.,  si  enunciano  : 

a')  CondÌ7^ione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  il  sistema  di  congruente 
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lineari 


".,.-^.  4-  •••  +".,., -\,  +  '^,,.. 


^....,x,  -f   •••  +« .v„  -|-'i„„,.,  =o 


(iiiod  p), 


con  U  incognite  x, ,  .  .  .  ,  ,v^  e  con  p  numero  primo,  ammetta  solu:^ioni, 
^  che  nelle  due  matrici  (2)  «  (3)  {delle  quali  la  prima  si  dice  la  matrice 
del  sistema)  siano  eguali  le  caratteristiche  mod  p,  cioè  che  tutti  gli  ele- 
menti delle  due  matrici  siano  divisibili  per  p,  0  che  sia  lo  stesso  per 
entrambe  le  matrici  il  massimo  dell'ordine  dei  minori  a  determinante  non 
divisibile  per  p  ; 

^')  Condizione  necessaria  e  sufficiente,  perche  un  sistema  di  n  con- 
gruen:^e  lineari  con  n  incognite  rispetto  al  modulo  primo  p  abbia,  rispetto 
al  modulo  stesso,  una  ed  una  sola  solu:{ione,  t  che  la  matrice  del  sistema 
sia  a  determinante  non  divisibile  per  p. 

A  titolo  di  esempio,  risolviamo  il  sistema  di  congruenze  : 


(4) 


5x 


■y 


(mod    II). 


8  X  -f-  9  V  =  4 
Questo  si  converte  in  C[ii]  nel  sistema  di  equazioni 

Sx  -{-9y  =  4, 
che  ammette  la  sola  soluzione  : 


I     — 

2 

4 

9 

= 

n  _ 
61   " 

6 
"    6 

=  I, 

5     — 

2 

8 

9 

^ 

I 

8 

4 

12 

I 

2 

2 

6i 

61   ~ 

"    6 

12 

I 

quindi  il  sistema  (4)  ammette  la  sola  soluzione  : 

X  ^  I,        y  ^  ~     (mod   II). 


2; 
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ICO.  Se  si  applicM  ;i  una  trazione  alj^'cbiic.i  in  C,  con  le  indetermi- 
nate A^ ,  ...  ,  .v^ ,  quel  clie  è  stnto  detto  nel  n'^  94  per  un  polinomio, 
si  arriva    alla    nozione    di    funzione    razionale    in     C    nelle    variabili 

A-,  , .V,  . 

P  . 

Se  -^  è  una  di  quelle  frazioni,  la  funzione  razionale  che  essa  rap- 
presenta ha  un  valore  per  ogni  «complesso  di  C  che  non  sia  uno 
zero  di  i2  i  '^  '"  '^S"^  ^'^^'^  «complesso  ha  per  valore  il  quoziente  dei 
valori  che  ivi  hanno  le  funzioni  razionali  intere  rappresentate  dai  poli- 
nomi P  e  Q. 


§  6. 
La  formula  di  Leibniz  in  un  corpo  qualunque. 

loi.  Sia  P  un  polinomio  con  ;/  menomi, 

in  un  corpo  C  qualunque,  ed  m  un  intero  positivo. 

Lo  sviluppo  della  potenza  di  P  con  esponente  m  è    un  polinomio, 
in  cui  ogni  termine  è  della  forma 

a''a[^  .  .  .■  a'", 

con  le  i  numeri  interi  non  negativi  soddisfacenti  alla  condizione 

Viceversa  ogni  termine  di  questa  forma  comparisce    nel    detto   svi- 
luppo, e  vi  comparisce  un  numero  di  volte,  diciamo    vi.  .      .  ,    che    è 

dato  evidentemente  da  : 

m_! 

i.\  t,\  .  .  .  i  \ 


(1)  m.  .      .    —  .  ,   .  ,  •  , 


Adottando  per  i  numeri  di  C,  che  sono  somme  di  numeri  tutti 
eguali  all'unità,  le  notazioni  introdotte  nel  n°  27,  abbiamo  dunque  (for- 
mula di  Leibniz,  per  il  caso  attuale)  : 


(2)       («,  -I-  «^  -f  . . .  -f-  a„y  =  Z  «-.,.„...„•„  <'  <' 


•  al". 
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il  sommatorio  essendo  esteso  a  tutte  le  soluzioni    (i\  ,  t^ ,  .  .  .  ,  i^)    con 
interi  non  negativi  dell'equazione 

K  +  ^  -h  •  •  •  +  '„  =  '"• 
102.  Con  le  convenzioni  introdotte  nel  n°  29  la  (2)  può  scriversi 
anche  : 

(3)    (<'.  +  «.  +  — h ^'.,r  =  1  '«•.,, ,. «;■  <'  ■•■  <: . 

dove,  adesso,  m.^   .      .    è  simbolo  di  un  numero  di  C,  e  non  più  di  un 
intero  positivo. 

A  questo  proposito  giova  avvertire  esplicitamente  che,  se  il  sotto- 
corpo fondamentale  di  C  è  infinito,  e  quindi  isomorfo  al  corpo  razio- 
nale, la  formula  (i)  è  valida  anche  in  C,  se,  a  secondo  membro,  w, 
ti ,  .  .  .  ,  i^  si  interpretano  come  simboli  di  numeri  di  C,  a  norma  della 
convenzione  fissata  nel  n°  29,  e  se  anche  in  C  si  definisce,  per  es.,  il 
simbolo  m  !  con  la  posizione 

;;ì  !  =  I  .  2  .  3    ...  m. 

Ma  se  quel  sottocorpo  è  finito  (e  quindi  con  un  numero  primo  di 
elementi),  la  formula  stessa,  interpretata,  nel  modo  ora  detto,  come  for- 
mula in   C,  può  cadere  in  difetto,  perchè  il  suo    secondo    membro    può 

in  tal  caso  assumere  la  forma  priva  di  significato  —  . 

Suppongasi,  per  es.^  che  il  sottocorpo  fondamentale  di  C  sia  iso- 
morfo al  corpo  C[s],  e  si  tratti  in  C  del  numero  nr  .  che  si  ha 
per  m  =  8,  n  z:z  2,  i,  r=  4,  i^  =  5. 

Col  significato  ordinario  dei  simboli  è 

8^,3  =  280  =  I, 

.  .  1.2.3.4.5.6.7.8 

Cloe  — —  , 

I .2.3.4. I . 2.3 

prende  la  forma  priva  di  significato  —  . 


quindi 

in 

C  è 

mentre 

in 

C 

8 
4! 

I 
5I 
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103.  Suppongasi  che  il  sottocorpo  fondamentale  di  C  sia  finito  e 
sia  p  il  numero  dei  suoi  clementi,  per  modo  che  p  sar;\  un  numero 
primo. 

Se  I,,  i\,  ...  ,  t„  sono  interi  non  negativi,  ed  è 

l'intero 

Pi 

è  eguale  a  i,  se  «  —  i  delle  i  sono  nulle  e  la  rimanente  è  eguale  a 
p  ;  è  divisibile  per  p,  se  ciò  non  avviene  ;  dunque  in  tal  caso  la  (3), 
per  m  =  />,  diviene 

(4)  (<'.  +  ^^+  •••  +^J  =  <  +  <+  •••  +<, 

che  si  generalizza  subito  nell'altra  : 

(5)     («.  +  «.+  •••+«„/  =  <'  +  <'+  •••+«!;', 

con  /  intero  non  negativo  qualunque. 

104.  Occorre  appena  avvertire  che  le  (3)  e  (5)  sussistono  anche 
se  in  esse  le  a  si  interpretano  come  simboli  di  numeri  di  C,  anzi  che 
di  monomi. 

Piuttosto  ci  fermeremo  a  rilevare  una  conseguenza  della  (3)  che  ci 
sarà  assai  utile  per  il  seguito. 

Dalla  (3)  si  deduce,  facendo  n  =  2,  che  la  potenza 

(x  +  ay 

del  binomio  x  -}-  a  dì  grado  i  in  x,  è  un  polinomio  in  x  di  grado  m, 
somma  di  x"  e  di  un  polinomio  ulteriore  che,  se  non  è  nullo,  è  di 
grado  m  —  i   al  più. 

Di  qua  si  ricava  subito  che  : 

Se  P  =  P{x^,  .  .  .  ,  xj  è  un  polinomio  in  C  di  grado  ni,  il  poli- 
nomio P'  :=  P'(y^,  ...  ,  yj  dedotto  da  esso  con  la  trasformazione  di 
indeterminate  rappresentata  dalle  formule 

x,=y,+a^,  ...  ,  x„  =:y^-\-a^, 
dove  le  a  sono  simboli  di  numeri  di  C,  è  anch'esso  di  grado  m;  e  se  P 
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è  di  grado  m'  rispetto  alle  indeterminate  x^,  x^,  . . ,  ,  x,  anche  P'  è  del 
grado  m'  rispetto  alle  indeterminate  J^,  )'*?  •••>>';• 
Di  più,  se  h 

P  =  F(x^,  ...,  xj-f  (2(x.,  ...,  xj, 

con  F  forma  di  grado  m  e   Q  polinomio,  o  nullo,  o  di  grado  ^m  —  i, 
^  pure 

P'  =  F(y„  ...,^J+()'(y.,  ...,)J, 

con  Q'  polinomio,  o  nullo,  o  di  grado  ^  tn  —  i. 

§7- 
Sugli  zeri  di  un  polinomio. 

105.  Perchh  (k^,  ...,  kj  sia  uno  :iero  del  polinomio  P=P(^x^,  ...,  x^) 
nel  corpo  C,  occorre  e  basta  che  sia 

con  le   Q  polinomi  in  C. 

Che  la  condizione  sia  sufficiente  è  manifesto.  Basta  dunque  dimo- 
strare che  essa  è  necessaria. 

Ebbene,  noi  dimostreremo  a  questo  proposito  il  teorema  assai  più 
preciso  : 

Se  {k^,  .  .  .  ,  kj  è  uno  :(ero  di  P(x,,  •  •  •  ,  x^^),  sussiste  per  P,  e  in 
un  modo  solo,  un'eguaglianza  della  forma 

p^(x, -/c,)o.  +  •••  +C\-K)Qn, 

^^^   Q.    (/  =  ^)  •  •  •  )  ^0  equivalente  a  un  polinomio  in   C  con  le  indeter- 
minate X  ,  X  ^, ,  .  .  .  ,  x^_. 

Si  muti  P  in  un  polinomio  P'  con  le  indeterminate  y^ ,  .  .  .  ,  y^ 
ponendo 

Giacche  P  ha  uno  zero  in  ((_ ,  .  .  .  ,  k^\  P'  avrà  uno  zero  in 
(o,  .  .  .  ,  o)  ;  quindi  ogni  termine  non  nullo  di  P'  dovrà  essere  di  grado 
X.  I   rispetto  a  una,  almeno,  delle  indeterminate  y^,  .  .  .  ,  v„ . 

G.    Scorda.  —  Teoria   j^tntralt  Jd  corfi  nunitrici.  IO 
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Se  P[  è  il  polinomio  costituito  dai  monomi  di  P',  ciascun  dei  quali 
è  di  grado  ^  i  rispetto  a  v,  (naturalmente  si  prenderà  P[  =  o,  se  di 
tali  monomi  non  ne  esistono  ;  e  lo  stesso  dicasi  per  quanto  segue),  P' 
è  il  polinomio  costituito  dai  monomi  rimanenti  di  P\  ciascun  dei  quali 
risulta  di  grado  ^  i  rispetto  a  y^ ,  P^  è  il  polinomio  costituito  dai  mo- 
nomi rimanenti  di  P'  ciascun  dei  quali  è  di  grado  ^  i  rispetto  a  y  , 
e  cosi  via  ;  posto 

P',=y,Q'i  (j=i,...,n), 

sarà  Q'.  equivalente   a    un    polinomio    in    C   con    le    indeterminate  y-, 
>;>.>  •••,  :y«)  e  sarà 

P'=yM\  +  '"+y.Q:' 

Ritornando  dalle  indeterminate  y.  alle  indeterminate  x  con  la  tra- 
sformazione data  dalle  formule 

y.  =  X.-k.  (y_i^  ...^„)^ 

P'  ridiventa,  evidentemente,  P;  quindi,  se  Q'.  diventa  O.,  si  avrà  (n°  75) 

(I)  p  =  ^x,-k,)Q,+  '--  +i\-K)Q., 

ed  essendo   Q'  equivalente    a    un   polinomio    con    le    indeterminate   y.y 
y ^li  •  •  •  ì  y„ì   Q    equivarrà  a  un  polinomio  con   le    indeterminate    x., 

Resta  a  far  vedere  che,  se  insieme  con  la  (i)  sussiste  anche  un'e- 
guaglianza della  forma 

(2)  p  ^  (X,  -  è,)  a"  +  ---+(k-k)  a" , 

con  le  2  "  soddisfacenti  alle  stesse  condizioni  che  le    Q,    è    necessaria- 
mente 

Ora  ciò  è  presso  che  immediato. 
Dalle  (i)  e  (2)  si  trae  infatti 

(3)  (X,  -  kXQ.  -  ar)  +  •  •  •  +  (^„  -  KXQ„  -  a")  =  «  ; 

per  conseguenza  è 
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(^iii  ;i  primo  nienibro  si  ha  un  polinomio  clic,  se  non  e  nullo,  è 
di  grado  zero  rispetto  a  .v^  ;  e  a  secondo  membro  si  ha  un  polinomio 
che,  se  non  è  nullo,  è  di  grado  ^  i  rispetto  a  x,  ;  dunque  deve  es- 
sere 

a'*--i2.  =  0,    cioè    Q:r  =  Q,, 

e 

(4)  (v,  -  K)(Q.  -  an  +  •  •  •  +  (V.  -  KKQ..  -  a")  =  o. 

Ragionando  sulla  (4)  come  or  ora  si  è  ragionato  sulla  (3),  si 
deduce  che  è 

2';'  =  Q, 

e 

(-^  -  ^)(^;  -  Q\")  +  •  •  •  +  G\  -  KXQ„  -  a")  =  o; 

e  cosi  via;  dunque  il  teorema  è  del  tutto  dimostrato. 

Dal  fatto  che  nella  (i)  le  Q  sono  univocamente  determinate,  di- 
scende che: 

Se  P  è  nullo,  nella  (i)  tale  è  ciascuna  delle  Q. 

Invece  : 

Se  P  non  è  nullo  ed  l  del  grado  m,  nella  (i)  ciascuna  delle  Q  che 
non  sia  nulla  (e  di  queste  ne  esiste  almeno  una)  l  al  più  del  grado 
m  —  1. 

Infatti  se  P  è  del  grado  m,  ciascuno  dei  polinomi  P' ,  introdotti 
più  sopra,  che  non  sia  nullo,  è  al  più  del  grado  w,  e  quindi  ciascuno 
dei  polinomi  Q'.,  che  non  sia  nullo,  è  al  più  del  grado  m  —  i.  Ma 
allora,  per  la  proposizione  del  n"  104,  lo  stesso  sta  per  i  polinomi    Q. 

È  appena  necessario  rilevare  che,  se  P  è  del  grado  m  e  nella  (i) 
una  sola  delle   Q  non  è  nulla,  questa  è  certo  del  grado  m  —  i. 

106.  Se  (^k^,  .  .  .  ,  kj  h  uno  lero  del  polinomio  P  =  P(^x^,  ... ,  xj 
nel  corpo  C,  e  si  ha 

con  le  Q  e  Q'  polinomi  in  C,  {k^,  .  .  .  ,  k^)  h  uno  ^e^o  per  ciascuno 
dei  polinomi  Q^  quando,  e  solo  quando,  è  uno  ^ro  per  ciascuno  dei  poli- 
nomi Q. 

Evidentemente  basta  far  vedere  che  se  (À-^ ,  .  .  .  ,  ^  J    è   uno    zero, 
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poniamo,  per  ciascuno  dei  polinomi  Q,  esso  ò  pure  uno  zero  per  cia- 
scuno dei  polinomi   Q'. 

Dalle  (5)  si  trae  che  il  polinomio 

A'  =  (.V.  -  iXQ,  -  e)  +  •  •  •  +  ('V„  -  KXQ,.  -  q:,) 

è  nullo;  quindi  (n*^  75)  e  nullo  anche  il  polinomio  in  .v, ,  diciamo  i?'"', 
che  si  deduce  da  R  con  la  trasformazione 

Se  poniamo 

si  ha  dunque 

e  quindi  è 

Di  qua,  una  volta  che  l'w-complesso  {k^,  .  .  .  ,  kj  è  uno  zero  di 
(2, 5  si  deduce  che  esso  è  tale  anche  per   Q[ . 

Allo  stesso  modo  si  dimostra  la  cosa  per   Q[,  .  .  .  ,   Q\ 

107.  I  teoremi  dei  n'  105  e  106  permettono  di  stabilire  l'impor- 
tante nozione  della  moltiplicità  per  gli  zeri  dei  polinomi  non  nulli. 

Sia  P  un  polinomio  tion  nullo  in  C,  con  le  indeterminate  x,,  ...,  x\, 
e  sia  (^j ,  .  .  .  ,  k^)  un  suo  zero. 

Si  dice  che  questo  zero  ha  per  P  molteplicità  i,  o  anche  che  esso 
è  uno  zero  semplice  di  P,  o  uno  zero  i-plo  di  P,  se,  rappresentato  P 
nella  forma 

con  le  Q  polinomi  in  C  (certo  non  tutti  nulli,  una  volta  che  P  ^  o), 
si  trova  che  (k^,  ...  ,  k^)  non  è  nel  tempo  stesso  uno  zero  per  ciascuno 
dei  polinomi  Q.  In  caso  contrario  si  dice  che  (k^,  . .  .  ,  kj  è  per  P 
uno  zero  più  che  semplice,  o  con  molteplicità  superiore  a  i. 

Dopo  di  che  si  stabilisce  il  concetto  generale  di  zero  di  P  con 
molteplicità  r,  o    zero  r-plo  (r  >  i),  procedendo  per    via  induttiva, 
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cioè  ponendo  clic  uno  zero  sia  d.i  dire  r  pio  per  P,  se  è  uno  zeio  Ji 
niolteplicit;\  r  —  i  per  una  almeno  delle  Q  non  nulle  e  per  ogni  altra, 
di  queste,  uno  zero  di  molteplicitA  2^  r —  i. 

Applicando  ripetutamente  il  teorema  dimostrato  nel  n°  105  si  ottiene 
subito  la  proposizione  fondamentale  : 

Perche  (A'i ,  .  .  .  ,  k^^)  sia  uno  :iero  r-plo  per  il  polinomio  non  nullo 
P  di  'grado  m,  occorre  e  baila  che  per  P  si  abbia  un'eguaglian:(a  della 
forma 

(6)      P  =  y\x    —  k_  )"V  (.V    —  A-   )  .  .  .  ''S^'"(a-    —k)Q.      .   , 

•  1  '2  '  r 

^«^^  (2,  ,  »  polinomio  nullo  0  di  grado  m  —  r  al  più,  equivalente  a  mi 
polinomio  in  C  con  le  indeterminate  x .  ,  -v,.  ^ , ,  •••,  -v^  ;  e  che  fra  le 
Q  ve  ne  sia  almeno  una  che  non  abbia  uno  ::cro  in  (k^ ,  .  .  .  ,  k^). 

Badando  che  il  grado  di  ciascuna  delle  Q  non  nulle,  di  cui  quivi 
si  tratta,  è  ^  m  —  r,  si  trae  che  : 

Un  polinomio  di  grado  m  non  pub  ammettere  :ieri  con  molteplicità 
superiore  ad  m. 

In  particolare,  ciò  che  è  evidente  a  priori,  un  polinomio  di  grado 
zero  è  privo  di  zeri. 

108.  Giova  rilevare  in  modo  esplicito  le  conseguenze  a  cui  condu- 
cono i  teoremi  dei  n'  precedenti  per  il  caso  dei  polinomi  con  una  sola 
indeterminata. 

In  primo  luogo  si  ha  : 

Perche  il  polinomio  P  =  P{x)  nel  corpo  C  abbia  uno  T^ero  nel  nu- 
mero k  di  C,  occorre  e  basta  che  si  abbia 

P  =  (x-k)Q, 

con   Q  polinomip  in  C  ;  cioh  che  P  sia  divisibile  per  x  —  k. 

Che  se  poi  P  non  e  nullo,  perchè  k  sia  per  P  uno  :iero  r-plo  occorre 
e  basta  che  si  abbia 

p  =  (x-kyQ\ 

con  Q'  polinomio  in  C  non  avente  uno  :{ero  in  k.  In  altri  termini,  oc- 
corre e  basta  che  P  sia  divisibile  per  (.v  —  ky ,  ma  non  per  (.v  —  ky*\ 
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Badando  poi  che,  se  per  i  polinomi  P  e   Q  in  x  si  ha 

P  =  (.V  _  k)  (2, 

ogni  eventuale  zero  di  P  diverso  da  k  e  uno  zero  di  Q,  si  trae  in  se- 
condo luogo  la  proposizione  : 

Se  P  =  P{x)  ^  un  polinomio  in  C,  non  nullo,  con  gli  :^eri  distinti 
k^,  .  .  .  ,  A-^ ,  dotati  delle  molteplicità  rispettive  r, ,  ...  r, ,  si  ha 

p  =  (.v-À',y  ...(.v-^J'(2., 

(2,  essendo  un  polinomio  in  C  non  nullo,  privo  di  ^ri,  se  P  non  ha 
altri  :^eri  all'infuori  di  k^,  .  .  .  ,  k, . 

Di  qua  discende  subito  che  : 

La  somma  delle  molteplicità  degli  ::^cri  di  un  polinomio  non  nullo 
con  una  sola  indeterminata  non  pub  superare  il  grado  del  polinomio. 

109.  Se  P  è  un  polinomio  in  C,  con  una  sola  indeterminata,  di 
grado  «  e  C  è  il  corpo  complesso,  è  noto  che  la  somma  delle  molte- 
plicità degli  zeri  di  P  in  C  è  esattamente  «,  quando  si  convenga,  come 
usa,  di  considerar  come  nulla  quella  somma,  se  P  è  privo  di  zeri  ;  ma, 
se  non  si  fanno  ipotesi  particolari  su  C,  la  proposizione,  che  chiude  il 
n"  precedente,  non  può  essere  ulteriormente  precisata. 

Sussiste,  per  altro,  qualsiasi  il  corpo  C,  l'interessante  teorema  : 

Se  h 

con  P,  P,  e  Pj  polinomi  non  nulli  in  C  con  una  sola  indeterminata,  e 
la  somma  delle  molteplicità  degli  ^eri  di  P  è  eguale  al  grado  di  P,  lo 
stesso  accade  per  P^  e  P^. 

E  infatti,  se  i  gradi  di  P,  P,  e  P^  sono  n,  «,  ed  n^,  è  n  =  n^-\-n^, 
e,  se  k  è  uno  zero  r-plo  di  P,  r,-plo  di  P,  ed  r^-plo  di  P^,  è  r  =  r, -j- ^2- 

Qui,  beninteso,  si  prenderà  r^  =  o  (i  :=  i,  2),  se  k  non  è  uno 
zero  di  P. . 

no.  Sia  ancora  P  =  P(x)  un  polinomio  in  C  di  grado  «  >•  o,  e 
suppongasi  che  la  somma  delle  molteplicità  dei  suoi  zeri  sia  esatta- 
mente n. 

Sussisterà  un'eguaglianza  della  forma 

P  =  ix-k^)  ...{x-kJQ, 
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dove  k^,  . .  .  ,  k^  e  l.i  scric  degli  zeri  di  P,  ciascuno  ripetuto  tante  volte 
quant'ò  la  sua  nioltepliciti,  e  Q  e  equivalente  ad  un  numero  non  nullo 
di  C. 

Posto  che  sia 

^  =  '^o-^"  +  ^,  ''^''"  +  •  •  •  +  ^n-,  ^  +  ^,  K  9^  o), 

con  le  a  numeri  di  C,  da 

si  trae  che   Q  e  equivalente  ad  a^ ,  e  poi  che  è 

!*,,*„  •••*„=(-0'^       ('= «), 

o 

dove  il  sommatorio  è  esteso  a  tutte  le  combinazioni  (i^ ,  i^,  ...,  ij  della 
classe  /  degli  indici  i,  2,  . . .  ,  n. 

Insomma  tra  i  coefficienti  di  un  polinomio  di  grado  non  nullo  in 
una  indeterminata  e  gli  zeri  del  polinomio  stesso,  nell'ipotesi  che  la 
somma  delle  molteplicità  degli  zeri  eguagli  il  grado  del  polinomio,  pas- 
sano le  stesse  relazioni  che  l'algebra  ordinaria  dà  per  il  caso  del  corpo 
complesso  ;  nel  qual  caso,  è  stato  già  avvertito,  quella  somma  è  sempre 
eguale  al  grado  del  polinomio. 

III.  Occorre  appena  avvertire  che,  se  un  polinomio  appartiene 
simultaneamente  a  più  corpi,  non  è  detto  che  i  suoi  zeri  in  un  corpo 
debbano  coincidere  coi  suoi  zeri  in  un  altro.  Se  due  fra  cotesti  corpi 
sono  C  e  C  ed  è  C-  un  sottocorpo  di  C,  gli  zeri  del  polinomio  in  C 
sono  zeri  del  polinomio  stesso  anche  in  C,  ma  possono  esistere  zeri 
del  polinomio  in  C  che  non  siano  numeri  di   C. 

Per  es.,  il  polinomio 

.v'  —  x""  -{-  2x  —  2  =  {x  —  0(^'  +  2) 

nel  corpo  razionale  e  nel  corpo  reale  ha  il  solo  zero  i  ;  nel  corpo  com- 
plesso ha  i  tre  zeri  i,  1^2,  —  i|/2  (t=  V —  i)- 

A  questo  proposito  basta  ricordare  ciò  che  è  detto  nel  n"  108  per 
riconoscere  che  : 

Un  polinomio  con  ima  sola  indeterminata,  di  grado  '^  i,  e  privo  di 
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:^eri  in  ogni  (e  soltanto  in  ogni)  corpo  nei  quale  sia  irriducibile,  o  sia  un 
prodotto  di  polinomi  irriducibili  tutti  di  grado  superiore  a  i. 

Ila.  È  utile  fermarsi  un  momento  a  illustrare  le  conseguenze  di 
quanto  è  detto  nel  n°  no  per  i  corpi  numerici  finiti. 

Per  questo  cominciamo  dal  far  vedere  che  : 

Se  C  e  un  corpo  numerico  finito  ed  N  h  il  numero  dei  suoi  elementi, 
per  qualunque  numero  a  di  C  diverso  da  :(ero  è 

a^'-'  —  I  =  o. 
Infatti  siano 

(7)  a,y     ^,,   •■'  ,  «A_. 

gli  iV  —  I   numeri  di  C  diversi  da  zero. 
I  prodotti 

(8)  aa\,  aa^,  .. .  ,  aa^_^, 

per  l'ipotesi  fatta  su  a,  sono  numeri  di  C  tutti  diversi  da  zero.  D'al- 
tronde essi  sono  anche  tutti  diversi  tra  loro,  appunto  perchè  a  non  è 
nullo,  dunque,  a  meno,  eventualmente,  dell'ordine,  i  numeri  (8)  coinci- 
dono coi  numeri  (7). 

Segue  che  il  prodotto  di  quelli  è  eguale  al  prodotto  di  questi, 
cioè  che  : 

a^-' a^a^  ...  ^v-,  =  ^,  ^.  •  •  •  ^av.  • 

Di  qua,  essendo  a^a^  ...  ay;_^  7^  o,  si  trae,  come  volevasi  : 

a""-'  -1=0. 
Ne  risulta  che  : 

Se  C  e  un  corpo  numerico  finito  con  N  numeri  ed  x  è  un  qualunque 

numero  di  C,  è 

a     —  a  =  o. 
Infatti  è 

a'^'  —  x  =  a(a^'-  —  i), 

c,  qualunque  sia  a  in   C,  o  è 

a  =  o, 
o  è 

a-^'-'  —  I  ==  o. 

113.  Dai  teoremi  or  ora  dimostrati,  posti  a  raffronto  con  quanto 
è  detto  nel  n°  no,  discende  che: 
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Se  gli  N  numeri  del  corpo  finito  C  sono 

o,     a^,     a^,  .  .  .  ,  aj^._,, 

per  i  polinomi  in   C 

x^'  —  X         e         x^'-'  —  I 
si  ha 

x^  —X  z=  x(.v  —  a^){x  —  a;)  .  .  .  (x  —  ii^.^), 

x^'-'  —  1  =  (x  —  rt,)(x  —  d.)  .  .  .  (x  —  rtv_,)  ; 

e  quindi  : 

Se  in  un  corpo  finito  con  N  numeri  si  formano  le  combinazioni  di 
classe  j  (/  =  I,  .  .  .  ,  N  —  i)  degli  N  —  i  numeri  non  nulli  e  poi  si 
fa  la  somma  dei  prodotti  dei  numeri  che  compariscono  nelle  singole  com- 
bina:(ioni,  tale  somma  h  :(ero,  se  h  j  <iN —  i,  è  ( —  i)'^  ,  se  è  j  =  N —  i. 

§  8. 

I  teoremi  di  identità  per  le  funzioni  razionali  intere. 

114.  Perche  un  polinomio  con  n  indeterminate,  in  un  corpo  qual- 
siasi, rappresenti  in  esso  una  funzione  razionale  intera  costantemente 
nulla,  occorre  e  basta  che  abbia  uno  zero  in  ogni  «-complesso  del 
corpo. 

Ora  un  polinomio  non  nullo  con  una  sola  indeterminata  non  può 
avere  al  più  che  tanti  zeri  quant'è  il  suo  grado,  dunque: 

fl)  In  un  corpo  numerico  infinito  un  polinomio  con  una  sola  inde- 
terminata rappresenta  una  fun'^ione  ra:jonale  intera  costantemente  nulla 
quando,  e  solo  quando,  è  nullo. 

II  teorema  non  vale  per  i  corpi  finiti  ;  per  essi  i  risultati  precedenti 
danno  la  proposizione  : 

b)  In  un  corpo  numerico  finito  con  N  elementi  un  polinomio 
con  una  sola  indeterminata  x  rappresenta  una  fun:iione  ra:{ionale  intera 
costantemente  nulla  quando,  e  solo  quando,  è  divisibile  per  x^  —  x  (e 
quindi  0  t  nullo,  0  h  di  grado  non  inferiore  ad  NJ. 

Da  fl)  e  ^)  discende  che  : 

G.   Sct'n».  —  Ttoria    ji^M""'     ''1     ■irf't    mniìrrid.  II 
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In  un  corpo  numerico  infinito  i  polinomi  A  =■  ^(-v)j  ^  ^^  -^(^O 
rappresentano  una  stessa  funzione  ra:^ionale  intera  quando,  e  solo  quando,  è 
A  =  B; 

mentre  : 

In  un  corpo  numerico  finito  con  N  elementi  i  polinomi  A  =  A{x) 
e  B  =^  B(^x^  rappresentano  una  stessa  funzione  ragionale  intera  quando, 
e  solo  quando,  A  —  B  è  divisibile  per  x^  —  x. 

Sono  questi  due  ultimi  i  cosi  detti  teoremi  di  identità  per  le 
funzioni  razionali  intere  con  una  sola  variabile,  che  ora  saranno  subito 
estesi  alle  funzioni  razionali  intere  con  un  numero  qualunque  di  variabili. 

115.  In  un  corpo  numerico  infinito  un  polinomio  con  n  indetermi- 
nate rappresenta  unafun:^ione  ra:iionale  intera  costantemente  nulla  quando, 
e  solo  quando,  l  nullo. 

Il  teorema  è  vero  per  n  =  i  ;  quindi  sarà  dimostrato  per  ogni 
altro  valore  di  «,  se  facciamo  vedere  che  esso  sussiste  per  i  polinomi 
con  n  indeterminate  (n  >  i),  quando  si  supponga  vero  per  quelli  con 
n  —  I  indeterminate. 

Si  faccia  dunque  questa  ipotesi  e,  detto  F  =■  P(^x^,  .  . .  ,  x^^  un 
polinomio  che  rappresenti  una  funzione  razionale  intera  costantemente 
nulla,  si  supponga,  se  è  possibile,  che  P  non  sia  nullo. 

Non  essendo  P  =  o  e  rappresentando  P  una  funzione  razionale 
intera  costantemente  nulla,  P  non  potrà  essere  di  grado  zero  rispetto  a 
ciascuna  delle  indeterminate  x, ,  .  .  .  ,  x^.  Esisterà  quindi  una  di  queste 
indeterminate,  e  poniamo  che  sia  x, ,  rispetto  a  cui  P  sarà  di  grado 
m  ^  I. 

Ne  segue  che,  posto 

p  =  ax  +  Q,<'-'  +  .  •  •  +  <2„,_.^,  +  Q., 

con  le  Q  equivalenti  a'  polinomi  in  x^ ,  ... ,  x^_^ ,  non  sarà  certo   Q^=lo. 

Ora  si  dicano  Q^-,  •  • .  •,  Q„  ^  polinomi  in  x, ,  .  .  .  ,  x^_^  equiva- 
lenti ^  0^1  —i  Q„-,  &  sì  prendano  di  mira  le  funzioni  razionali  intere 
con  n  —  I  variabili  che  essi  rappresentano. 

Poiché  il  teorema  è  stato  ammesso  vero  per  i  polinomi  con  n  —  i 
indeterminate,  non  essendo  ^^^  =  o,  è  possibile  determinare,  nel  corpo 
di  cui  si    tratta,  un    («  —  i)-complesso,  e  sia  (^^ ,  .  .  .  ,  ^„_,),  tale  che, 
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detto  Lj^  il  valore  in  esso  delia  funzione  razionale  intera  con  n  —  i 
variabili  rappresentata  da   (2)  (/  =  ",   '5  •  •  •  ,  '")>  risulti  q^  /L  o. 

Per  gli  //-complessi  che  si  ottengono  da  (k^^  ...^  k^^)  aggregando 
ad  esso  come  ultimo  elemento  un  numero  qualunque  del  detto  corpo, 
i  valori  della  funzione  razionale  intera  rappresentata  da  P  sono  quelli 
della  funzione  razionale  intera  con  una  sola  variabile  rappresentata  dal 
polinomio  con  la  sola  indeterminata  .v^ 

9o<  +  ^. <""'  4-  •  •  •  +  ^«_, x„-\-q„\ 

ma  questa,  essendo  q^  -^^  o,  non  è  costantemente  nulla,  quindi  la  fun- 
zione razionale  intera  rappresentata  da  P  non  è,  neppure  essa,  costan- 
temente nulla. 

Ciò  contrasta  con  l'ipotesi  fatta,  dunque  P  è  necessariamente  nullo. 

D'altra  parte  è  ben  evidente  che  un  polinomio  nullo  rappresenta 
una  funzione  razionale  intera  costantemente  nulla  ;  quindi  il  teorema  è 
del  tutto  dimostrato. 

1 16.  Perchè  in  un  corpo  finito  C,  con  N  elementi,  un  polinomio 
P  =  P(x, ,  .  .  .  ,  x,,)  rappresenti  una  fHn:^ioìie  ra:^ionale  intera  costante- 
mente nulla,  occorre  e  basta  che  P  sia  della  forma 

con  le  Q    polinomi  in  C. 

Il  teorema  vale  per  ;z  =  i  ;  quindi  sarà  dimostrato  per  ;/  ^  i,  ap- 
pena sia  fatto  vedere  che  esso  sussiste  per  i  polinomi  con  n  indetermi- 
nate, se  è  vero  per  quelli  con  n  —  i   indeterminate. 

Facciamo  pertanto  questa  ipotesi,  e  sia  P  =  P(.v, ,  .  .  .  ,  x,_)  un 
polinomio  in  C,  che  rappresenti  una  funzione  razionale  intera  avente 
uno  zero  in  ciascun  «complesso  di  C. 

L'«-complesso  nullo  di  C  è  uno  zero  di  P,  quindi  sussiste  intanto 
un'eguaglianza  della  forma 

con  R.  (j=i,  ... ,  n)  equivalente  a  un  polinomio  in  C  in  x  ,  x  _^, ,  ...,  x^. 
Si  consideri  il  polinomio  in  x^ ,  .  .  .  ,  x^  equivalente  a 
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Badando  che  la  funzione  razionale  intera  con  ;;  —  i  variabili  da 
esso  rappresentata  e  costantemente  nulla,  perchè  quella  con  n  variabili 
rappresentata  da  P  ha  uno  zero  in  ogni  «-complesso  di  C  del  tipo 
(o,  k^,  .  .  .  ,  ife^),  con  le  k  numeri  comunque  scelti  in  C,  si  ricava,  per 
l'ipotesi  fatta  sui  polinomi  con  n  —  i   indeterminate,  che  è  : 

^\R.  +  •  •  •  +  -\i?,.  =  (x;^  -  .v,)5,  +  •  •  •  +  (■<'  -  \,)5.., 

con  le  5  equivalenti  a  opportuni  polinomi  in  x^,  •  •  •  x„  • 
Quindi  è 

L'«-complesso  (i,  k^,  .  .  .  ,  jt,,),  con  le  k  comunque  scelte  in  C, 
per  l'ipotesi  fatta  su  P  e  per  il  teorema  che  chiude  il  n°  112,  è  uno 
zero  dei  polinomio  che  sta  qui  a  secondo  membro  ;  dunque  è  tale  an- 
che per  quello  che  sta  a  primo  membro  ;  cioè,  addirittura  per  R^ . 

Segue,  in  primo  luogo,  che  per  R^  è  uno  zero  l'w-complesso 
(i,  o,  . . .  ,  o),  e  quindi  che  sussiste  per  R^  un'eguaglianza  della  fórma 

con  R'.  (J  =  1,  .  .  .  ,  n)  equivalente  a  un  polinomio  in  C  con  le  inde- 
terminate X  ,  x-^^,  ...  ,  x„  ;  e  poi,  in  secondo  luogo,  per  ragioni  ana- 
loghe a  quelle  addotte  più  sopra,  che  è 

^.K  +  •  •  •  +  ^„K  =  (^f  -  ^J5;  +  •  • .  +  i^::'  -  ^js:, 

con  le  5'  equivalenti  ad  opportuni  polinomi  in  x^,  . .  .  ,  x„ . 
Sostituendo,  si  ricava 

p  =  .V, (x,  -  i)i?;  +  (x-:'  _  xj r,  +  . . .  +  (x,^  -  xj T„, 

ove  si  è  posto,  per  j  :=  2,  . .  .  ,  «, 

T  =S  -\-  xS'- 
Sia  ora  a  un  ulteriore  numero  di  C  diverso  da  o  e  i.  Da 

x.(x,  -  i)i?;==p-(x;^  -xjr, ix:;-xjT„ 

si  ricava  che  Tw-complesso  (a,  k^,  . .  .  ,  kj,  comunque    siano    scelti    in 
C  i  numeri  k,  è  uno  zero  di  x^  (x^  —  0-^i>  ^^^^    ^^    K'>    ^^^^'^^ì    ^^' 
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gionaiulo  collie  jiriiiia,  si  trova  che  e 

con  A','  e  le  5"  convenieini  polinomi  e  ciascuna  delle  5"    equivalente  a 
un  polinomio  in  x^,  .  .  .  ,   v^^ . 
Sostituendo  si  trae  che  è 

quando  si  ponga,  per  j  =  2,  .  .  .  ,  n, 

T.=  T  4-  x  (x   —  i)S". 

Giunti  a  questo  punto  non  occorre  spendere  altre  parole  per  far 
comprendere  che  se  /',  .  .  .  ,  /  sono  j^li  ulteriori  numeri  di  C  diversi  da 
o,   ly  a  si  ha  per  P  un'eguaglianza  del  tipo 

P  =  v,  (.V.  -  i)(-v.  ~  <0(-v.  -b)...  (A-,  -  0  (2. 
cioè  (n°  115)  della  forma  voluta 

Intanto,  se  P  è  di  questa  forma,  è  chiaro,  sempre  per  il  n°  112, 
che  esso  rappresenta  una  funzione  razionale  intera  costantemente  nulla  ; 
dunque  il  teorema  è  compiutamente  dimostrato. 

117.  Dalle  proposizioni  dei  n'  115  e  116  si  deducono  subito  i 
teoremi  di  identità  per  le  funzioni  razionali  intere  con  «  variabili. 

Essi  sono  i  seguenti  : 

[ti  un  corpo  numerico  infinito  i  polinomi  'A  =  A{x^y  .  .  .  ,  .rj  e 
5  =  ii(.v^,  .  .  .  ,  xj  rappresentano  una  stessa  funzione  ra:{iona]e  intera 
quando,  e  solo  quando,  e  A  =  B  ; 

e  : 

/;/  //;/  corpo  numerico  finito  con  N  elementi  i polinomi  in  x^^  ...,  x^ 
A  e  B  rappresentano  una  stessa  funzione  ragionale  intera  quando,  e  solo 
quando,  sussiste  un  eguaglia n:;a  della  forma 

A-B  =  ix^-  -  A,)  ().+  •••+  (\:'  -  x„)  Q„ , 
con  le   Q  polinomi  nel  corpo  in  a^  ,  .  .  .  ,  x^ . 


S6  PARTE    I.  —  TEORIA    GENERALE    DEI    CORPI    NUMERICI. 

Ii8.  Giova  enunciare  in  modo  esplicito  col  linguaggio  della  teoria 
dei  numeri  i  teoremi  che  si  ric.ivano  da  alcuni  di  quelli  via  via  dimo- 
strati in  questo  §  e  nel  precedente  applicandoli  al  caso  del  corpo  C[/>j, 
con  p  numero  primo  qualunque. 

La  proposizione  del  n°  112  dà  cosi  il  famoso  teorema  di  Fermat  : 
Se  l'intero  a  non  b  divisibile  per  il  numero  primo  /),  è 

a^-'  =  i     (mod  p); 

e  quella  che  chiude  il  n°  113  dà    così    la    classica    generalizzazione    del 
teorema  di  Wilson,  dovuta  al  Lagrange  : 

Se  p  è  un  numero  primo  e  si  fanno  le  conihinaxioni  a  j  a  j 
(^j  :^  1,  .  .  .  ,  p  —  i)  dei  numeri  della  serie 

I,  2,  ...,/)—  I, 

la  somma  dei  prodotti  dei  numeri  che  compariscono  nelle  singole  combina- 
:^ioni  b  divisibile  per  p,   se    b   j  <CP  —  I5    ^    ^ —  ^    {moà   /)),    se    è 

Ì  =  P-  ^'y 

dove  si  è  posto  —  I   in    luogo    del    (—  i)'^    del    n"    113     perchè 

qui  N  =  p,  0  quindi,    o   p    è    dispari,    ed    è    ( —  1)^  =  —  i,    o   p    è 

pari,  cioè,  essendo  primo,  è  eguale  a  2,  ed    allora    —  i    e    -\-  1    sono 

congrui  rispetto  a  p. 

Infine  dai  n'  108  e  109  si  deducono  i  teoremi    fondamentali    (di 

Lagrange)  per  la  teoria  delle  congruenze  di  grado    qualunque    rispetto 

a  un  modulo  primo  : 

a)  Una  congruenza  con  una  incognita  di  grado  n  rispetto  a  un  mo- 
dulo primo  non  ammette  mai  più  di  n  radici  incongrue  ; 

fi)  Se  la  congruenza  di  grado  n  rispetto  al  modulo  primo  p, 

ammette  n  radici  incongrue,  anche  ciascuna  delle  congruente    rispetto   allo 

stesso  modulo 

?  (^)  ^  o?         V  (■^)  ^  o 

ammette  tante  radici  incongrue  quant'e  il  suo  grado,  se  nel  polinomio 
tutti  i  coefficienti  sono  divisibili  per  p  ; 
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e  il  teorema  del  n°  ii  6  dA  l'enunciato  : 

Perchè  una  funzione  ragionale  intera,  a  coefficienti  interi,  con  le  n 
variabili  x^ ,  .  . .  ,  x^ ,  assuma  valori  divisibili  per  il  numero  primo  p,  per 
valori  interi  comunque  assegnati  alle  variabili,  occorre  e  basta  che  essa 
sia  della  forma 

{<  -  -v.)  c>,  +  •  •  •  +  {<  -  -o  a  +  p  ^, 

le  Q  ed    R    essendo  fun^joni    raiionali    intere,    a    coefficienti    interi,    in 


•i  1 


§9- 

Massimo  coniun  divisore. 

a)  Il  caso  dei  polinomi  con  una  sola  indeterminata. 

iig.  Siano  P, ,  ...  ,  P^  polinomi  in  un  corpo  C,  con  le  n  inde- 
terminate .V,  ,  , . .  ,  x^. 

Se  essi  son  tutti  nulli,  ogni  polinomio  in  C  con  quelle  stesse  in- 
determinate è  un  loro  divisore  comune.  Ma  ciò  non  è  più  vero,  se  al- 
meno uno  dei  polinomi  P  non  e  nullo. 

L'analogia  con  la  teoria  della  divisibilità  per  i  numeri  interi  provoca 
allora  la  domanda  : 

Se  i  polinomi  P^ ,  .  . .  ,  P^^  non  sono  tutti  nulli,  e  possibile  determi- 
nare in  C  un  polinomio  M  (naturalmente,  non  nullo  e  divisore  comune 
di  P, ,  .  . .  ,  P^),  si  che  ogni  divisore  comune  in  C  di  P^y  . .  .  ,  P^  sia 
un  divisore  di  M,  e  viceversa  ogni  divisore  di  M  sia  un  divisore  comune 

Che  la  risposta  a  questa  domanda  sia  affermativa  e  evidente,  se  è 
m  =  I,  o  se  tutti  i  polinomi  P, ,  .  .  .  ,  P„,  hanno  un  divisore  comune 
in  uno  di  essi.  Ma  si  vedrà  che  la  risposta  è  affermativa  in  ogni   caso. 

Per  dimostrare  la  verità  di  questa  asserzione  cominceremo  dal  con- 
siderare in  questo  §  il  caso  dei  polinomi  con  una  sola  indetcrminata  ; 
dopo  di  che  passeremo  nel  §  successivo  all'estensione  dei  risultati  con- 
seguiti a  polinomi  con  un  numero  qualunque  di  indeterminate. 

Lungo  la  via  ci  si  presenteranno  teoremi  che  sono  da  annoverare 
fra  i  teoremi  più  importanti  dell'algebra. 
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Avvertasi  subito,  intanto,  che,  se  di  polinomi  come  M  ne  esiste  uno, 
poniamo  Af',  i  polinomi  richiesti  sono  tutti,  e  solo,  quelli  che  differiscono 
da  M'  per  un  fattore  numerico  non  nullo  ;  tali  polinomi  son  dunque 
tutti  dello  stesso  grado  e  sono  i  divisori  comuni  in  C  di  P, ,  .  .  .  ,  P^ 
a  grado  massimo. 

Uno  qualunque  di  questi  divisori  comuni  si  suol  dire,  per  solito, 
massimo  comun  divisore  di  P, ,  .  .  .  ,  P^  in  C  ;  il  che  equivale  a  dire 
che,  per  solito,  il  massimo  comun  divisore  di  un  gruppo  di  polinomi 
si  intende  definito  solo  a  meno  di  un  fattore  numerico  (non  nullo). 

Ma  è  facile,  e,  come  si  vedrà  (cfr.  il  n°  122),  è  utile,  fissare  una 
convenzione  che  serva,  a  volta  a  volta,  a  definire  univocamente  il  mas- 
simo comun  divisore  di  un  gruppo  assegnato  di  polinomi. 

Per  es.,  si  può  procedere  nel  modo  che   segue. 

Sia  M'  un  divisore  comune  di  P^ ,  . . . ,  P_,_ ,  a  grado  massimo,  privo 
di  termini  simili.  Si  dispongano  le  indeterminate  x^ ,  . . . ,  x^  in  un  certo 
ordine,  poniamo  nell'ordine  in  cui  sono  scritte,  cioè  secondo  gli  indici 
crescenti.  Fra  i  termini  di  M',  che  sono  a  grado  massimo  rispetto  a  x^,  se 
sono  più  di  uno,  si  scelgano  quelli  che  sono  a  grado  massimo  rispetto 
a  x^  ;  poi  tra  questi,  se  sono  più  di  uno,  si  scelgano  quelli  che  sono  a 
grado  massimo  rispetto  a  x,  ;  e  cosi  via.  Si  finisce  sempre  per  arrivare 
a  isolare  in  questo  modo  un  termine,  diciamo   T,  di  M'. 

Ebbene  si  definirà  come  massimo  comun  divisore  in  C  di 
-^i  5  •  •  •  1  ^m  dispetto  al  detto  ordinamento  delle  indeterminate  il  divisore 
comune  di  P. ,  .  . .  ,  P^  a  grado  massimo  che,  ove  sia  ridotto  ad  esser 
privo  di  termini  simili,  ha  eguale  a  i  il  coefficiente  del  termine  simile 
a  T;  divisore,  la  cui  determinazione,  occorre  appena  rilevarlo,  non  di- 
pende che  solo  apparentemente  da  M'. 

Se  è  n  =  i,  la  clausola  «  rispetto  al  detto  ordinamento  delle  inde- 
terminate »  può  essere  evidentemente  lasciata  cadere. 

Ma  noi  la  tralasceremo  anche  nel  caso  in  cui  sia  «  >•  i,  perchè 
sottintenderemo  sempre  che,  quando  si  tratta  di  polinomi  con  certe  in- 
determinate, sia  stato  fissato  una  volta  per  tutte  l'ordinamento  di  esse 
rispetto  a  cui  si  intendono  definiti  i  massimi  comuni  divisori. 

120.  Si  A  e  B  sono  polino:ni  in  un  corpo  C  con  l'indeterminata  x, 
ed  è  B  ^  o,  si  possono  determinare  in  C  dei  polinomi  in  x,    Q    ed    R, 
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si  che  risulti 

(i)  A  =  BQ-\-R, 

ed  R,  0  nullo,  0  di  grado  inferiore  a  q tulio  di  B.  Di  più  tale  determina- 
:^ione  non  può  esser  compitila  che  in  un  modo  solo. 

Se  A  è  nullo,  o  di  grado  inferiore  a  quello  di  /?,  basta  porre 
(2  =  o  ed  R  =  A  per  avere  un'eguaglianza  della  forma  (i),  in  cui  Q 
ed  R  soddisfacciano  alle  condizioni  volute. 

Suppongasi  invece  che  A  sia  di  grado  n,  con  n  non  inferiore  al 
grado  m  di  B. 

Se  si  pone 

A  =  a^x"  -f-  a,  .v"-  +  ...  4-  rt„...  A-  4-  a„  (a,  ^  o), 

B  =  b^.x"'  +  /;,  A--'  +  .  • .  +  />„,_,  X  +  b,^  ìK  ^  0), 

prendendo 

r\     o    ^n—m 

^'~     b  ' 

O 

R^  =  A-BQ,, 
risulta 

A  =  BO,-]-R^, 

con  (2,  ed  R^  polinomi  in  C,  e  con  R^ ,  o  nullo,  o  di  grado  inferiore 
ad  n. 

Se  R^  è  nullo,  o  riesce  di  grado  inferiore  anche  ad  m,  basta  pren- 
dere 

per  avere  un'eguaglianza  del  tipo  voluto. 

Se  no,  si  ragionerà  su  R^  e  B  come  si  è  ragionato  s\i  A  e  B,  e 
si  troverà  per  R^  un'eguaglianza  della  forma 

R.  =  BQ,-{-R,. 

con  (2i  £^  Rj  polinomi  in  C  e  con  i?^,  o  nullo,  o  di  grado  inferiore  a 
quello  di  i?,  ;  dopo  di  che  si  avrà  per  A 

A  =  B(Q,  +  Q,)  +  R,. 
Se  R^  è  nullo,  o  riesce  di  grado  inferiore  anche  a  quello  di  B,  per 

G.    ScoiiZA.  —  Teoria    ctiitrale  dei  iorfii  uuintrici.  la 
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avere  dei  polinomi  Q  ed  R  come  quelli  richiesti  dall'enunciato  basta 
fare 

(2  =  (2.4- a,       R  =  R,', 

se  no,  si  tornerà  ad  applicare  ad  ^^  e  5  il  ragionamento  fatto  per  A 
e  B,  ed  A',  e  B. 

In  ogni  caso,  poiché  il  procedimento  indicato  deve  necessariamente 
aver  termine,  si  finisce  sempre  per  trovare  in  C  dei  polinomi  in  x,  Q 
ed  R,  con  R  nullo,  o  di  grado  inferiore  a  quello  di  B,  per  i  quali  sus- 
siste l'eguaglianza 

(1)  A  =  BQ  +  R. 

Resta  a  dimostrare  l'unicità  di  tali  polinomi  Q  ed  R. 
Ora  ciò  è  presso  che  evidente.  Insieme  con  la  (i)  si  abbia 

(2)  A=BQ'-\-  R', 

Q'  ed  R'  essendo  polinomi  in  x    e  in    C,    ed    R'  essendo    nullo,  o  di 
grado  inferiore  a  quello  di  B. 
Dalle  (i)  e  (2)  segue 

BiQ-  Q')  =  R'  -R, 
e  questa  uguaglianza  non  può  sussistere  se  non  a  patto  che  sia 

R'  -R=Q-Q'  =  o,        cioè         R  =  R',   Q  =  Q', 

perchè  altrimenti,  ricordando  che  è  5  7^  o,  sarebbe  R'  —  i^  ^  o, 
Q  —  (2'  7^  o?  e  in  essa  si  avrebbe,  a  secondo  membro,  un  polinomio 
di  grado  inferiore  a  quello  di  B,  e,  a  primo  membro,  un  polinomio  di 
grado  non  inferiore  a  quello  di  B. 

Come  nel  caso  dell'algebra  ordinaria,  i  polinomi  Q  ed  R,  di  cui 
qui  è  stata  dimostrata  l'esistenza  e  l'unicità,  si  dicono  il  quoto  e  il 
resto  della  divisione  di  A  per  B. 

Se  R  =z  o,  è  A  divisibile  per  B  ;  viceversa,  appunto  per  l'unicità 
di   Q  ed  R,  è  chiaro  che,  se  ^4  è  divisibile  per  5,  risulta  J?  =  o. 

Quando  R  =  o,  il  polinomio  Q  si    dice  anche  il  quoziente  della 

A 
divisione  di  A  per  5  e  si  indica  con  -—  ;  cioè   con    lo    stesso  simbolo 

B 

col  quale  si  rappresenta  la  frazione  —  . 
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121.  Se  A  =  -^(-^O  ^  ^^  -^  ^K-^)  ^^'"^  polinomi  in  C,  dei  quali 
uno,  almeno,  poniamo  1>,  non  è  titillo,  si  può  sempre  deterttiinarc  in  C 
tin  polinotnio  M  (ntcessariatnente  tion  nullo  e  divisore  comune  di  A  e 
B),  si  che  ogni  divisore  comune  di  A  e  B  sia  un  divisore  di  M,  e,  vice- 
versa, ogni  divisore  di  M  sia  un  divisore  cotnune  di  A  e  B. 

Se  A  ò  divisibile  per  B  il  teorema,  come  è  stato  già  osservato,  ò 
evidente,  percliè  in  tal  caso  basta  prendere  M  =  B  per  giustificare 
l'enunciato  ;  supponiamo  pertanto  che  A  non  sia  divisibile  per  B  e  in- 
dichiamo con   Q  ed  A'  il  quoto  e  il  resto  della  divisione  di  A  per  B. 


Dall'eguaglianza 


A=BQ+R 


risulta  che  ogni  divisore  comune  dì  A  e  B  b  un  divisore  comune  di  B 
ed  R,  e  viceversa  ;  poi,  essendo  A  non  divisibile  per  B,  b  R  ^  o. 

Ora  se  B  è  divisibile  per  A',  basta  prendere  M  •=  R  per  giustificare 
l'enunciato  ;  se  no,  si  applicherà  a  B  ed  R  lo  stesso  ragionamento  che 
si  è  fatto  su  A  e  B  ;  cioè  si  indicheranno  con  (2,  ^^  -^^i  •!  quoto  e  il 
resto  della  divisione  di  B  per  R,  e  si  osserverà  che  è  i^,  :7^  o,  e  che  i 
divisori  comuni  di  B  ed  R,  cioè  quelli  dì  A  e  B,  coincidono  con  quelli 
di  R  ed  R,. 

E  qui,  o  R  e  divisibile  per  R^  e  basta  prendere  M  =:  R^  per  giu- 
stificare l'enunciato,  o  no,  e  si  tornerà  a  ragionare  su  R  ed  R^  come 
già  su  ^  e  5,  o  5  ed  R. 

Il  procedimento  indicato  deve  necessariamente  aver  termine,  perchè 
i  resti  delle  divisioni  a  cui  conduce  sono  polinomi  di  gradi  via  via  de- 
crescenti ;  dunque  l'esistenza  di  un  polinomio  come  quello  di  cui  parla 
il  teorema  è  stabilita. 

La  dimostrazione,  che  ci  ha  servito  a  provar  l'esistenza  di  un  tal 
polinomio,  offre  anche  un  metodo  per  trovarne  uno  effettivamente  ;  esso 
è  il  cosi  detto  metodo  euclideo  delle  divisioni  successive. 

122.  Il  teorema  del  n°  precedente,  o,  se  occorre,  una  sua  facile  ap- 
plicazione ripetuta,  mostra  subito,  com'era  stato  già  preannunziato,  che 
alla  domanda  posta  nel  n°  119  bisogna  intanto  rispondere  in  senso 
affermativo,  se  i  polinomi  di  cui  ivi  si  parla  contengono  una  sola  inde- 
terminata. 
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Se  dunque 

sono  polinomi  in  un  corpo  qualunque  C,  non  tutti  nulli,  resta  fissato 
in  C  in  modo  preciso  (ctV.  n°  119)  un  polinomio  (non  nullo)  che  è  il 
loro  massimo  comun  divisore. 

A  questo  proposito  giova  avvertire  che,  se  i  coefficienti  dei  polinomi 
I\,  .  .  .  ,  P^  appartengono  simultaneamente  a  più  corpi,  e  quindi  al 
loro  sottocorpo  comune,  il  massimo  comun  divisore  di  P^ ,  .  .  .  ,  P^  in 
questo  sottocorpo  è  nel  tempo  stesso  il  loro  massimo  comun  divisore 
in  ciascuno  di  quei  corpi,  una  volta  che  a  determinarlo  non  interven- 
gono altro  che  i  coefficienti  di  P^ ,  .  .  .  ,  P,,.  ;  e  quindi  è  inutile  parlare 
di  massimo  comun  divisore  di  P, ,  . .  .  ,  P„,  in  un  corpo  piuttosto  che 
i;;  un  altro  :  basta  parlare  addirittura  di  tnassimo  comun  divisore  di 
P  P 

Avvertasi  che  non  è  lecito  far  ciò  per  la  totalità  dei  divisori  comuni 
di  P^,  . .  .  ,  P^  a  grado  massimo  :  questa  dipende  dal  corpo  entro  il 
quale  i  polinomi  P^ ,  .  .  .  ,  P„,  si  intendono  considerati. 

123.  Polinomi  con  una  sola  indetcrminata  primi  tra  loro  in  un 
corpo  C  (vedi  n°  83)  sono  polinomi  che  in  C  hanno  per  massimo  comun 
divisore  (un  polinomio  equivalente  a)  i  ;  e  viceversa.  Quindi,  in  virtù  di 
quanto  è  detto  nel  n°  precedente,  la  verità  dell'asserzione,  che  chiude  il 
n°  83,  per  i  polinomi  con  una  sola  indeterminata  è  stabilita,  e  per  questo 
caso  possiamo  ormai  parlare  di  polinomi  primi  fra  loro,  senz'altro. 

Si  vede  subito  che  : 

Se  dei  polinomi  in  C,  P^  =  P,  (x),  .  .  .  ,  P^  =z  P^^  (.v),  uno  almeno 
non  e  nullo,  ed  M  e  un  loro  divisore  comune  di  grado  tnassimo,  i  quoti 
delle  divisioni  di  P, ,  ... ,  P^  per  M  sono  primi  tra  loro.  E  inversamente. 

Infatti  da 

P,  =  MQ,,  ...,  P„  =  MQ„, 

con  Me  ^^ ,  . .  .  ,  Q^  polinomi  in  C,  segue  che  M  non  è  certo  un 
divisore  comune  di  P, ,  .  . .  ,  P^  a  grado  massimo,  se  ^^ ,  .  . .  ,  Q^ 
non  sono  primi  tra  loro,  ma  hanno  un  divisore  comune  di  grado  >  o.  E 
segue  pure  che,  se  Q, ,  ... ,   Q_^  sono  primi  fra  di  loro,  non  può  essere 
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M  un  divisore  comune  di  P,  ,  .  .  .  ,  P^,  a  grado    non    massimo,   porcile 
altrimenti,  detto  M'  uno  di  questi,  sussisterebbero  eguaglianze  della  forma 

M'  =  MN, 

P,  =  M'Q:,  ...,  P_^,v/'(21,, 

con  N,   Q[y  .  .  .  ,   Q'^  polinomi  in   C  ed  N  di  grado  >•  o,  e  si  avrebbe 

cioè   Q^,  .  .  .  ,   (2,„  "on  sarebbero  primi  tra  loro. 

124.  Se  A  =  A(^x)  e  B  =  5(,v)  sono  polinomi  in  C  col  massimo 
comun  divisore  M,  è  possibile  trovare  in  C  dei  polinomi  A'  =:  A' (^x)  e 
B'  —  B'{x),  si  che  si  abbia 

AA'  -\-  BB'  :=M. 

Se  dei  polinomi  A  e  B  uno  è  nullo,  e  quindi  l'altro  non  differisce 
da  M  che  per  un  fattore  numerico  non  nullo,  il  teorema  è  evidente  ;  se 
no,  si  applichi  ad  y^  e  i^  il  metodo  delie  divisioni  successive,  e  si  trovi 
così  la  catena  di  eguaglianze 

A  =  BQ^+R,, 


R^  essendo  il  resto  dell'ultima  divisione  che  non  di  resto  nullo. 

Per  quanto  è  detto    nel  n°    121,  R^^    non  differisce  da    M  che  per 
un  fattore  numerico  7.  non  nullo. 

Ora  è 

R^  =  A-BQ^, 
mdi 

R.  =  B  -  R,Q.  =  -  AQ.  +  B{i  -\-  Q,  QJ, 

e  così  via  ;  dunque  è  in  definitiva 

R„  =  AA^-\-BB^, 

indicando  con  A^  e  5,  due  opportuni  polinomi  in   C. 

Di  qua,    ricordando    che  R^  =  x  M  {x  ^  o),    si    ricava    che  basta 
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prendere 

per  avere,  come  volevasi, 


a.       '  a      ' 


AA'  -{-  BB'  =  M. 


Se  P, ,  .  .  .  ,  P,„  sono  polinomi  in  C  e  in  x  col  massimo  comun 
divisore  Af,  e  P, ,  .  .  .  ,  P„,_,  non  sono  tutti  nulli,  M  è  il  massimo 
comun  divisore  di  P„,  e  del  massimo  comun  divisore  di  P^ ,  ... ,  P^_^  ; 
quindi  una  facile  applicazione  ripetuta  del  teorema  dimostrato  dà  il 
teorema  più  generale  : 

Se  P,  =  P,  (.v),  . . .  ,  P„  =  P,„  (x)  sono  polinomi  in  C  col  mas- 
simo comun  divisore  M,  h  possibile  determinare  in  C  dei  polinomi 
P;  =  P;(.v),  ...,?'„  =  P'Sx),  si  che  si  abbia 

p,p:-\-  •••  +p,.p:  =  m. 

In  particolare  : 

Se  P,  =  P,  (x),  .  .  .  ,  P^^  ■=  P^  (x)  sono  polinomi  in  C  primi  tra  di 
loro,  è  possibile  trovare  in  C  dei  polinomi  P|  =  P|(a-),  ...,  P|^  =  P|^(x), 
sì  che  si  abbia 

p^p:-^'"  -\-p.p:  =  ^- 

125.  Se  P,  Q,  R  sono  polinomi  in  C  con  V indeterminata  x,  P  ed 
R  sono  primi  tra  di  loro  ed  R  h  un  divisore  del  prodotto  P  Q,  R  è  anche 
un  divisore  di  Q. 

Essendo  P  ed  ^  primi  tra  di  loro,  esistono  in  C  dei  polinomi 
P'  ed  R'  per  i  quali  è 

I  =PP'  -{-  RR'. 
Di  qua  si  trae 

Q=QPP'-i-QRR\ 

dunque  R,  dividendo  QRR'  e  dividendo  Q,PP\  perchè  divide  ^P, 
dividerà  anche   Q. 

Se  i?  è  un  polinomio  irriducibile  in  C,  ed  R  non  divide  P,  P  ed 
R  sono  primi  tra  di  loro  (n°  83)  ;  dunque  : 

Se  P,  Q,  R  sono  polinomi  in  x  nel  corpo  C  ed  R  e  irriducibile  in 
Cj  R  non  può  dividere  il  prodotto  P  Q,  se  non  a  patto  che  divida  P  0  Q. 
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Più  generalmente  : 

Se  P^,  .  .  .  ,  P„  sono  poìinomi  in  x  nel  corpo  C  ed  R  e  irriducibile 
in  C,  R  non  pub  dividere  il  prodotto  P,  ■■  •  P„,  se  non  a  patto  che  di- 
vida uno,  almeno,  dei  polinomi  P. 

126.  Se  P  e  (2  sono  polinomi  in  C  non  primi  tra  loro,  P  e  Q 
ammettono  certo  in  C  qualche  divisore  comune  a  grado  positivo,  e 
quindi   (n°    80)    qualche    divisore    comune    irriducibile    in    C  ;    dunque 

Se  P,  P^,  .  .  .  ,  P„  sono  polinomi  in  C  con  una  sola  indeterminata 
e  P  h  primo  con  ciascuno  dei  polinomi  P^,  .  .  .  ,  P„, ,  P  è  primo  anche 
col  prodotto  P,  ...  P^ . 

Dopo  ciò  si  ha  subito  che: 

Un  polinomio  nel  corpo  C,  con  una  sola  indeterminata,  il  quale  sia 
divisibile  per  più  polinomi  primi  fra  loro  a  due  a  due,  è  divisibile  addi- 
rittura per  il  loro  prodotto. 

137.  Se  P  è  un  polinomio  in  x,  riducibile  iti  C,  ed  è 

con  le   Q  e   Q'  polinomi    in    x    irriducibili  in   C,  è  l  =^  t,  e   i  polinomi 
Q',  a  meno,  eventualmente,  dell'ordine  e  di  fattori    )iumerici  (non  nulli), 
non  differiscono  dai  polinomi   O. 
Infatti  è 

(3)  (2.a  •••  q,  =  q:q:  ■-■  Q], 

quindi  Ql  divide  il  prodotto  Q,  Q,  •  •  •  (2;  •  ^^  Q,  ^  irriducibile  in  C, 
dunque  (n°  125)  Q\  deve  dividere  uno  almeno  dei  polinomi  Q.  Posto 
che  Q[  divida  (2, ,  essendo  (2,  irriducibile  in  C,  Q[  non  potrà  differire 
da  (2,  ^^^  per  un  fattor  numerico.  Posto  che  sia  Q[  =  r^  (2, 5  '^on 
a.^  numero  di  C,  sarà  pertanto 

(2, a  •••  <2;--.c.(2;  •••  q:- 

Di  qua,  essendo  (2,  9^  o,  segue 

(4)  a  ••  <2;-^<2;  •••  q:- 

Ora  si  applichi  alla  (^)  il  r.igionamento  fatto  sulla  (3)  e  si  troverà 
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che   Q',  non  differisce  che  per  un  fattor  numerico  da  uno  dei  polinomi 

C    .  .  .  ,    (2;  •    I^^C. 

Il  teorema  dimostrato  può  anche  enunciarsi  dicendo  che  : 
Ove  si  prescinda  da  fattori  numerici,  è  unica,  in  qualsivoglia  corpo, 
la  decomposi:{ione  di  un  polinomio,  con  una  sola  indeterminata,  ivi  ridu- 
cibile, in  un  prodotto  di  polinomi  ivi  irriducibili. 

Occorre  appena  a\^'ertirc  che,  ad  cs.,  nell'eguaglianza  superiore 

^  -  (2.  a  •  •  •  (2. 

può  bene  avv'enire  che  qualcuno  dei  fattori   Q  sia  eguale  a  qualche  altro, 
o  ne  differisca  soltanto  per  un  fattore  numerico. 

128.  Dal  teorema  che  chiude  il  n°  125  discende  subito  che: 

Se  P,  Q,  R  sono  polinomi  non  nulli  in  C,  con  mia  sola  indetermi- 
nata, ed  R  è  un  divisore  del  prodotto  P  0,   sussiste  uneguaglian:^a  della 

forma 

R  =  P'  0', 

con  P'  e   Q'  divisori  in  C  di  P  e  Q,  rispettivamente; 

e  che: 

Se  P,  P, ,  .  . .  ,  P^, ,  5  sono  polinomi  in  C  con  una  sola  indeter- 
minata e  P, ,  . . . ,  P„, ,  S  sono  primi  tra  loro,  S  non  pub  essere  un  divi- 
sore comune  di  PP^,  ...  ,  PP„,,  se  non  a  patto  che  sia  un  divisore  di  P. 

b)  Il  caso  dei  polinomi 

con  un  numero  qualunque  di  indeterminate. 

Minimo  comune  multiplo. 

129.  Grazie  ai  risultati  raggiunti  nel  §  precedente,  per  estendere  la 
teoria  del  massimo  comun  divisore  al  caso  dei  polinomi  con  un  numero 
qualunque  di  indeterminate  possiamo  procedere  col  metodo  induttivo  ; 
possiamo  cioè  limitarci  a  far  vedere  che  essa  può  essere  estesa  ai  poli- 
nomi con  n  -f-  I  indeterminate,  ove  si  assuma  come  acquisita  per  i  po- 
linomi con  n  indeterminate. 

Cosicché,  dunqu:,  in  quanto  segue,  per  i  polinomi  con  n  indeter- 
minate Xj ,  .  .  .  ,  x^  in  un  corpo  C  noi  assumeremo  : 
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a)  che  sia  provata  l'esistenza  del  niassiiiio  coinun  divisore  per  ogni 
gruppo  assegnato  di  polinomi  non  tutti  nulli  e  la  dipendenza  di  esso 
soltanto  dai  polinomi  del  gruppo  (cfr.  n°  122); 

(i)  che  per  essi  si  possa  parlare  di  polinomi  jirinii  ira  loro,  senz'al- 
tro (cfr.  n'*  123)  ; 

Y)  che  siano  dimostrati  per  essi  i  teoremi  analoghi  a  quelli  che 
per  i  polinomi  con  una  sola  indeterminata  si  trovano  stabiliti  nei 
n"   125,  ...  ,   128. 

E  va  da  so  allora  che  tutte  queste  proprietà  potranno  essere  assunte 
come  ormai  provate  anche  per  i  polinomi  in  C  con  11  -\-  i  indetermi- 
nate equivalenti  a  polinomi  con  n  indeterminate  soltanto. 

130.  Ciò  premesso,  sia  P  un  polinomio  non  nullo  in  C  con  le 
n  -f-  I  indeterminate  a^  ,  .  .  .  ,  x^,  y  e,  detto  m  (X  o)  il  grado  di  P  ri- 
spetto ad  )',  pongasi 

P  =  Qoy"'  +  (2,  v-'  +  •  •  •  +  a„-.)'  +  Q.     (<3o  9^  o), 

le  Q  essendo  polinomi  in   C  in  .v^ ,  .  . .  ,  x^^^y  equivalenti  a  polinomi  in 
X. ,   ....  X  . 

I  '  '         n 

Siccome  è  Q^  :^  o,  e  k  0  equivalgono  a  polinomi  con  sole  n 
indeterminate,  vi  è  luogo  (n"  129)  a  considerare  il  massimo  comun 
divisore  dei  polinomi  Q.  Se  U  è  tale  massimo  comun  divisore,  U  equi- 
varrà anch'esso  a  un  polinomio  in  x, ,  .  . .  ,  x^^  e  si  dirà  il  divisore 
di  P  rispetto  ad  y. 

Quando  è  [7  =  i,  ossia  quando  le  Q  sono  prime  tra  loro,  P  si 
dice  primitivo  rispetto  ad  y. 

131.  Se  P  e  P'  sono  polinomi  in  C  con  le  indeterminate  x, ,  ...,  x^,  y 
primitivi  rispetto  ad  y,  anche  il  loro  prodotto  PP'  e  primitivo  rispetto  ad  y. 

Detti  m  ed  m'  i  gradi  di  P  e  P'  risjietto  ad  y,  si  ponga 

p=  Qo)'"  +c.y'"'  4-  •••  +  a.        (Qo9^o), 

P'  =  Q:y-'  +  Q'y'-'  +  ■■■  -Ì-Ql'  ((?:^o), 

con  le   Q  e   (2'  equivalenti  a  polinomi  in  x^ ,  .  .  .  ,  x^ .  Sarà 

PP'  =  Qo)'""-"'  +  Q':/'--'-  + .  •  •  +  q:i„,, 

G.    ScORZ*.  —  Tforia   fi-iifrn/f  ./ri   corfi   numtriri.  Ij 
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dove   Q\'  (/  =  o,  I,  .  . .  ,  tn  -\-  in')  sta  per 

la  somma  essendo  estesa  ai  valori  di  i  e  /,  compresi  rispettivamente  nelle 
serie  o,   i,  .  .  .  ,  m,  e  o,   i,  .  .  .  ,  m',  per  i  quali  è  i  -j-  y  =  /. 

Suppongasi  ora,  se  è  possibile,  che  il  polinomio  (non  nullo)  P  P' 
non  sia  primitivo  rispetto  ad  y.  Se  F  e  il  divisore  di  P  P'  rispetto  ad 
y,  V  sarà  di  grado  >  o,  e  quindi  ammetterà  in  ogni  caso  un  divisore 
irriducibile  in  C.  Poniamo  che  un  tale  divisore  sia  W  \  questo,  natural- 
mente, equivarrà  anch'esso,  al  pari  di  F,  a  un  polinomio  in  x, ,  . . ,  ,  x^. 

Una  volta  che  P  t  P'  sono  primitivi  rispetto  ad  y^  non  è  possibile 
che  W  divida  tutte  le  ^,  o  tutte  le  Q  ;  quindi  esistono  due  interi  r  ed 
5  (p^r  ^tn,  o  ^  s  ^  tu'),  tali  che  IF  non  divide  né  Q^,  né 
Q[ ,  ma,    se  r  >  o,    divide    Q„ ,   g, ,  . .  .  ,   Q_, ,  e,    se    j  >  o,  divide 

Q'o,  Q\,  ..-,  <2:_.- 

Allora  fV  non  dividerà  il  prodotto  Q^Q',  (n°  129),  ma  dividerà 
ciascun  prodotto  del  tipo  Q^  Q' ,  con  i  non  superiore  ad  r  —  i,  o  con 
;  non  superiore  ad  5  —  i. 

Intanto  Q'J^^ ,  o  coincide  con  Q,Q[,  o  é  la  somma  di  Q^  Q[  e  di 
prodotti  del  tipo  ora  detto,  dunque   IV  non  dividerà   Ql'^,. 

Ma  ciò  è  assurdo,  perché  W  dividendo  F  deve  dividere  (2r+j) 
dunque  ecc. 

132.  Il  teorema  ora  dimostrato  dà  luogo  facilmente  a  quest'altro 
che  lo  generalizza: 

Se  P  e  P'  sono  polinomi  in  C  in  x, ,  .  ..  ,  x„,  y  coi  divisori,  ri- 
spetto ad  y,  Uè  U\  il  divisore  di  PP'  rispetto  ad  y  è  UU'. 

Infatti,  se  si  pone 

P=UR,        P'=U'R\ 

con  R  ed  R'  polinomi  in  C,  é  chiaro  che  R  ed  R'  riescono  primitivi 
rispetto  ad  y.  Ma  allora  è  tale  anche  RR'  ;  ed  essendo 

PP'  =  UU'.RR', 

con  U  U'  equivalente,  al  pari  di  U  ed  t/',  a  un  polinomio  in  x, ,  . . . ,  x^ , 
è  chiaro  che,  al  più,  U U'  non  può  differire  dal  divisore  di  PP'  rispetto 
ad  y  che  per  un  fattore  numerico  (non  nullo). 
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Qui  non  diciamo  senz'iiltro  che  U  U'  è  ì[  divisore  di  P  P'  rispetto 
ad  )',  perchè  il  massimo  comun  divisore  di  un  gruppo  di  polinomi  non 
è  per  noi  un  loro  qualunque  divisore  comune  a  grado  massimo,  ma  il 
loro  divisore  comune  a  grado  massinìo  che  soddisfa  a  una  certa  condi- 
zione (cfr.  n°  119), 

Ma  si  vede  subito  che  il  prodotto  di  polinomi  soddisfacenti  a 
quella  condizione  è  un  polinomio  che  pure  vi  soddisfa  ;  dunque  U  U'  è 
proprio  il  divisore  di  P  P'  rispetto  ad  y. 

133.  Sebbene  non  sia  necessario  per  lo  scopo  cui  tendiamo,  è 
utile  dedurre  dai  teoremi  precedenti  l'interessante  proposizione  : 

Uh  poltnotnio  P  in  C,  con  le  indeterminate  x, ,  .  .  .  ,  x^ ,  y,  è  ridu- 
cibile anche  in  C,  se,  considerato  come,  un  polinomio  in  y  in  C{x^,  ...,  xj 
(n"  92),  è  riducibile  in  C(x, ,  ..  .  ,  x^). 

Per  chiarezza  diciamo  P^  il  polinomio  P  considerato  come  polinomio 
in  y  in  C(x^ ,  ...,  x  J  ;  e  supponiamo  che  P,  sia  riducibile  in 
C(x.,  ...,x„). 

Sussisterà  un'eguaglianza  della  forma 

P   —  P'  P" 

con  P[  e  P'I  polinomi  in  y  nel  corpo  C{x^,  ...  ,  xj,  di  gradi  non 
inferiori  ad   i. 

Ciò  significa    (n°    9)),    che    sussisterà    in    C   un'eguaglianza    della 
forma 
(i)  vP  =  P'P", 

con  V,  P'  e  P"  polinomi  in  C  in  x_ ,  .  .  .  ,  x^ ,  y,  il  primo,  equivalente 
a  un  polinomio  non  nullo  in  x_ ,  .  .  .  ,  x,, ,  e  gli  ultimi  due  di  gradi  non 
inferiori  a  i   rispetto  ad  y. 

Se  i  divisori  di  P'  e  P"  rispetto  ad  y  si  indicano  con  V  e  F",  il 
divisore  dì  vP  rispetto  ad  y  sarà  (n°  132)  V'V".  Ma  tale  divisore  è 
divisibile  per  i\  dunque,  badando  che  v^  F\  V"  equivalgono  tutti  a 
polinomi  con  n  indeterminate  soltanto,  si  conclude  (cfr.  n°  129  e  n°  128) 
che  deve  essere 
(2)  V  =  u'  u'\ 

« 
con  u'  e  u"  convenienti  divisori  in  C  di  F'  e  F",  rispettivamente. 
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Posto 

P'  =  T'A",        P"  =  r"R'\ 

V  =  u  U\  V"  =  n"  U'\ 

con  R'y  R",  U'  e  U"  polinomi  in  C,  osservando  che  u'  e  u"  sono,  come 
V,  non  nulli,  dalle  (i)  e  (2)  si  deduce 

P=  U'U"R'R". 

Ma  R'  ed  R"  sono,  al  pari  di  P'  e  P",  di  gradi  non  inferiori  a 
I  rispetto  a  y,  perchè  V  e  T"  sono  di  grado  zero  rispetto  ad  v,  dun- 
que P  è,  come  volevasi,  riducibile  in   C. 

Avvertasi  che  il  teorema  dimostrato  non  è  senz'altro  invertibile  '). 

Se  ^  ed  5  sono  polinomi  in  C  in  x^ ,  . .  .  ,  x^ ,  )',  il  primo  equi- 
valente a  un  polinomio  in  x, ,  .  .  .  ,  x„  di  grado  X  i  e  il  secondo  irri- 
ducibile in  C  e  di  grado  X  i  rispetto  ad  y,  il  prodotto  RS  e  riducibile 
in  C,  ma,  considerato  come  polinomio  in  v  in  C(.v, ,  ...  ,  xj,  è  quivi 
irriducibile. 

134.  Se  P*",  ...,  P'"  sono  polinomi  in  C  con  le  indeterminate 
A'^,  .  .  .  ,  .r„,  y,  primi  tra  loro  in  C,  P"\  .  .  .  ,  P"  sono  primi  tra  loro 
anche  se  si  considerano  come  polinomi  in  y  in  C(x, ,  ..  .  ,  xj. 

Supponiamo,  se  è  possibile,  che  ciò  non  sia,  e  supponiamo  che  nes- 
suno dei  polinomi  P  sia  nullo  ;  in  caso  contrario,  riferiremmo  il  discorso 


')  II  lettore  avrà  senza  dubbio  rilevata  l'analogia  che  intercede  fra  i  teoremi 
di  questi  ultimi  tre  n'  e  i  relativi  procedimenti  dimostrativi  con  ben  noti  teoremi  di 
Gauss  e  le  loro  dimostrazioni. 

Questi  teoremi,  ove  si  ricordi  che  un  polinomio  (non  nullo)  a  coefficienti  in- 
teri si  dice  primitivo,  se  i  coefficienti  sono  primi  tra  loro,  si  enunciano  nel  modo 
che  segue  : 

a)  Se  f(x),  g(x)  sono  polinomi,  a  coefficienti  interi,  primitivi,  tale  è  anche  il  loro 
prodotto  f(x)g(x); 

P)  Se  f(x),  g(x)  sono  polinomi  non  nulli  a  coefficienti  interi,  il  massimo  comun 
divisore  dei  coefficienti  di  f(x)g(x)  è  il  prodotto  dei  massimi  comuni  divisori  dei  coeffi- 
cienti di  f(x)  e  gix),  rispettivamente  ;  0,  come  si  dice,  il  divisore  di  f{x)g{x)  è  il  pro- 
dotto dei  divisori  di  f(x)  e  i(x); 

Y)  Se  f{x)»è  un  polinomio  a  coefficienti  interi  riducibile  nel  corpo  ragionale,  esso 
è  pure  sperabile  in  un  prodotto  di  polinomi  a  coefiicienti  interi. 
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soltanto  ai  polinomi  non  nulli,  che  esisterebbero  certamente  e  che  sa- 
rebbero sempre  primi  tra  loro. 

Detti  P,",  , .  .  ,  P|'*  i  polinomi  P'",  .  .  .  ,  P"*  considerati  come  po- 
linomi   in    V  in   ^-(-v, ,  ..-,  X,),    sussisteranno    delle    eguaglianze  della 

forma 

p(i) p  (-;(')  pi'i  —  p  (Zi') 

con  F  ,  G['\  . .  .  ,  G*,''  polinomi  in  y  in  C(x_,  .  .  .  ,  xj,  e  il  primo 
di  grado  ^  i,  gli  altri  di  grado  1^  o. 

Ciò  significa  che,  indicando  con  /<,  F,  G'",  ...  ,  G*"  convenienti 
polinomi  in  C  con  le  indeterminate  .v, ,  .  .  .  ,  .\\,  y,  il  primo  non  nullo 
ed  equivalente  a  un  polinomio  in  x^,  ...  ,  a„,  il  secondo  di  grado 
X  1  rispetto  ad  y,  gli  ultimi  di  grado  1^  o,  sarà 

«P"'  =  FG"\  ...,  uP^"  =  FG\ 

dove,  come  è  chiaro,  è  lecito  supporre,  senza  venir  meno  alla  generalità, 
che  G*",  .  .  .  ,  G'*  non  abbiano  alcun  divisore  comune,  di  grado  ^  o, 
che  divida  anche  u. 

I  divisori  di  y-,  G'"  ,  ... ,  G'"'  rispetto  ad  y  siano  U,  F  " ,  ... ,  F'" .  Quelli 
di  mP",  ...,  »P'"  saranno  L/T",  ...,  L^  P"  ;  dunque  UV''\...,  U  P'^ 
dovranno  esser  divisibili  per  n.  Ma,  per  l'ipotesi  fatta  su  G''',...,  G"  ed 
M,  i  polinomi  K'",  .  .  .  ,  r'',  u,  equivalenti  a  polinomi  in  x_ ,  .  .  .  ,  x^, 
sono  primi  tra  loro;  dunque  (cfr.  n°  129  e  128)  U  è  divisibile  per  «, 

e  posto 

F=UH,         U=uv, 

con  //  e  V  polinomi  in   C,  resta,  essendo  11  7^  o, 

P'"  =  vHG''\  ...  ,  F'^  =  vHG^\ 

iMa  H  è,  al  pari  di  F,  di  grado  ^  i  rispetto  ad  j,  perchè  U  è 
del  grado  zero  rispetto  ad  v,  quindi  P",  .  .  .  ,  P'*,  contro  l'ipotesi,  non 
sarebbero  primi  tra  loro  in  C. 

L'assurdo,  a  cui  siamo  pervenuti,  dimostra  il  teorema. 

135.  Se  P"* ,  .  . .  ,  P'"  sono  polinomi  primi  tra  loro  in  C,  con  le 
indeterminate,  x^ ,  ...  ,  x^,  v,  «'  possibile  determinare  in  C  dei  polinomi 
Q'\  ...  ,  Q'^  ed  R,  con  R  equivalente  a   un   polinomio    non   nullo    in 
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X  .....  X  .  si  che  si  abbia  : 

pc»  (2<"  +  .  • .  4-  ?"»  <2"'  =  ^• 

Infatti,  se  P|",  .  .  .  ,  P|"  sono  i  polinomi  P'",  .  .  .  ,  P*"  considerati 
come  polinomi  in  v  in  C(x, ,  ...  ,  xj,  P['*,  ...  ,  P|'*  sono  primi  tra 
loro;  quindi  (n°  124)  è  possibile  determinare  in  C(^x^,  .  ..  ,  x„)  dei 
polinomi   (21''  j  •  •  •  >   (21"  t^li  '^he  risulti 

p;-)  ();■>+  ...  +p;"(21"  =  i. 

E  di  qua  segue  subito  l'enunciato. 

Da  esso  risulta  che  : 

Se  P''\  .  .  .  ,  P*"  sotio  politwmi  primi  tra  loro  in  C,  con  le  indeter- 
miìiate  x^,  . .  .  ,  x^,  y,  e  C  h  un  sottocorpo  di  C,  P*'',  .  .  .  ,  P"*  sono 
primi  tra  di  loro  anche  in  C 

Supponiamo,  se  è  possibile,  che  ciò  non  sia.  Esisterà  in  C  un 
divisore  comune,  diciamo  T,  di  P'"',  .  .  .  ,  P'",  che  sarà  di  grado  ^  o, 
e  quindi  di  grado  ^  i  rispetto  ad  una,  almeno,  delle  indeterminate 
X.,  ■■•,  x„,  y. 

Per  poter  utilizzare  le  notazioni  precedenti,  supponiamo  come  è 
lecito,  che  tale  indeterminata  sia  la  y. 

In   C,  e  quindi  anche  in   C,  sussiste  un'eguaglianza  del  tipo 

p(')  (2<')  4-  ...  4-  P"  (2<"  =  P, 

col  significato  dei  simboli  sopra  chiarito,  dunque   T  dovrà  dividere  R. 

Ma  ciò  è  assurdo,  perchè,  rispetto  ad  y,  R  è  del  grado  zero,  T  di 
grado  ^  I,  dunque  ecc. 

Resta  così  stabilito  che  anche  per  i  polinomi  con  n  -\-  1  indetermi- 
nate si  può  parlare  di  polinomi  primi  tra  loro,  sen^altro. 

136.  Se  P,  P',  S  sono  polinomi  in  C  con  le  indeterminate  x^ ,  ... ,  x^,  y, 
e  P,  P'  sono  primi  tra  loro,  P  divide  S,  se  divide  il  prodotto  P'  S. 

Supponiamo,  infatti,  che  P  sia  un  divisore  di  P'  S,  e  sia 

(3)  P'S  =  PT, 

con   T  polinomio  in  C. 

Poiché  P  è  un  divisore  di  P'  S  è  certo  P  :^  o  ;  se  poi  fosse  P'  =  o 
(e  quindi  P  di  grado  zero),  o  S  =  o,  il  teorema  sarebbe  senz'altro  evi- 
dente, quindi  possiamo  imaginare  che  sia  anche  P'  y^  0  ed  S  ^  0. 
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Essendo  P  e  P'  primi  tra  loro,  sussiste  per  essi  (n°  135)  un'egua- 
glianza della  forma 

con  R,   Q,   Q'  polinomi  in   C,  e  il    primo    equivalente    a  un  polinomio 
non  nullo  in  .v, ,  .  .  .  ,  x,  ;  quindi  sari  pure 

(4)  PSQ  +  P'SQ'  =  RS. 
La  (5)  e  la  (4)  danno 

(5)  PiSQ+TQ')  =  RS; 

per  conseguenza,  moltiplicando  per   Te  badando  ancora  alla  (3),  si  avrà 

FS{SQ+TQ')=.RST, 
cioè,  essendo  S  ^  o, 

(6)  P'{SQ+TQ')  =  RT. 

La  (5),  essendo  R  ^  o,  S  yi^  o,  mostra  che  S  Q -\-  TQ'  ^  o; 
dopo  di  che  la  (5)  e  la  (6)  mostrano  che  R  divide  i  divisori,  rispetto 
ad  y,  di  entrambi  i  polinomi  non  nulli 

P(SQ+TQ')        e        P'iSQ-\-TQ'). 

Ma  essendo  P  e  P'  primi  tra  loro,  non  esiste  alcun  divisore  comune 
di  grado  >  o  di  i?  e  dei  divisori  di  P  e  P'  rispetto  ad  v  ;  dunque  R 
divide  il  divisore  di  5  (2  +  T  Q'  rispetto  ad  y,  e  dalla  (5)  discende 
un'eguaglianza  della  forma 

PH  =  5, 

con  H  polinomio  in   C  ;  la  quale  dimostra  appunto  che  P  divide  5. 

137.  Ormai  non  vi  è  bisogno  di  insistere  ulteriormente  per  far 
comprendere  che  tutti  i  teoremi  dei  n'  125,  .  ..  ,  128,  ammessi  già  per 
i  polinomi  con  n  indeterminate,  si  lasciano  estendere  a  quelli  che  ne  con- 
tengono «  -j-  ^• 

Ma  allora  e  ben  chiaro  che  alla  domanda  posta  nel  n°  119  si  deve 
rispondere  affermativamente  anche  per  i  polinomi  con  n  -\-  i  indeter- 
minate, perche  basta  imaginar  decomposti  in  prodotti  di  polinomi  irri- 
ducibili in  C  quelli  fra  i  polinomi  P, ,  .  .  .  ,  P^  di  cui  ivi  si  parla,   che 
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siano  riducibili  in  C,  e  adoperare  i  teoremi,  cui  or  ora  è  stato  alluso, 
per  indicare  immediatamente  come  deve  esser  formato  il  polinomio  M 
che  ivi  si  chiede. 

Segue  che  può  parlarsi  di  massimo  comun  divisore  in  C  anche 
per  gruppi  di  polinomi  in  C  non  tutti  nulli  con  n  -\-  i  indeterminate; 
e  poiché  il  teorema  del  n°  123  si  estende  subito  a  questi  polinomi,  basta 
ricordare  l'osservazione  che  chiude  il  n°  155  per  concludere  che  anche 
nel  caso  attuale  si  può  parlare  di  massimo  comun  divisore,  senz'altro, 
anzi  che  di  massimo  comun  divisore  in   C. 

La  teoria  che  ha  formato  l'oggetto  dei  due  ultimi  paragrafi  è,  cosi, 
compiutamente  stabilita. 

138.  A^'^'ertasi  prima  di  chiudere  questo  capitolo  che  i  risultati  rag- 
giunti permettono  di  mostrar  subito  che  : 

Se  P^,  .  .  .  ,  P^  sono  polinomi  non  nulli  in  un  corpo  C,  con  certe 
stesse  indeterminate,  esiste  in  C  un  polinomio  non  nullo  M  —  determinato 
solo  a  meno  di  un  fattor  numerico  (non  nullo)  —  tale  che  qualunque 
polinomio  in  C  avente  ufi  divisore  in  ciascuno  dei  polinomi  P,  abbia  un 
divisore  anche  in  M,  e  qualunque  polinomio  in  C  avente  un  divisore  in 
M  abbia  anche  un  divisore  in  ciascuno  dei  polinomi  P. 

Uno  qualunque  dei  polinomi  come  M  si  dice,  di  solito,  minimo 
comune  multiplo  di  P^ ,  .  .  .  ,  P__  in   C. 

Ma  giova  anche  qui,  come  già  nel  n°  119  per  il  massimo  comun 
divisore,  attenersi  a  una  definizione  diversa;  e  stabilire,  allo  stesso  modo 
che  nel  n°  119,  una  convenzione  che  serva  a  fissare  univocamente  il 
minimo  comune  multiplo  in  C  di  P^ ,  . .  .  ,  P^ ,  mediante  un  ordi- 
namento delle  indeterminate  che  compariscono  in  P^ ,  .  .  .  ,  P^ . 

Allo  stesso  modo  che  per  il  massimo  comun  divisore,  si  riconosce 
subito  che  il  minimo  comune  multiplo  in  C  di  P^ ,  .  .  .  ,  P^  è  il  minimo 
comune  multiplo  di  P^ ,  .  .  .  ,  P^,  in  qualunque  corpo  cui  appartengono 
i  loro  coefficienti  ;  e  quindi  si  può  parlare  di  minimo  comune  multiplo 
di  Pj ,  .  .  .  ,  P^_ ,  senz'altro. 

Basta  osservare  che  i  quozienti  delle  divisioni  del  minimo  comune 
multiplo  di  P^ ,  .  .  .  ,  P^.^  per  i  polinomi  P_ ,  . . .  ,  P,,,  sono  primi  tra  di 
loro  ;  e  che,  viceversa,  se  un  polinomio  divisibile  per  P, ,  . . .  ,  P„,  è  tale 
che  i  quozienti  delle  divisioni  di  esso  per  i  singoU  polinomi  P  risultino 
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primi  tra  loro,  quel  polinomio  non  può  differire    dal    minimo    multiplo 
comune  di  P, ,  .  .  .  ,  P„,  che  per  un  fattore  numerico  non  nullo. 

Occorre  appena  avvertire  che  i  polinomi  in  C  differenti  dal  minimo 
comune  multiplo  di  P^ ,  .  .  .  ,  P^  soltanto  per  un  fattor  numerico  non 
nullo  sono  i  polinomi  in  C  non  nulli  di  grado  minimo,  che  riescano 
divisibili  per  ciascuno  dei  polinomi  P. 


G.    Scorza.  —  Tioria  ^mirale  .lei  corpi  numtrici 


CAPITOLO  III. 

CORPI  ALGEBRICI   E    CORPI   FINITI. 


Corpi  algebrici. 


139.  Sia  C  un  qualsivoglia  corpo  numerico  t  K  la  classe  dei  poli- 
nomi in  C  con  l'indeterminata  x  ;  poi  sia  P  un  elemento  di  K  non 
nullo. 

Se  (2  e  Q'  sono  elementi  di  K,  secondo  che  la  differenza  Q  —  Q' 
è,  o  non,  divisibile  per  P,  si  dice  che  ^  e  ^'  sono  congrui  o  incon- 
grui rispetto  al  modulo  P,  e  per  indicare  ciò  si  scrive 

Q=  Q'  (mod  P), 

oppure 

<2  #  Q'  (mod  P). 

E  chiaro  che  : 

La  congruenza  rispetto  al  modulo  P  gode  delle  proprietà  riflessiva, 
simmetrica  e  transitiva  ; 

e  che  quindi  gli  elementi  di  K  possono  distribuirsi  in  classi  rispetto 
al  modulo  P,  o,  come  diremo,  in  classi  mod  P,  si  che  due  elementi  di  K 
appartengano,  o  non,  a  una  stessa  classe,  secondo  che  sono  congrui  o 
incongrui  rispetto  al  modulo  P. 

Elementi  di  K^  situati  in  una  stessa  classe,  divisi  per  P  danno  lo 
stesso  resto  ;  e  viceversa. 

Se  (2  è  un  elemento  di  K  si  indicherà  con  [<2]p)  ^  semplicemente 
con  [2],  la  classe  mod  P  cui  esso  appartiene. 

Classe  zero  è  la  classe   [o]  cui   appartiene    l'elemento  nullo  di  K. 
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Classe  unità  e  la  classe  [i]  cui  appartiene  l'elemento  di  K  equiva- 
lente a   I. 

Se  P  non  è  di  ^raiìo  :iero,  quelle  due  classi  sono  certo  differenti. 

140.  Se  per  gli  elementi   Q,  R,   Q',  R'  di  K  si  ha 

Q=Q\        R  =  R'  (mod  P). 

Qj^R=Q'-\-R',  QR=Q'R'  („,od  P). 

Ciò  permette    di    definire    la    somma 

[Q]  +  m 

e  il  prodotto 

[Qì-W  o  [Q][R] 

delle  due  classi  ^2]  ^^  [^])  ponendo,  per  definizione, 

[Qì  +  m  =  [Q  +  R], 
[QìiR]  =  [QRÌ- 

Evidentemente  : 
,  La  somma  e  il  prodotto    delle    classi    mod  P  godono   delle   proprietà 
commutativa  e  associativa  ;  inoltre  il  prodotto  gode   della  proprietà  distri- 
butiva rispetto  alla  somma. 

Poi  è  chiaro  che,  se  [Q]  è  una  qualunque  delle  nostre  classi,  è 

[Q]  +  H  =  l!2], 
[Q]  +  [-Q]  =  [o], 

Le  operazioni  sulle  coppie    non  ordinate    di    classi  mod  P    indicate 
dai  segni  -f-  e  •  si  dicono,  al  solito,  addizione  e  moltiplicazione. 

141.  Supponiamo  ora    che  P  sia  di  grado  ^  i  e  facciamo  vedere 
che  in  tal  caso  : 

Quando,  e  solo  quando,  P  e    irriducibile    in    C,  per   ciascuna  classe 
VQ]  ^'^'^^^^  ^'^  [o]  ^'^  esiste  un  altra  [(2'],  ^i  che  si  abbia 

[<2][2']  =--  [!]■ 

E  infatti  dire  che  [j2]  y^  [o]  equivale  a  dire    che  Q   non  è  divisi- 
bile per  P. 
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Ne  segue  clic,  se  P  e  irriducibile  in  C,  Q  e  P  sono  primi  tra  loro, 
e  quindi  esistono  in  K  degli  clementi   O'  e  P'  per  i  quali  e 

Ma  allora,  essendo 

[PP-]  =  [o], 
è  appunto 

[Q][Q']  =  [QQ-]  =  [i]- 

Se  invece  P  è  riducibile  in  C  ed  è  P  =  P^P^,  con  P,  e  P^  ele- 
menti di  A'  coi  gradi  !^  i,  è  [PJ  ^  o,  ed  è  impossibile  che  esista  una 
classe  P[  per  la  quale  sia 

[p,][p:]  =  [p.p:]  =  1^1       t: 

perchè,  se  tale  classe  esistesse,  si  avrebbe 
e  quindi,  essendo 

[p.p;pj  =  [p:j[p,pj  =  [o], 

sarebbe 

cioè  Pj  divisibile  per  P;  ciò  che  è  manifestamente  assurdo. 

142.  Dalle  osservazioni  che  siamo  venuti  via  via  facendo  segue  il 
teorema  : 

Quando^  e  solo  quando,  P  e  irriducibile  in  C  le  classi  mod  P,  formate 
con  gli  elementi  di  K,  costituiscono  un  corpo  numerico  rispetto  alle  opera- 
:^oni  di  addinone  e  moltiplicazione  definite  al  modo  che  precede. 

Tale  corpo  si  indicherà  con  [C,  P]  e  si  dirà  il  corpo  algebrico 
derivato  da  C  mediante  il  polinomio  P. 

Gli  elementi  di  K  nulli  o  di  grado  zero  danno  luogo  ad  altret- 
tante classi  mod  P,  costituenti  in  [C,  P]  un  sottocorpo  r  isomorfo  a  C 

Se  P  è  di  grado  i,  [C,  Pj  e  F  coincidono,  e  [C,  PJ  è  isomorfo 
a  C;  la  considerazione  di  [C,  P]  è  dunque  interessante  solo  quando  P 
sia  di  grado  >  i. 

Se  il  grado  di  P  è  «,  [C,  Pj  si  dice  di  grado  n  rispetto  a  C. 

143.  Se  in  armonia  con  numerose  convenzioni   precedenti,  si  con- 
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viene  di  rajipresentare  un  elciiieiito  di  [  C,  P],  cioè  iin.i  classe  nioJ  P 
di  elciìiemi  di  /v',  col  simbolo  stesso  di  uno  qualunque  degli  elementi 
di  K  che  vi  compariscono,  il  calcolo  coi  numeri  di  [C,  P]  coinciderA  con 
quello  che  si  dice  il  calcolo  ilei  polinomi  in  C,  con  l'indeier minala  x,  ri- 
spetto al  modulo  P. 

In  particolare  si  osservi  che,  posta  tale  convenzione,  se  X  è  il  sim- 
bolo di  un  numero  di  C,  X  sarA  pure  il  simbolo  dell'elemento  di 
[C,  PJ,  contenuto  nel  sottocorpo  l'  più  sopra  considerato,  che  è  fornito 
dalla  classe  [X]  mod  P  ;  con  che  risomorfìsmo  di  T  e  C  vien  posto, 
anche  con  le  notazioni,  in  chiarissima  luce. 

Avvertasi  poi  che  ogni  classe  mod  P,  essendo  n  il  grado  di  P,  può 
supporsi  determinata  dal  polinomio,  nullo  o  di  grado  <[  n,  che  e  il  resto 
comune  delle  divisioni  per  P  dei  polinomi  della  classe,  e  che  appartiene 
alla  classe  ;  quindi  : 

Gli  elementi  di  [C,  P\  sono  dati  tutti,  e  ciascuno  una  volta  sola,  da 

al  variare    delle    X  fra  i    numeri    di  C,    0,  in    ordine    alla  convenxjone 

fatta,  da 

X  x"-'  -f-  ...  4-  X      , 

o  I  I  n  —  I  7 

al  variare  delle  X  fra  i  numeri  di  V. 

144.  A  proposito  dei  corpi  algebrici  ha  importanza  fondamentale 
la  seguente  osservazione. 

Suppongasi  che  sia 

P  =  a^x"  -j-  a,  X"-'  +  . . .  +  a„_.  A-  4-  a^  (a„  ^  o), 

con  «  _>  I,  e  con  le  a  numeri  di  C 
Allora  l'equazione 

è  in  C  priva  di  radici,  appunto  perchè'  P  è  irriducibile  in  C  e  di 
grado  >  I. 

Giacché  in  [C,  P],  con  le  notazioni  adottate,  x  non  è  simbolo  di 
una  indeterminata,  ma  di  un  numero  (cioè  della  classe  [.vj  mod  P),  in- 
dichiamo con  ^  una  nuova  indeterminata  e  consideriamo  nel  sottocorpo 
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r  di  [C,  P],  isomorfo  a  C,  il  polinomio 

Siccome  C  e  r  sono  isomorfi  e  P  è  irriducibile  in  C,  tu  è  irridu- 
cibile in  r  ;  e  quindi  in  V  l'equazione 

^o-"  4-  •••  +  '^,  =  o 

è  anch'essa  priva  di  radici. 

Ma  tu  [C,  P]  questa  equa:^ione  h  invece  dotata  di  una  radice,  almeno, 
cioè  in  [C,  P]  il  polinomio  -  è  riducibile. 

Infatti  è  chiaro  che  per  il  numero  x  di  [C,  P]  si  ha 

a^x"  -{-  •••  -f-fl„  =  o, 

poiché,  per  le  convenzioni  adottate,  asserire  in  [C,  P]  questa  ugua- 
ghanza  equivale  ad  asserire  che  la  classe  [P]  mod  P  coincide  con  la 
classe  [o]  mod  P. 

Finche  non  si  fanno  ipotesi  particolari  sul  corpo  C  e  sul  polinomio 
P,  l'osservazione  ora  fatta  sugli  zeri  di  -  in  [C,  P]  non  può  essere 
ulteriormente  precisata  ;  in  particolare  non  è  detto  che  -  debba  avere 
in  [C,  P]  tanti  zeri  quant'è  il  suo  grado. 

E  avvertasi  anche  che,  se  pure  ::  riesce  dotato  in  [C,  P]  di  tanti 
zeri  quant'è  il  suo  grado,  non  è  detto  che  lo  stesso  debba  accadere  per 
tutti  gli  altri  polinomi  non  nulli  in  [C,  P]  con  una  sola  indeterminata. 

Notevolissimo  appare  alla  luce  di  queste  considerazioni  il  caso  del 
seguente  corpo  algebrico. 

Si  supponga  che  C  sia  il  corpo  reale  e  che  P  sia  il  polinomio, 
irriducibile  in  esso,  x'  -\-  i.  Allora  il  corpo  algebrico  [C,  x^  -f-  ij,  come 
si  verifica  subito,  riesce  isomorfo  al  corpo  complesso  ;  e  quindi  in 
[C,  x'  -f-  i]  non  solo  il  polinomio  ;""  -f-  i,  ma  ogni  polinomio  non 
nullo  in  ;  ha  tanti  zeri  quant'è  il  suo  grado. 

145.  Se  C  è  un  qualunque  sottocorpo  del  corpo  complesso,  P  è 
di  grado  >  i  (cosicché  P  è  privo  di  zeri  in  C)  e  6  è  uno  zero  di  P 
nel  corpo  complesso,  si  verifica  senza  difficoltà  [cfr.  a  questo  proposito 
i  ragionamenti  del  n°  150  '^)  e  del  n°  152]  che  il  corpo  [C,  P]  è 
isomorfo  al  corpo  C(6)    dedotto,   come   si    dice,   da  C   mediante   l'ag» 
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giunta  di  B,  cioè  al  corpo  costituito  dall'iusieme  dei  numeri  del   corpo 
complesso  della  forma 

con  /  e  <!*  simboli  di  (funzioni  razionali  intere  o)  di  polinomi  in   C  ;  o, 
ciò  che  è  lo  stesso,  della  forma 

con  <]f  simbolo  di  polinomio  in   C,  o  nullo,  o  di  grado  eguale  al  più  a 
quello  di  P  diminuito  di   i. 

Sono  questi  ultimi  i  corpi  che  il  più  spesso  vengono  esclusivamente 
compresi  sotto  la  denominazione  di  corpi  algebrici. 

Sullo  studio  dei  corpi  algebrici,  di  grande  vastità  ed  importanza, 
non  possiamo  qui  intrattenerci  ')  ;  solo  ricorderemo,  perchè  trattasi  di  de- 
finizione che  ci  sari  utile  più  innanzi,  che  un  numero  del  corpo  com- 
plesso si  dice  algebrico,  se  è  zero  di  un  polinomio  non  nullo  a  coef- 
ficienti (razionali,  o,  ciò  che  vale  lo  stesso)  interi, 

146.  Dall'osservazione  che  chiude  il  n°  145  segue  che  : 

Se  C  è  un  corpo  finito  con  N  numeri,  anche  il  corpo  [C,  P]  deri- 
vato da  esso  mediante  il  polinomio  P  di  grado  n  e  finito,  e  il  numero 
dei  suoi  elementi  e  dato  da  N" . 

E  di  qua  si  deduce  subito  una  conseguenza  interessante. 

Poiché  il  corpo  [C,  P]  contiene  N"  elementi,  è,  per  ogni  suo  ele- 
mento a, 

a       —  a  :=  o  ; 

in  particolare  è,  quindi,  per  il  suo  elemento  x 

x^"  —  X  =  o. 

Ciò  significa  che  il  polinomio  in   C 

è  divisibile  per  P  ;  dunque  : 


X         —  X 


')  Su  questo  proposito  il  lettore  può  utilmente  consultare  il  recentissimo  corso 
litografato  del  prof.  Biamchi  :  Leiioni  sulla  t-'oria  dei  numeri  algebrici  e  principi  d'arit- 
metica analitica  (Pisa,  Spoerri,  1921). 
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Se  C  ^  un  corpo  numerico  finito  con  N  elementi  e  P  è  in  esso  un 
polinomio  irriducibile,  in  x,  del  grado  n,  P  è  un  divisore  di 

XI  « 

X         —  X. 

Questa  proposizione  sarA  precisata  più  innanzi  in  modo  essenziale 
(cfr.  il  n°  14^). 

§2. 
Teoremi  fondamentali  sui  corpi  finiti. 

147.  Sia  C  un  corpo  numerico  finito  e  r  un  suo  sottocorpo,  e 
siano,  rispettivamente,  N  ed  n  i  numeri  dei  loro  elementi. 

Poiché  C  è  finito,  esiste  certo  un  intero  positivo  p.  sì  che  in  C  vi 
siano  fJ!--ple,  ma  non  (p.  -{-  i)-ple  di  elementi  indipendenti  rispetto  a  r 
(cfr.  n°  45). 

In  conformità  della  definizione  di  ciò  che  più  avanti  sarà  detto 
ordine  di  un'algebra,  tale  intero  p.  può  dirsi  l'ordine  di  C  rispetto  a 
T;  ma  tra  poco  (11°  162)  apparirà  anche  un  altro  significato  notevolis- 
simo di  fx,  in  quanto  che  si  vedrà  che  C  è  isomorfo  a  un  corpo  alge- 
brico dedotto  da  r  e  di  grado  u.  rispetto  a  r. 

St  i\^  .  .  .  ^  v^  sono  numeri  di  C  indipendenti  rispetto  a  F,  i  nu- 
meri di  C,  grazie  all'ipotesi  fatta  su  u.,  sono  dati  tutti,  e  ciascuno  una 
volta  sola,  dall'espressione 

al  variare  delle  u  fra  i  numeri  di  V  ;  dunque  : 

Se  un  corpo  finito  con  N  elementi  e  dell'ordine  p.  rispetto  a  un  suo 
sottocorpo  con  n  elementi,  è  N  =^  n^ . 

Se  r,  è  un  sottocorpo  di  C  con  »,  elementi,  contenente  F,  e  gli 
ordini  di  C  rispetto  a  F,  e  di  F,  rispetto  a  F  sono  (v-,  e  v,  si  ha  : 

«_  =  n\         N=  <■  =  n'^', 
e  quindi 

(7.   =   V  (7.,  . 

Val  quanto  dire  che  : 
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L'ordine  di  C  rispetto  a  V  e  il  prodotto  degli  ordini  di  C  rispetto  a 
l\  e  di  i\  rispetto  a  V  ; 
per  modo  che  : 

L'ordine  di  un  corpo  finito  rispetto  a  un  suo  sottocorpo  e  multiplo 
delTordine  del  corpo  rispetto  a  un  qualunque  altro  sottocorpo  che  contenga 
quello. 

Il  sottocorpo  fondamentale  di  un  corpo  numerico  finito  è  isomorfo 
a  un  conveniente  corpo  C[/)],  quindi: 

//  numero  degli  elementi  di  un  corpo  finito  è  in  ogni  caso  una  pò- 
tenaci  di  un  numero  primo.  Tale  potcn:^a,  poi,  ha  per  base  il  numero 
degli  elementi  del  sottocorpo  fondamentale  e  per  esponente  l'ordine  del 
corpo  rispetto  al  detto  sottocorpo. 

Inoltre,  poiché  in  qualsivoglia  corpo  il  sottocorpo  fondamentale  è 
tale  per  ciascun  sottocorpo  del  còrpo  stesso,  si  ha  che  : 

L'ordine  di  un  corpo  fimito  rispetto  a  un  suo  sottocorpo  e  un  divisore 
dell'ordine  del  corpo  rispetto  al  suo  sottocorpo  fondamentale,  e  il  quoziente 
dei  due  e  l'ordine  di  quel  sottocorpo  rispetto  a  questo. 

148.  Se  C  è  un  corpo  finito  con  N  =z  p"*  elementi  (p  numero  primo) 
ed  F(.v)  è  un  qualunque  polinomio  in   C,  è 

[Fix)f'  =  Fix"), 
con  t  intero  non  negativo  qualsiasi. 
Infatti  sia 

con  le  a  in  C. 

Il  sottocorpo  fondamentale  di  C  contiene  p  elementi,  dunque 
(n°  105)0: 

[Fix)r  =  a^'x''^  +  <x-^>-"  +  . . .  +  a^ 

Ma  (n°   112) 

a^  =  ^,  (/=o,  ...,  r), 

dunque 

■  [F{x)f  =  .z,  .V  -  +  a,  x'<-^  -^...-^a,=  F^x^). 

La  quale  eguaglianza  si  generalizza  subito  nell'altra 

[F{x)f'  =  F(.v^'), 
con  t  intero  non  negativo  qualunque. 

G.    ScOkZA.  —  Td'riii    ^(iiiriilt   .{<i   .l'rpi    iiiiificrii'i.  IJ 
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149.  Ed  ora  precisiamo  il  teorema  che  chiude  il  n°  146  dimo- 
strando che  : 

Se  C  i  un  corpo  finito  con  N  =  p"'  elementi  (p  numero  primo)  ed 
F(x)  h  un  polinomio  irriducibile  in   C  di  grado  s,  F{x)  e  un  divisore  di 

S' 
X      —  X  (/  intero  ^  o) 

quando,  e  solo  quando,  t  è  divisibile  per  s. 

Sia  /  un  intero  non  negativo  e  siano  ^  ed  r  il  quoto  e  il  resto 
della  divisione  di  /  per  s,  cosicché  sarà  o  ^r  <^  s  e  t  =  sq  -\-  r. 

Essendo  F(x)  un  divisore  di 


X^'  —  X 

(n°  146),  è 

X^^"'  =  X 

e  quindi  è  pure 

(modF(x)); 

X       —  X  =  (x'     /      —  X 

^x--x 

(mod  F(x)). 

Segue  che  F{x)  è  un  divisore  di 

(!) 

quando,  e  solo  quando,  è 

(2)                                                              X^'  ^  X 

(mod  F(x)). 

Se  r  =  o,  questa  congruenza  è  ben  soddisfatta,  e  quindi  è  dimo- 
strato, intanto,  che,  se  t  è  divisibile  per  5,  F(x)  è  un  divisore  del  poli- 
nomio (i). 

Per  dimostrare  compiutamente  il  teorema  non  resta  pertanto,  se 
non  far  vedere  che  per  o  <^  r  <^  s  la  congruenza  (2)  non  può  sussi- 
stere. 

Ora  ciò  è  quasi  immediato. 

Sia 

un  qualunque  polinomio  in  C  nullo,  o  di  grado  ^  s  —  i. 
Per  il  teorema  precedente  è 
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quindi,  se  sussistesse  la  (2)  con  o  <^  r  <^  j,  sarebbe 

kW]*'''=^W  ('"Od  F(x)), 


e  l'equazione  in  ^ 


avrebbe  nel  corpo  [C,  F(.v)],  derivato  da  C  mediante  F(x),  N'  solu- 
zioni negli  A'^'  clementi  di  [C,  ^(x)].  Ciò  che  è  manifestamente  assurdo, 
perchè,  essendo  o  <<  r  <<  ^,  è  i  <^  iV  •<  A/"' . 

150.  Sia  a  un  numero  qualunque  del  corpo  finito  C  e  F  un  sotto- 
corpo di  C. 

Fra  i  numeri  di  C 

(3)  h     a,     a\     a\  ... 

quelli  distinti  sono  in  numero  finito  ;  quindi  esiste  un  intero  positivo  p 
tale  che  fra  di  essi  esistano  p-ple,  ma  non  (p  -j-  i)-ple  di  numeri  indi- 
pendenti rispetto  a  V. 

Se  i  primi  /  numeri  (^  ^  1)  della  serie  (5)  sono  indipendenti  ri- 
spetto a  r,  ma  non  sono  tali  i  primi  t  -\-  \^  sussiste  un'eguaglianza 
della  forma 

(4)  a'  +  Y.a'-+  ...  +Y.  =0, 

con  le  y  numeri  di  V  ;  dopo  di  che  è  chiaro  che,  non  solo  la  potenza 
di  a  con  esponente  /,  ma  tutte  le  potenze  di  a  con  esponenti  superiori 
a  /  —  I  sono  combinazioni  lineari  dei  primi  /  elementi  della  serie  (3) 
secondo  numeri  di  F,  poiché  dalla  (4)  si  trae,  moltiplicando  successiva- 
mente per  a,  0%  .  .  .  , 


Segue  che  e  /  =  p  e  che  sussiste  per  a  un'eguaglianza  della  forma 


con  le  Y  numeri  di  P  determinati  univocamente  da  a. 


L'intero  positivo  p  si  dice  rango,  o  anche  grado  di  a  rispetto  a  V. 
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Indicato  con  /(-v)  il  poliupniio  _ .. . 

l'equazione  in  F 

/(a)  =  o 

si  ilice  l'equazioiie  mìnima  di  a  rispetto  a  Y. 

Se  a  è  un  numero  di  f,  ossia  è  del    rango    i    rispetto  a    T,    a    è 
radice  della  sua    equazione    minima;    ma    se  a    npp    appartiene   a  T,' e   •" 
quindi  è  rispetto    a    T  di    rango  >•  i,  a    nor^    è  qna   ^-adice    della  sua' 
equazione  minima,  Appunto  perchè  questa  è  definita  jn  F,  mentre  a  non 
è  in   l'.  Invece  «  è  in  ogni  caso  una  radice  dell'i^qu^zipne  in  C 

f(x)  =  o. 

Avvertasi  che,  per  la  definizione  stessa    del    rango    di   a  rispetto  a 
F,  a  non  può  essere  radice  in  C  di  un'eqiia:^ione  delia  forma 

o(x)  :=  o,  •. 

con  -p  simbolo  di  polinomio  non  nullo  in  F  di  grado  inferiore  a  p. 

Da  ciò  la  denominazione  di  equazione   minima  ;  e    da    ciò  anche  i 
due  teoremi  fondamentali  che  seguono. 

x)  //  polinomio  f{x)  e  irriducibile  in  F. 

E  infatti,  se  fosse 

Kx)=gix)h(^x), 

con  g{x)  e  /;(x)  polinomi  in  F  coi  gradi  ^  i,  sarebbe 

,,  o=J{a,)=g{a)h{a),      ' 
e  quindi,  o  .     . .     '    ^ 

g{a)  =  o,         o         /;(«)  =  o; 

e  ciò  è  assurdo,  una  volta  che  g(x)  ed  /^(x)  non    sono    nulli  e  hanno 
gradi  inferiori  a  quello  di  /(x). 

P)  Perche  un  polinomio  i"(x)  in   F  sia  tale  che  l'equa::ione  in   C 

F{x)  =  0 

abbia  una  radice  in  a,  occorre  e  basta   che  F(x)  sia   divisibile  per  f{pc). 

Che  la  condizione  sia  sufficiente  è    manifesto  ;  basta  dunque  dimo^ 

strare  che,  se  a  è  uno  zero  in   C  di  F(x),  F(x)  è    divisibile  per  /(x). 


Capitolo  ni.  —  corpi  algebrici  e  corpi  finiti.  117 


Per  questo,  si  divida  i' (a)  per /(x)  e  si  indichino  con  (j{x)  ed 
r(x)  il  quoto  e  il  resto  della  divisione. 

Da 

^(-v)=/(-v)'/(.v)  +  r(x) 
segue 

ma 

dunque  resta 

r(a)  =  o. 

E  questo,  siccome  il  grado  di  r(x),  se  r(x)  non  è  nullo,  è  infe- 
riore a  quello  di  /(x),  esige  appuntò  che  sia 

r(x)  =  o. 

Dai  teoremi  a)  e  [i)  possiamo  dedurre  alcune  conseguenze  inte- 
ressanti. 

In  primo  luogo  se  il  numero  degli  elementi  di  C  è  N  (N  potenza 
di  un  numero  primo),  qualunque  sia  l'elemento  a  dì  C,  a  è  uno  zero 
in   C  di  X'    —  X  ;  dunque  : 

v)  //  poìinoniio  /(x)  è  un  divisore  del  polinomio  x^  —  x. 

In  secondo  luogo  si  ha  che  : 

<^)  Se  un  numero  di  C  è  della  forma 

con    <p(x),  J^(x)  polinxwii    in'  V  ^  4*  (^)  7^  o,  il  numero   stesso    e    anche 
della  forma 

con  /X-x)  polinomio  in  V  nullo,  0  di  grado  ^  p  —  i. 

Infatti  da  <|/(a)=?^o  si  trae  che  '}(x)  non  è  divisibile  per /(x)  ; 
cioè,  essendo  /(x)  irriducibile  in  r,  che  '^  (x)  ed  /(x)  sono  primi  tra 
loro. 

Segue  che  esistono  in  P  dei  polinomi  ^j/ ,  (x)  ed /,  (x)  per  i  quali  è 

Di  qua,  badando  che  f(a)  =  o,  si  deduce 
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ossia 


+.W  =  ^) 


e  quindi  basta  fare  /,  (-^')  uguale    al    resto    della  divisione  di  9(a.')4'i(^') 
per  /(a),  per  avere 

ossia 

con  /  (a)  nullo  o  di  grado  ^  p  —  i. 

151.  Manteniamo  le  ipotesi  e  le  notazioni  del  n°  precedente,  e 
consideriamo  l'insieme  T,  dei  numeri  di  C  della  forma 

con  le  1  numeri  di  F. 

È  ben  chiaro  che  numeri  di  l\  hanno  per  somma  un  numero  di 
Tj  ;  e  che  l'opposto  di  ciascun  numero  di  l\  è  un  numero  dell'insieme 
stesso. 

Risulta  poi  dalle  osservazioni  precedenti  che  numeri  di  l\  hanno 
per  prodotto  un  numero  di  ì\  ;  e  che  l'inverso  di  ciascun  numero  non 
nullo  di  tale  insieme  è  un  numero  dell'insieme  stesso. 

Segue  che  : 

L'insieme  T^  è  un  sottocorpo  di  F. 

L'ordine  di  T^  rispetto  a  T  è   evidentemente  p;  dunque  (n°  147): 

//  rango  di  un  numero  di  C  rispetto  a  un  suo  sottocorpo  V  h  un 
divisore  dell'ordine  di  C  rispetto  a  T. 

152.  Che  l'insieme  l\  sia  un  corpo  numerico  può  esser  dimostrato 
anche  al  modo  che  segue. 

All'elemento  di  V^  dato  da 

si  faccia  corrispondere  l'elemento  del  corpo  algebrico  [f,  /(a)],  derivato 
da  r  mediante  il  polinomio  f{x)  irriducibile  in  F,  dato  da 

Vien  fissata  cosi  tra  F^  e  [F,  J{x)]  una   corrispondenza  biunivoca, 
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+  \, 

+  K 

+  K' 

■+\' 

•+>;, 

■+K 

nella  quale  è  chiaro  che  le  somme  di  clementi  corrispondenti  si  corri- 
spondono. 

Ma  anche  i  prodotti  di  elementi  corrispondenti  si  corrispondono. 

Infatti,  se  il  prodotto  degli  elementi 

X'  =  Vx^-'  4-  • 
di  [r,  f{x)]  è 

X"  =  v;x^-'  -f  •■ 

tra  i  polinomi  in  V 

?'W  =  VxP-  + 

sussiste  la  congruenza 

?"(-^)  =  ?(-^)9'W  (mod/(x)), 

cioè  un'eguaglianza  della  forma 

?"(^-)  =  ?G^)?'Gv)4-x(-v)/(-v), 

con  /  (.v)  polinomio  in  V  ;  quindi,  ricordando  che /(a)  =  o,  è 

?"00  =  ?(^)?'(^)> 

e  questo  significa  appunto  che  l'elemento  di  \\  corrispondente  a  XX'  è 
il  prodotto  degli  elementi  di   F^  corrispondenti  a  X  e  X'. 

Tanto  basta  per  dimostrare  che  r^  e  un  corpo  numerico,  e  anzi 
un  corpo  isomorfo  a  [P,  f{x)]. 

Qui  vi  è  luogo  ad  avvertire  che  : 

Se  C  è  un  corpo  finito  ed  F(a')  è  in  esso  un  polinomio  irriducibile 
di  grado  n,  l'ordine  di  [C,  F(a)]  rispetto  al  sottocorpo  isomorfo  a  C,  che 
esso  contiene,  t  precisamente  n  ;  ciob  il  grado  di  [C,  F(-v)]  rispetto  a  C. 

153.  Riprendiamo  l'equazione  minima  di  a  rispetto  a  F 

/(.v)  =  o. 
Poiché  f{x)  e  un  divisore  di  x"^  —  x,  e  poiché  l'equazione 

x^  —  X  =:  o 
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ha,  in  e,  N  radici  semplici,  la  detta  equazione  minima  (n°  109)  ha  in 
C  p  radici  semplici. 

Una  radice  in  C  (e  se  p  =:  i,  anche  in  P)  deircquazionc  minima 
è  fl  ;  le  altre,  se  p  >►  i ,  siano 

^,^  ^.^  •••  >  v>- 

Queste  saranno  p  —  i  numeri  di  C,  ciascuno  di  rango  p  rispetto 
a  r,  e  con  la  Stessa  equazione  minima  di  a  rispetto  a  T. 

E  infatti  se  a^ ,  per  cs.,  fosse  di  rango  p'  <^  p,  e  la  equazione 
minima  di  a^  rispetto  a  P  fosse 

/.(■v)  =  o, 

essendo  /(a,)  =  o,  /(x)  dovrebbe  esser  divisibile  per  /,  (x),  ed  essendo 
I  ^  p'  <!  p,  f{x)  sarebbe  riducibile  in  F. 

Risulta  che  : 

/  numeri  di  C  di  rango  p  rispetto  a  P  si  distribuiscono  in  ^-pìe,  i 
numeri  di  ciascuna  ^-pìa  avendo,  rispetto  a  P,  una  stessa  equa:(ione  mi- 
nima. 

154.  I  risultati  raggiunti  possono  essere  invertiti  e  quindi  piena- 
mente precisati. 

Supponiamo  che  l'ordine  di  C  rispetto  a  P  sia  (Jt,  e  che  i  numeri 
degli  elementi  di  C  e  P  siano  rispettivamente  N  ed  n. 

Poi  sia 

/Gv)  =  A-^  +  Y.xr-+...+yp 

un  polinomio  irriducibile  in  P  il  cui  grado  p  sia  un  divisore  di  (x. 

Dico  che  : 

Esistono  in  C  p  elementi  di  rango  p  rispetto  ,  a  P  qventi  per  equa- 
^ionc  minima  rispetto  a  ? 

f(x)  =  o. 

Infatti,  essendo  /(x)  irriducibile  in  P,  ed  essendo  N  =:  n^  con  [j. 
divisibile  per  p,  /(x)  è  (n"  149)  un  divisore  di 

X      X, 

quindi  (n°  109)  l'equazione 

/(x)  =  o 

ha  in  C  0  radici  semplici.  Ed  è  chiaro  che  ognuna  di  queste  è  un  nu- 
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mero  di   C  di  rango  p  rispetto  a  F,  .iventc    per    equazione    inininia    ri- 
spetto a  r 

/(X)  ^r.  O. 

Raccogliendo  le  osservazioni  fatte  si  ha  il  teorema  complessivo  : 
Se  l'ordine  di  un  corpo  finito  C  rispetto  a  un  suo  sottocorpo  F  e  (a, 
ciascun  eletnento  di  C  ha  per  rango  rispetto  a  V  un  divisore  di  p.  ;  e,  se 
p  ì:  un  divisore  di  p.,  il  numero  defili  clementi  di  C  di  rango  p  rispetto 
a  F  è  dato  da  p^(p),  se  A(p)  è  il  numero  dei  polinomi  in  x  di  grado 
0  irriducibili  in  F  e  aventi  eguale  a  i  il  coeff  dente  del  primo  termine, 
quando  siano  ordinati  per  le  poten:;^e  discendenti  di  x. 

Quindi,  se  il  numero  degli  elementi  di  C  è  N,  si  ha 

N=y?k(o), 

ove  la  somma  si  intenda  estesa  a  tutti  i  divisori  dell'ordine  di  C  rispetto 
a  F. 


§  5- 
Periodi  degli  elementi  di  un  corpo  finito. 

155.  Sia   C  un  corpo    finito  con  N  =:^  p'"  numeri  (/)  primo),  e  sia 
a  un  suo  numero  diverso  da  zero. 
Siccome  (n°   1 1 2) 

(i)  a^-^  =  I, 

fra  le  potenze  di  a  con  esponente  intero  positivo  ne  esistono  bene  di 
quelle  che  sono  eguali  a  i.  Se  a'  è  fra  tali  potenze  quella  con  espo- 
nente minimo,  si  dice  che  r  è  il  periodo  di  a,  oppure  che  a  appar- 
tiene air  esponente  r. 

Si  dimostra  subito  che  : 

Se  r  è  il  periodo  di  a,  è 

a'  =  a'\ 
con  t  e  t'  interi  relutivi,  quando  e  solo  quando  h 

t  =  t'  (mod  r). 

G.   Scorza.  —  Ttoria   ^ineraU  dri  corpi  numerici.  |6 
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In  particolare  di  qui  e  dalla  (i)  si  deduce  che  ; 
//  periodo  r  di  a  è  un  divisore  di  N  —  i. 
Avvertasi  pure  l'ulteriore  corollario  : 
Se  r  è  il  periodo  di  a,  le  potente  di  a 

a,     a' ,  . .  .  ,  a'  =  I 

sono  tutte  distinte  fra  di  loro,  ma  ogni  altra  t  uguale  ad  una  (e  ad  una 
soltanto)  di  esse. 

156.  Sia  r  un  qualsivoglia  divisore  di  N —  i. 

Posto  N  —  I  =  r  5,  si  ha  in   C  l'eguagHanza  tra  polinomi 

x^'-'  -  I  =  (x'  -  i)[a'"-"  -f-  x-"-^'  -f  .  .  .  -f  x'  +  i], 
cioè  x"^"'  —  I  è  divisibile  per  x*"  —  i.  Ma  l'equazione 

x'^'-'  —  1=0 
ha  in  C  N  —  i  radici  semplici,  dunque  l'equazione 

x"  —  1=0 

ha  in  C  r  radici  semplici.  Ciò  significa  che  : 

Se  r  è  un  qualsivoglia  divisore  di  N  —  1,  i  numeri  di  C  che  hanno 
per  periodo  r,  0  un  divisore  di  r,  sono  appunto  r. 

Intanto,  se  a  è  un  numero  di  C  avente  per  periodo  ^,  le  potenze 

a,     a%   .  .  .  ,  a? 

di  a  son  tutte  distinte  e  danno  le  or  radici  dell'equazione  in   C 

X*  —  I  =  o  ; 
poi  la  potenza  di  x 

^■\ 

con  s  intero  positivo,  ha  per  periodo  il  minimo  intero  positivo  t  per 
cui  è 

^5^0  (mod  g), 

ossia  il  periodo  di  a'  è  ^,  se  j  è  primo  con  ^,  è  soltanto  un  divisore 
di  g^  inferiore  a  ^,  se  j  non  è  primo  con  g  ;  quindi  il  numero  degli 
elementi  di  C  appartenenti  all'esponente  g,  o  e  nullo,  o  e  uguale  aU'iw- 
dicatorc  di  g,  '^{g)- 
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Ricordando  clic  e 

se  il  sotiimaiorio  si  intende  esteso  a  tutti  i  divisori  di  r,  dalle  osserva- 
zioni ora  fatte  e  dalla  proposizione  precedente  segue  che  : 

Se  r  è  un  qualsivoglia  divisore  di  N —  i,  i  numeri  di  C  che  ap- 
partengono all'esponente  r  sono  '^{r). 

In  particolare  : 

Esistono  in  C  '^{N —  i)  numeri  che  hanno  per  periodo  N —  i. 

Ognuno  di  questi  numeri  si  dice  primitivo  in   C. 

Se  io  è  uno  di  essi,  tutti  i  numeri  di   C  sono  dati  (n°   155)  da 

O,      (0,      (Ji\    •  •  •  )   c«>'      ' . 

157.  Sia  io  un  numero  primitivo  di  C,  e  p  il  rango  di  co  rispetto 
al  sottocorpo  fondamentale  di  C  (che  contiene  p  elementi). 

Il  sottocorpo  r  di  C  generato  dalle  combinazioni  lineari  delle  po- 
tenze di  o>  secondo  numeri  del  sottocorpo  fondamentale  contiene  p^  ele- 
menti. 

D'altronde  tra  questi  elementi  compariscono 

o,     co,     i^\  .  .  .  ,  0/-', 

cioè,  essendo  cu  primitivo  in  C,  tutti  i  numeri  di  C,  dunque  ?  e  C 
coincidono,  ed  è  p  =  m. 

In  altri  termini  : 

In  ciascun  corpo  finito  il  rango  di  un  elemento  primitivo  rispetto  al 
sottocorpo  fondamentale  eguaglia  l'ordine  del  corpo  rispetto  al  sottocorpo 
medesimo. 


§4- 
Determinazione  precisa  dei  corpi  finiti. 

158.   Ogni  corpo  numerico  finito  l  isomorfo  a  un  corpo  algebrico  de- 
rivato da  un  corpo  C[p\ 

Sia  C  un  corpo  finito  e  sia  A'^  =  p'"  ip  numero  primo)  il  numero 
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dei  suoi  elementi.  Sia  poi  w  un  elemento  primitivo  di   C  e 

?(-v)  -=  a"'  +  Y.  -V'"-  +  •  •  •  +  T,„  =  o 

l'equazione  minima  di  a>  rispetto  al  sottocorpo  fondamentale  di  C. 

Questo  sottocorpo,  che  indicheremo  con  T,  contiene  p  elementi  ed 
è  isomorfo  a  C'|j)];  e  sappiamo  anzi  (n°  28)  che  tra  F  e  C[p]  non 
intercede  che  una  sola  corrispondenza  di  isomorfismo. 

Se  i  numeri  di  C\p]  rispondenti  per  l'isomorfismo  ai  numeri 
Yj  ,  . .  .  ,  Y^^  di  r  sono  c^ ,  .  .  .  ,  c^^,  il  polinomio 

/(x)  =  x"'  +  ..x'"-+  ...  +c„, 

è  irriducibile  in  C[p],  una  volta  che  'i>(a*)  è  irriducibile  in   T. 

Ora  il  corpo  C  (n^  ^52)  è  isomorfo  a  quello  derivato  da  V  me- 
diante il  polinomio  'i'(x);  questo  è  evidentemente  isomorfo  al  corpo 
derivato  da  C[p]  mediante  il  polinomio  /(x),  dunque  C  è,  come  vole- 
vasi,  isomorfo  a  un  corpo  algebrico  derivato  da  C[p]. 

159.  Corpi  finiti,  che  contengano  io  stesso  numero  di  elementi,  sono 
isomorfi. 

Siano  C  e  C^  due  corpi  finiti  con  N  =  p"  elementi  (p  numero 
primo)  ;  e  siano  F  e  F^  i  sottocorpi  fondamentali  di  C  e   C^ . 

Questi,  essendo  entrambi  isomorfi  a  C[p],  sono  intanto  isomorfi 
tra  loro. 

Se  0)  è  un  elemento  primitivo  di  C,  con  requazione  minima  ri- 
spetto a  V 

<p(x)  =  o, 

o(x)  è  in  r  un  polinomio  irriducibile  di  grado  m. 

Ma  allora,  se  9,  (a)  è  il  polinomio  in  F^  rispondente  al  poHnomio 
«p(x)  in  r  per  la  corrispondenza  (unica)  di  isomorfismo  che  intercede 
tra  F  e  Fj ,  ©1  (x)  è,  a  sua  volta,  un  polinomio  di  grado  m  irriducibile 
in  l\  ;  e  l'equazione 

0,(^)^0 

(n°  154)  ha  in  C^  m  radici  semplici,  ciascuna  delle  quaU  è  un  numero 
di  C,  di  rango  ni  rispetto  a  F. 

Segue  che  C  e  C,  sono  isomorfi  ai  corpi  algebrici  derivali  rispetti- 
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vamente  da  V  e  l\  mediante  i  polinomi  p  e  <p, .  Ma  questi  corpi  alge- 
brici sono,  com'è  chiaro,  isomorfi  tra  di  loro  ;  tali  sono  dunque  anche 
C  e  C, . 

Avvertasi  che  ogni  zero  di  '^(.v)  in  C  e  un  elemento  primitivo  di 
C;  e,  quindi  anche,  che  ogni  zero  di  '^X^)  '"  ^i  ^  ^^  elemento 
primitivo  di   C, . 

Infatti,  essendo  o>  un    elemento    primitivo    di  C,  co  è    uno  zero  di 

(I) 

ma  non  di 

(2)  X^  -    I, 

con  o  <^r  <^  N  —  i  ;  quindi  [n°  150,  (i)]  ^(x)  è  un  divisore  di  (i), 
ma  non  di  (2).  Val  quanto  dire  che  ogni  zero  di  '^{x)  in  C  è,  al  pari 
di  w,  un  numero  primitivo   di  C. 

Dal  fatto  che  i  numeri  primitivi  di  C  si  distribuiscono  in  m-ple  segue 
che  ©(p"'  —  i)  è  divisibile  per  ni. 

160.  A  delineare  in  modo  compiuto  la  teoria  generale  dei  corpi 
finiti  non  resta  che  esaminare  la  questione  di  esistenza. 

Ecco  di  che  si  tratta. 

Da  quanto  è  stato  esposto  fin  qui  risulta  che  il  numero  degli  ele- 
menti di  un  corpo  finito  è,  in  ogni  caso,  una  potenza  di  un  numero 
primo  ;  e  risulta  pure  che,  di  fronte  alla  relazione  di  isomorfismo,  di 
corpi  finiti  con  un  assegnato  numero  di  elementi  non  ne  esiste  che  uno  ; 
ma,  se  p  è  un  qualsivoglia  numero  primo  ed  m  è  un  qualsivoglia  intero 
positivo,  esiste  realmente  un  corpo  finito  con  p"*  numeri  ? 

Ebbene  la  risposta  a  questa  domanda  è  affermativa. 

Che  tale  asserzione  sia  esatta  nel  caso  particolare  w  =  i  è  provato, 
in  modo  concreto,  dall'esistenza  del  corpo  C[/)];  quindi  essa  sarà  pie- 
namente giustificata  non  appena  sia  fatto  vedere  che  : 

Se  esiste  un  corpo  finito  con  p'"  elementi,  ne  esiste  pure  uno  con 
p""^  elementi,  essendo  q  un  qualsivoglia  numero  primo. 

Sia  C  un  corpo  finito  con  N  =  p"  elementi. 

Consideriamo  in  C  il  polinomio 

F(,v)  =  .v«  -  ,v. 
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Perchè  un  polinomio  f{x)  irriducibile  in  C  sia  un  divisore  di  F(x), 
occorre  e  basu  (n°  149)  clic  il  grado  di  /(.\)  sia  un  divisore  di  q; 
cioè,  essendo  cj  un  numero  primo,  che  il  grado  di  f(x)  sia,  o  1,0^. 
In  particolare,  dunque,  se  x  è  un  qualunque  numero  di  C, 


X  X 


è  un  divisore  di  F(x). 

Intanto  il  quoto  della  divisione  di  F(.v)  per  x  —  a  è 

(2(.v)  =  x'-^-  ■  +  a.V^-^-  +  a^x^-'-'  +  •  .  .   +  a-^'-  -  I, 

e  a  non  è  uno  zero  di  Q{x),  perchè,  essendo  nullo  il  numero  di  C 
rappresentato  da  />,  è  tale  anche  quello  rappresentato  da  N''  =  p""' ,  e 
quindi  è 

Q(ix)  =  N^y.-''-'  -  I  =-i; 

dunque  F(.v)  è  divisibile  per  x  —  y,  ma  non  per  (x  —  a)'. 

Ciò  porta  che,  se  si  decompone  /*  (x)  in  un  prodotto  di  polinomi 
irriducibili  in  C,  il  prodotto  complessivo  di  quelli  fra  di  essi  che  rie- 
scono di  grado  i  è  un  polinomio  del  grado  N. 

Segue,  essendo  q  ^  2  e  quindi  N''  y>  N,  che  F(x)  ammette  ne- 
cessariamente qualche  divisore  irriducibile  in   C  di  grado  q. 

Se  o(x)  è  uno  di  tali  divisori,  basta  considerare  il  corpo  algebrico 
derivato  da  C  mediante  <p(x)  per  avere,  come  volevasi,  un  corpo  finito 
con  N''  =  p""^  elementi. 

161.  Dai  risultati  conseguiti  discende  in  particolare  la  proposizione  : 

Qualunque  siano  il  numero  primo  p  e  l'intero  positivo  m,  esiste  nel 
corpo  C[p]  qualche  polinomio  /(x),  ivi  irriducibile,  di  grado  m. 

E  questa,  ove  si  osservi  che  in  un  corpo  finito  il  numero  dei 
polinomi  di  un  grado  assegnato  è  pur  esso  finito,  fa  sorgere  spontanea- 
mente il  problema  generale  : 

Dato  un  corpo  numerico  finito  C  con  N  =  p'"  elementi  (p  numero 
primo),  e  detto  n  un  intero  positivo  qualunque,  determinare  il  numero 
dei  polinomi  in  x,  di  grado  n,  irriducibili  in   C. 

Giacché  i  corpi  finiti  con  N  elementi  sono  tutti  isomorfi,  è  chiaro 
intanto  che  il  numero  richiesto  è   indipendente    dalla    natura  particolare 
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degli  elementi  di  C  ;  se  dunque  lo  indichiamo  con  <|/  («,  p"*),  •{/  risulta 
una  funzione  numerica  degli  argomenti  «,  /),  m. 

Diciamo  l"  un  corpo  finito,  certo  esistente,  con  N"  =  p"""  clementi. 

L'ordine  di  ?'  rispetto  al  suo  sottocorpo  fondamentale  e  m  «,  dun- 
que (n°  154)  esistono  in  V  elementi  di  rango  tn  rispetto  al  sottocorpo 
fondamentale.  Val  quanto  dire  che  esistono  in  I"  sottocorpi  con  p"  =^  N 
clementi  e  quindi  isomorfi  a  C. 

Sia  r  un  tal  sottocorpo. 

Il  numero  dei  polinomi  in  x,  irriducibili  in  1",  di  grado  «  è  '}  («,  p""). 

Ma  tali  polinomi  si  distribuiscono  in  {N  —  i)-plej  quelli  di  cia- 
scuna (N  —  O'P'^  "*^"  differendo  fra  di  loro  a  due  due,  se  N  —  i  !>  i, 
che  per  fattori  numerici,  una  volta  che  N  —  i  è  il  numero  degli  ele- 
menti non  nulli  di  P,  dunque,  se  indichiamo  con  x(^>  P")  '^  numero 
dei  polinomi  in  .v,  di  grado  «,  irriducibili  in  T  e  che,  ordinati  per  le 
potenze  discendenti  di  x  hanno  eguale  a  i  il  coefficiente  del  primo 
termine,  sarà 

e  la  determinazione  di  (L  sari  ricondotta  a  quella  di  /. 

Intanto  il  teorema  del  n°   154,  applicato  a  V  e  P,  dà  subito 

(5)  r"  =  ^.^/Xp,  n, 

dove  con  gli  indici  p,  n  posti  sotto  il  segno  di  somma  intendiamo  si- 
gnificare che  la  somma  va  estesa  a  tutti  i  divisori  p  di  «  ;  quindi  tutto 
si  riduce  a  dedurre  y  dalla  equazione  funzionale  (3)  a  cui  deve  soddi- 
sfare. 

Per  questo,  cominciamo  dal  supporre  «  ]>  i  e  indichiamo  con 
y, ,  .  .  •  ,  9,  (^  2^  i)  i  divisori    primi    differenti    di   n  ;    poi    diciamo   G 

(j  =  I,  .  .  .  ,  /)  l'insieme  dei  I     .    j   numeri  del  tipo 


dove  (j^,  /j ,  ...  ,  /)  e  una  qualunque    combinazione  della  classe  ;  dei 
numeri   i,  ...  ,  /,  e,  per    semplicità    di    scrittura,    denotiamo    con   g    il 
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numero  corrente    di   G^ .  Naturalmente  G,    conterrà    un   solo  elemento, 


cioè  g,  sari  suscettibile  del  solo  valore 


Dalla  (^)  si  trae,  facendo  n  =^  , 

quindi  è 

f  \  Sf^t  «2.^2  .ej.Cj 

=  j;p/.(p,  p"')-  IIpxCp,  p"')  +  ZIpxCp,  r)  — 

dove 


è  segno  di  una  somma  estesa  a  tutti  i  numeri  g.  di  G  . 

Poiché  ciascun  numero  ^  è  un  divisore  di  «,  i  valori  di  p  riferentisi 
ai  vari  sommatori  del  secondo  membro  della  (4)  sono  tutti  compresi 
tra  i  divisori  di  «  ;  quindi,  detto  o  un  determinato  divisore  di  n,  per 
calcolare  il  secondo  membro  della  (4)  bisognerà  cominciare  dal  vedere 
con  quale  coefficiente  complessivo  comparisce  in  esso  il  termine 

^/X^.  Pi' 

Suppongasi  che  '7  sia  un  divisore  di  n  inferiore  ad  n. 

In  quanto  t  è  un  divisore  di  n,  è  chiaro  che  esso  non  può  am- 
mettere divisori  primi  non  compresi  fra  ^^ ,  .  .  .  ,  ^^  ;  e  in  quanto  <j  è 
inferiore  ad  «,  è  pur  chiaro  che  tra  i  divisori  primi  q^,  .  .  . ,  q^  ve  n'è 
almeno  uno  che  comparisce  in  n  con  esponente  superiore  a  quello  col 
quale  comparisce  in  n.  Per  fissar  le  idee,  siano  q^,  .  .  .  ,  q^  {i  ^  s  ^  i) 
i  divisori  primi  ciascun  dei  quali  ha  in  n  un  esponente  più  grande  che 
in  n. 

Ciò  posto,  è  chiaro  che  di  numeri,  i  quali  ammettano  t  come  divi- 


sore, ve  ne  sono 


I    .    j  in  G^,  per  h  =  1,  2,  .  . .  ,  s,  e  non  ve  n'è    al- 


CAPITOLO    III.  —  COKPI    ALGEBRICI    E    CORPI    TINITI.  129 

cuno  in  G^^,,  ...,  G,  ;  quindi  nel  secondo  membro  della  (4)  il  termine 
apparisce  con  un  coefficiente  complessivo  dato  da 

■-(:)+(;)-(;)+■ -"-"O-^ 

Segue  che  il  secondo  membro  della  (4)  si  riduce  al  solo  termine 
che  proviene  dal  primo  sommatorio  quando  vi  si  faccia  p  =  n,  e  quindi 
resta 


ossia,  dividendo  per  n  e  tralasciando  per   semplicità  gli  indici  sottoposti 
ai  segni  di  somma, 

Più  sopra  abbiamo  supposto  n  ^  i    perchè  vi  fosse  luogo  a  parlare 
dei  divisori  primi  di  n.  Ma,  per  «  r=  i,  la  (3)  dà  subito 

ciò  che  del  resto  e  evidente  a  priori;  e  questa  formula  può  riguardarsi 
come  contenuta  nella  (5)  ;  dunque  : 

//  numero  dei  polinomi  in  x  di  grado  n   irriducibili  nel  corpo  finito 
C,  con  p"  elementi,  è  dato  da 


ove  le  g  e  i  segni  di  somma  hanno  i  significati  già  chiariti. 

Avvertasi  che  questo  numero  è  sempre  positivo,  perchè,  se  l'espres- 
sione racchiusa  tra  parentesi  quadre  fosse  nulla  —  nel  qual  caso  bisogne- 


rebbe bene  che  fosse  «^  i  — ,  essa,  divisa  per  p  '''  ^'  ,  darebbe  luogo 
a  un'espressione  nulla  con  un  termine  eguale  a  ( —  i)'  e  con  tutti  gli 
altri  termini  divisibili  per  p,  ciò  che  è  manifestamente  assurdo. 
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i6a.  Possiamo  ora  giustificare  un  fatto  che  fu  già  preannunziato 
nel  n°   147. 

Sia  C  un  corpo  finito  d'ordine  fx  rispetto    a  un  suo  sottocorpo  F. 

In  r,  grazie  all'osservazione  che  chiude  il  n°  precedente,  esiste 
certo  qualche  poHnomio  irriducibile  di  grado  p- ;  dunque  (n"  154)  esi- 
stono in   C  degli  elementi  di  rango  y.  rispetto  a  \\ 

Val  quanto  dire  (cfr.  n°  152),  che  C  è  isomorfo  a  un  corpo  alge- 
brico derivato  da  T,  di  grado  w.  rispetto  a  P. 


PARTE  SECONDA. 


LA   TEORIA   GENERALE 
DELLE   ALGEBRE. 


CAPITOLO  1. 

IL  CALCOLO   DRLLH   MATRICL 


Considerazioni  preliminari. 

1.  Una  matrice  si  dice  nulla,  se  i  suoi  elementi  sono  tutti  nulli,  e 
si  indica,  qualunque  sia  il  suo  tipo,  col  simbolo  o  '). 

2.  Se 

sono  matrici  in  uno  stesso  corpo    e  dello    stesso    tipo,  si  dice  somma 
di  X,  y,  .  .  .  ,  t,  e  sì  denota  con  x  -{-  y  -\-  •  •  •  -\-  t,  la  matrice 

Evidentemente  : 

La  somma  di  matrici  gode  delle  proprietà  commutativa  e  associativa. 
L'operazione  tra    matrici    denotata    dal  segno  -\-  si    dice,  al  solito, 
addizione. 

Occorre  appena  avvertire  che  è 

X  -\-  o  :=  X, 

dove  0  è  il  simbolo  della  matrice  nulla  dello  stesso  tipo  di  x. 


*)  Avvertasi  che,  quando  in  questa  seconda  Parte  del  volume  si  intende  citare 
uno  dei  n'  precedenti,  l'indicazione  del  n°  si  f;i  precedere  dal  segno  I,  se  si  riferisce 
alla  Parte  Prima. 


I  J4  PARTE   II.  —  LA   TEORIA   GENERALE   DELLE    ALGEBRE. 


3.  L'opposta  della  matrice 

, ,      .  -•  =  11^,.  Il 

e  la  matrice 

II-  ^,JI, 
che  si  denota  con  —  x. 

Come  è  chiaro 

-(-X)=A, 

e  il  dire   che    due    matrici    sono    opposte  vai  quanto    dire    che    la  loro 
somma  è  nulla. 

4.  Differenza  .v  —  y  delle    matrici    .v,  y,    in  uno   stesso    corpo  e 
dello  stesso  tipo,  è  la  matrice  somma  di  .v  e  dell'opposta  di  y. 

Se  X,  V,  :ì  sono  matrici,  da 

x—y  =  :i 
segue 

e  inversamente. 

In  particolare,  è 

X  —  )'  -—  o, 

quando,  e  solo  quando,  sìa 


L'operazione  tra  matrici  denotata  dal  segno  —  si  dice  sottrazione. 
5-  Se 


è  una  matrice  in  un  corpo  T  e  a  è  un  qualsivoglia  numero  di  F,  si 
dice  prodotto  scalare  di  a  per  x  e  si  denota  con  a .  x  o  a  x,  la 
matrice 

li^^.JI- 

Allo  stesso  modo  si  dice  prodotto  scalare  di  x  per  a,  e  si  denota 
con  X .  a  o  x  a,  la  matrice 

ii5,-,,«ii- 

Evidentemente  è 

a  X  =  X  a, 

(—  i).x  =:  —  x; 
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e,  se  [i  e  pure  un  numero  di   \\  si  ha 

(i.ax  =  fia.x  =  pax. 

Inoltre  è  chiaro  che  : 

//  prodotto  scalare  gode  delia  proprietà  distributiva  e  rispetto  alla 
somma  fra  numeri  e  rispetto  alla  somma  fra  matrici. 

L'operazione  fra  numeri  e  matrici  indicata  dal  segno  •  si  dice 
moltiplicazione  scalare. 

Avvertasi  clic  : 

//  prodotto  scalare  del  numero  x  per  la  matrice  x  è  nullo  quando,  t 
solo  quando,  sia  nullo  uno,  almeno,  degli  enti  x  ed  x. 

6.  Se  X, ,  .  .  .  ,  X,  (/  X  i)  sono  matrici  dello  stesso  tipo  nel  corpo 
r,  e  /, ,  .  .  .  ,  Xj  sono  numeri  di   r,  la  matrice 

>^,^'.  4-  •••  +\x, 

si  dice  la  combinazione  lineare  di  .v, ,  . . ,  ,  x,  secondo  i  numeri 
Aj  ,  .  .  .  ,  À^  . 

Le  matrici  x^ ,  . . .  ,  x,  si  dicono  poi  indipendenti,  o  dipendenti, 
secondo  che  non  esiste,  o  esiste  una  loro  combinazione  lineare  secondo 
numeri  non  tutti  nulli  di  P  che  sia  nulla. 

Suppongasi  che  le  matrici  x^ ,  .  .  .  ,  .v,  siano  del  tipo  (m,  n)  e  si 
indichi  con  X  (;  =  i,  .  .  .  ,  0  l'"t  «-complesso  di  F  i  cui  primi  n  ele- 
menti siano,  nello  stesso  ordine,  quelli  della  prima  riga  di  x^,  i  succes- 
sivi n  elementi  siano,  nello  stesso  ordine,  quelli  della  seconda  riga  di 
X  ,  e  cosi  via  ;  fino  a  che  gli  ultimi  n  clementi  siano,  nello  stesso  or- 
dine, quelli  deU'm""  riga  di  x  . 

Allora  è  chiaro  che  : 

Le  matrici  x^ ,  .  .  .  ,  x,  sono  indipendenti  o  dipendenti,  secondo  che 
tali  sono  gli  m  n-complessi  X, ,  .  .  .  ,  X,,  ossia  secondo  che  la  caratteristica 
di  questi  è  uguale  a  t,  o  inferiore  a  t. 

A  proposito  delle  nozioni  di  indipendenza  o  dipendenza  di  matrici 
possono  farsi  considerazioni  perfettamente  analoghe  a  quelle  dei  n'  44 
e  45  della  Parte  Prima.  Ed  è  anche  manifesto  che  la  teoria  dei  sistemi, 
sviluppata  già  per  il  caso  degli  «-complessi,  si  può  estendere  alla  totalità 
delle  matrici  di  un  corpo  di  uno  stesso  tipo. 
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7.  Se 

sono  matrici  in  uno  stesso  corpo,  la  prima,  del  tipo  (>;/,  «),  la  seconda, 
del  tipo  (n,  />),  si  dice  prodotto  di  .v  per  y,  e  si  denota  con  ;c._y  o 
xy,  la  matrice 

del  tipo  (>;j,  p),  per  la  quale  è 

1 . . .  Il 

l 

Secondo  la  definizione  posta,  se  x,  y  sono  matrici  in  uno  stesso 
corpo,  i  prodotti  xy  e  yx  esistono  simultaneamente  quando,  e  solo 
quando,  y  sia  del  tipo  (n,  w),  se  .v  è  del  tipo  (in,  n)  ;  nel  qual  caso 
risultano,  il  primo,  di  ordine  m,  il  secondo,  di  ordine  n,  e  quindi,  se 
m  ^  ttj  sono  certo  distinti.  Ma,  anche  se  m  =  «,  come  subito  si  riscon- 
tra mediante  esempi,  non  è  detto  che  debba  essere 

xy  =^  yx. 

Se  ciò  avviene,  .v  e  v  (che  sono  allora  matrici  quadrate)  si  dicono 
commutative  o  permutabili. 

L'operazione  tra  matrici  indicata  dal  segno  •  si  chiama  moltiplica- 
zione. 

Notisi  che  : 

Un  prodotto  di  matrici,  xy,  è  certamente  nullo,  se  una,  almeno, 
delle  matrici  x,  y  e  nulla. 

Non  è  detto,  per  altro,  che  un  prodotto  xy  di  matrici  risulti  nullo 
soltanto  in  tal  caso  (cfr.  n°  18). 

8.  //  prodotto  tra  matrici  gode  della  proprietà  associativa,  cioè,  se  x, 
y,  :^  sono  matrici  in  uno   stesso  corpo    dei  tipi    rispettivi   (m,  «),  (n,  p), 

{xy)i  =  x(yO. 

Che  (x_)');(  e  -v(v;^)  esistano  entrambi,  e  risultino  entrambi  del  tipo 
(m,  q),  è  intanto  evidente,  perchè  xy  esiste  ed  è  del  tipo  (w,  p),  e  )»;( 
esiste  ed  è  del  tipo  («,  q). 
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Poi,  se  è 


posto 

cioè 

si  ha 


(•VV)^  = 


-V  =  \%A     y  =  \K\l      i  =  \r^J, 

I. ... ^  '  p 

'^i.>  =*2-  '■'j,i'^i.>  '      ^-i.'  —  X  '"/,«  ^'.>  ' 

'■•/'       Il      >••■/'    ■...„ 

j  Usi 

in  '      P  I  .    ...I 

ZL  '';'.' Z.    '',j^»,'     —     Z_  '''j.iri.i 


=  x(yiy 


Inoltre  è  senz'altro  manifesto  che  : 

//  prodotto  tra  matrici  gode  della  proprietà  distributiva  rispetto  alla 
somma  tra  matrici. 

9.  Se  X, ,  ...  ,  x^  (t  ^  2)  sono  matrici  in  uno  stesso  corpo  e, 
supposto  che  X    sia  del  tipo  (w  ,  «  ),  si  ha,  per  y  =  i,  .  .  .  ,  /  —  i. 


n.  ^=  m. 


si  definisce    induttivamente    il  prodotto  x^.x^  .  .  .  x^  o  x^x^  . .  .  x^  di 
Xj ,  .  .  .  ,  x, ,  considerate  nell'ordine  scritto,  mediante  la  posizione 

x.x^  ...  X,  =(x,x^  ...  X,   ,)x,. 

IO.  Se  X,  y  sono  matrici  in  uno  stesso  corpo,  la  prima  del  tipo 
(m,  ;z),  la  seconda  del  tipo  («,  /)),  e  7.,  '^  sono  numeri  di  quel  corpo, 
si  ha  evidentemente 

ax.fi_y  =  OL^  .xy  =  x'^^jxy, 

dove  il  segno  •  è  segno,  a  primo  membro,  di  moltiplicazione  fra  matrici, 
a  secondo  membro,  di  moltiplicazione  scalare. 

Dopo  di  che  non  occorrono  spiegazioni  esplicite  perchè  si  intenda 
quale  sia  il  significato  da  attribuire  ad  un'espressione  come,  ad  es.,  la 
seguente 

ax>'^Y^ 

dove  a,  ^,  Y  sono  numeri    di    un    corpo  e  x,  jy,  :;;    sono    matrici  nello 
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Stesso  corpo,  t.ili  che  si    poss.i    parlare    del    prodotto  .v_)'^^;  e  perchè  si 
comprend.i  che  è 

II.  Dalle  proprietA  del  prodotto  di  matrici  osservate  nel  n°  8  segue 
subito  che  : 

Se  una  matrice  (quadrata)  è  permutabile  con  ciascuna  di  più  matrici 
date,  h  permutabile  anche  col  prodotto  di  queste  e  con  una  loro  qualunque 
combina:^ione  lineare  ; 
quindi  : 

5^  ciascuna  delle  matrici  x,  y,  . .  .  ,  ti  permutabile  con  ciascuna 
delle  matrici  .v',  y\  .  . .  ,  u',  il  prodotto  di  quelle  h  permutabile  col  pro- 
dotto di  queste,  e  ciascuna  combinazione  lineare  di  quelle  è  permutabile  con 
ciascuna  combinartene  lineare  di  queste. 

12  Se  si  conviene  di  indicare  con  x_,  la  trasposta  di  una  matrice 
che  sia  stata  indicata  con  x,  si  ha,  chiaramente  : 

(ax)_,  =ax_,, 

(x  +  )-)_,  =  x_,  +  )'_,  , 

(.xy)_,  =y_,x_^, 

dove  a  è  un  numero  e  x,  ;y  sono  matrici. 

Che  se  poi  .v  e  y  sono  matrici  quadrate,  per  i  determinanti  di  x_^ , 
ax  e  xy  si  ha  : 

|ax|  =  a"|x|, 

\xy\  =  \x\-ìy\  =  \yx\, 

dove,  nella  seconda  eguaglianza,  n  è  l'ordine  di  x. 

Di  queste  ultime  tre  relazioni  la  prima  è  stata  già  osservata  nel 
n°  )6  a)  della  Parte  Prima;  la  seconda  è  conseguenza  immediata  della 
definizione  di  ax  e  di  quanto  è  detto  nel  n°  56  y)  della  detta  Parte; 
la  terza  enuncia  per  un  corpo  numerico  qualunque  un  teorema  che  è 
ben  noto  per  il  corpo  razionale,  reale  o  complesso,  e  che  si  stabilisce, 
in  uno  qualsiasi  di  questi  ultimi  tre  corpi,  con  ragionamenti  estendibili 
a  un  corpo  numerico  qualunque. 
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A  questo  proposito  giova  osservare  esplicitamente  quanto  segue. 
Dalle  relazioni  in  discorso  si  deduce  che  e  : 

M-bi  =  \xy\  =  \x_,y\  =  \xy_,\  =  \x_j_} 

=  \yx\  =  |v_.x|  =  \yxj  =  |>'_,x_j, 

e  quindi  si  hanno  otto  modi  dilFerenti  per  costruire  una  matrice  qua- 
drata il  cui  determinante  eguagli  il  prodotto  dei  determinanti  delle  ma- 
trici .Y  ed  )'. 

Per  solito  si  dice  che  le  matrici  quadrate  xy,  x^^y,  xy_^,  ^_,)'-i 
sono  dedotte  da  x  e  y  moltiplicando,  rispettivamente,  righe  per  colonne, 
colonne  per  colonne,  righe  per  righe,  colonne  per  righe  ;  e  si  definiscono 
così  quattro  tipi  di  prodotti  per  le  matrici  x  e  y. 

Ma  di  questi  quattro  tipi  soltanto  il  primo  gode  della  proprietà  asso- 
ciativa ;  quindi,  come  già  consigliava  il  Sylvester,  ad  esso  soltanto 
conviene  applicare  la  denominazione  di  prodotto. 

13.  Il  prodotto  xy  delle  matrici  x  e  y  risulta  una  matrice  quadrata, 
se,  posto  che  x  sia  del  tipo  (m,  «),  si  ha  che  y  è  del  tipo  («,  w).  Si 
può  domandare  in  tal  caso  che  cosa  possa  dirsi  del  determinante  di  xy. 

Ebbene  si  dimostra  subito,  imitando  il  ragionamento  ben  noto  che 
dà  la  risposta  a  questa  domanda  per  il  caso  del  corpo  razionale,  reale 
o  complesso,  che  : 

//  determinante  \xy\  e  nullo,  se  è  m  ^  n  ;  se  invece  è  m  <^  n,  \xy\ 
eguaglia  la  somma  dei  prodotti  che  si  ottengono  moltiplicando  il  determi- 
nante di  ciascun  minore  di  x  di  ordine  m  per  il  determinante  del  minore 
di  ordine  m  di  y,  le  cui  righe  occupano  in  y  gli  stessi  posti,  che  le  colonne 
di  quello  occupano  in  x. 

Naturalmente,  come  è  stato  già  detto,  se  è  m=n,  si  ha  |x)'|=r|x|«|)'|. 

§2. 

Il  caso  delle  matrici  quadrate. 

14.  Una  matrice  quadrata  a  determinante  nullo  si  dirà  degenere. 

Dalla  formula 

\xy\  =  \x\-\y\ 

del  n°  1 2  segue  evidentemente  che  : 
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Un  prodotto  di  matrici  quadrate  h  degenere  o  inni,  secondo  che  tali 
matrici  non  sono  o  sono  tutte  non  degeneri. 

15.  Una  matrice  quadrata  si  dice  identica,  se  i  suoi  elementi 
principali  sono  tutti  eguali  all'uniti  e  gli  altri  (ove  sia  di  ordine  >  i) 
sono  tutti  nulli. 

Il  determinante  di  una  matrice  identica  è  uguale  all'unità  ;  quindi 
una  tal  matrice  è  certo  non  degenere. 

È  chiaro  che  : 

Se  nel  prodotto  di  matrici,  xy,  una  delle  matrici  x,  y  è  identica,  xy 
h  eguale  all'altra  (sia,  0  non,  questa  una  matrice  quadrata). 

16.  Una  matrice  (necessariamente  quadrata)  si  dice  simmetrica, 
se  è  eguale  alla  sua  trasposta  ;  emisimmetrica,  se  è  l'opposta  della 
sua  trasposta. 

In  un  corpo,  il  cui  sottocorpo  fondamentale  sia  isomorfo  a  C[2], 
una  matrice  simmetrica  è  anche  emisimmetrica,  e  viceversa  ;  in  ogni 
altro  corpo  una  matrice  emisimmetrica  ha  gli  elementi  principali  tutti 
nulli,  e  una  matrice  può  essere  nel  tempo  stesso  simmetrica  ed  emisim- 
metrica solo  a  patto  che  sia  nulla. 

Da 

^  =  y  -^i^ 

con  y  matrice  simmetrica  e  ^  matrice    emisimmetrica,    si    deduce,    pren- 
dendo le  trasposte, 

x_,=y  —  i, 
e  quindi 

2y  =z  X  -{-  x_^,         21  =  X  —  x_^. 

Segue  che,  se  nel  corpo,  in  cui  x,  y,  :^  sono  definite,  non  è  2  =  o, 
si  ha 

Ora,  qualunque  sia  la  matrice  quadrata  x,  delle  due  matrici  x-\-x_^ 
ed  X  —  x_,  la  prima  è  simmetrica  e  la  seconda  emisimmetrica,  dunque  : 

In  un  corpo,  il  cui  sottocorpo  fondamentale  non  sia  isomorfo  a  C[2], 
ogni  matrice  quadrata  può  pensarsi,  e  in  un  modo  solo,  come  somma  di 
una  matrice  simmetrica  con  una  matrice  emisimmetrica. 
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È  chiaro  che  : 

Una  matrice,  la  quaìc  sia  combinaiionc  lineare   ili  matrici  simmetri- 
che (emisimmelriche),  è  anch'essa  tale. 
17.  Se 

^  =  llsJI 

è  una  matrice  quadrata,  si  dice  aggiunta  di  x  la  matrice 

nella  quale  ;' ,  è  l'aggiunto  di  ;  ,  in  jc. 

Che  se,  poi,  x  e  non  degenere  e  ;";  è  il  reciproco  di  ;  ;  in  x,  la 

matrice 

II'"  Il 
lh/,/ll 

si  dice  la  reciproca  di  x. 

Si  verifica  subito  che  : 

a)  Una  matrice  quadrata  e  la  trasposta  della  sua  aggiunta  sono 
permutabili  ;  e  il  loro  prodotto  t  il  prodotto  scalare  del  determinante  della 
matrice  data  per  una  matrice  identica; 

e  che  : 

b)  Una  matrice  quadrata  non  degenere  e  la  trasposta  della  sua  reci- 
proca sono  permutabili,  e  il  loro  prodotto  è  una  matrice  identica. 

Quindi  : 

e)  Il  determinante  dell'aggiunta  di  una  matrice  quadrata  non  dege- 
nere di  ordine  n  e  la  potenza  del  determinante  di  questa  con  l'esponente 
n  —  1; 

e  : 

d)  Il  determinante  della  reciproca  di  una  matrice  quadrata  non  dege- 
nere è  rinverso  del  determinante  di  questa. 

Si  dimostrano  poi,  con  gli  stessi  procedimenti  che  si  seguono  di 
solito  per  il  caso  del  corpo  razionale,  reale  o  complesso,  i  due  notevoli 
teoremi  : 

e)  La  caratteristica  dell'aggiunta  di  una  matrice  degenere  è  ^  i  ; 
e  : 

/)  //  determinante  di  un  minore  di  ordine  q  dell'aggiunta  di  una 
matrice  quadrata  non  degenere,  col  determinante  ^,  h  il  prodotto  di  S''"'  per 


1^2 


PARTE  II.  —  LA  TEORIA  GENERALE  DELLE  ALGEBRE. 


l'aggiunto  dfl  mlìunc  di  onìine  q  della  matrice,  costituito  con  le  righe  e 
le  colonne  che  occupano,  in  questa,  gli  stessi  posti,  che  occupano  nell'ag- 
giunta le  righe  e  le  colonne  che  concorrono  a  formare  il  minore  consi- 
derato. 

Da  e)  segue  clic  il  teorema  e)  è  vero  anche  per  le  matrici  degeneri 
di  ordine  «  >  i- 

i8.  Dimostriamo  ora  la  proposizione  fondamentale: 

Se  X,  V,  i^  sono  matrici,  e  x  l  una  matrice  quadrata  non  degenere,  da 


segue 


segue 


xy  =  x:^         {oppure     yx  --  ;^.\) 

y  =  1. 

Infatti,  se  /  è  la  trasposta  della  reciproca  di  .v,  da 

xy  =  x:^         (oppure     yx  =  ^x) 

txy  =  tx:^         (oppure     vxf=r::(x/), 

e  /,v  =^  xt  è  una  matrice  identica. 

In  particolare,  ricordando  ciò  che  è  detto  verso  la  fine  del  n°  7,  si 
ha  che  : 

Da 

a:_)'  =  o         (oppure    jx  =  o), 

dove  X,  y  sono  matrici  e  x  e    una  matrice    quadrata  non  degenere,  segue 

y  =  o. 

Avvertasi  esplicitamente  che,  dall'essere 

con  X  ed  v  matrici,  non  segue,    senz'altro,   che    debba    esser  nulla  una 
almeno  di  esse. 
Se,  per  es.. 


I     o 


y 


IO     o, 
sono  matrici  in  uno  stesso  corpo,  è 

X  --^  o,        y  yé:  o,         ma 


o     o 

O       I 


xy  =  o. 
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Si  osservi  però  che  : 

Se  h 

xy  =z  o, 

con  X,  y  matrici  quadrate  e  x  9^  o,  v  7^  o,  x  ed  y  sono  necessariamente 
entrambe  degeneri. 

19.  Se  .V,  y  sono  matrici  quadrate,  in  uno  stesso  corpo  e  dello 
stesso  ordine,  e  il  prodotto  .v^  è  una  matrice  identica,  si  dice  che  y  è 
inversa  di  x. 

Perchè  una  matrice  quadrata  sia  dotata  di  inversa,  occorre  e  basta 
che  sia  non  degenere  ;  nel  guai  caso  ammette  un'unica  inversa,  data  dalla 
reciproca  della  sua  trasposta. 

La  condizione  è  necessaria,  perche  se  v  ò  inversa  di  x,  il  prodotto 
X)'  è  una  matrice  identica  e  quindi  non  degenere;  ed  è  anche  sufficiente, 
perchè,  se  una  matrice  quadrata  non  è  degenere,  il  prodotto  di  essa  per 
la  trasposta  della  sua  reciproca  è  appunto  una  matrice  identica. 

Dopo  di  che  per  giustificare  l'ultima  affermazione  dell'enunciato 
basta  ricorrere  al  teorema  fondamentale  del  n°  precedente. 

ao.  Se  V  è  l'inversa  della  matrice  (non  degenere)  x,  x  è  a  sua  volta 
l'inversa  di  y. 

Infatti  da 

XV  =  /, 

con  /  matrice  identica,  segue 

X'vx  =  x^-x  =  I •  X  ■=  X- 1 ; 

e  quindi,    essendo    x    non    degenere,    per  il    teorema    fondamentale  del 
n°  18  è 

yx  =  I. 

21.  Se  una  matrice  quadrata  non  è  degenere,  la  trasposta  della  sua 
reciproca  e  la  reciproca  della  sua  trasposta,  dunque  : 

La  reciproca  della  reciproca  di  una  matrice  quadrata  non  degenere  h 
questa  stessa  matrice. 

Accanto  a  questa  proposizione  giova  tener  presente  l'altra  (che  si 
deduce  subito  da  quanto  è  detto  nel  n°  17): 

L'aggiunta  dell'aggiunta  di  una  matrice  quadrata  x  di  ordine  n  è  il 
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prodotto    scalare    di    x   per  [x)" '",  se  n  ^  2  ;  è    x    stessa,  se  n  =  2;   h 
identica,  se  tt  =:  1. 

32.  Se  X,  :^  sotto  matrici  in  uno  stesso  corpo,  la  prima  quadrata, 
non  degenere  e  di  ordine  n,  la  seconda  di  tipo  {n,  m)  [di  tipo  (m,  «)], 
esiste  una,  ed  una  sola,  matrice  y  per  la  quale  è 

xy  =  ^       [v.v  =  ^]. 

Infatti,  perchè  y  soddisfaccia  alla  condizione  voluta,  occorre  e  basta 
prendere 

y  =  ti         [oppure     y  =  V], 

dove  /  è  l'inversa  di  x. 

23.  Se  -v  è  una  matrice  quadrata,  ed  m  è  un  intero  positivo  qua- 
lunque, si  dice  potenza  di  ,v  con  l'esponente  m,  e  si  denota  con 
x",  la  matrice  che  è  definita  induttivamente  dalle  posizioni 

a"'  =  X,     se     m  =  I  ;         x"  =  x'""'  -x,     se     w  ^  i. 

Se  x  è  non  degenere  ed  m'  è  un  intero  non  positivo,  si  introduce 
anche  la  poten:^a  di  x  con  esponente  m\  che  si  denota  ancora  con  x"  , 
ponendo  per  definizione  che  x"  sia  la  matrice  identica  dello  stesso  or- 
dine di  .V  e  nello  stesso  corpo  in  cui  è  data  x,  se  in'  =z  o;  la  potenza 
con  l'esponente  —  in'  dell'inversa  di  x,  se  m'  <^  o. 

In  conformitA  di  queste  definizioni,  se  x  è  non  degenere,  l'inversa 
di  X  è  da  denotare  con  x~' . 

Per  i  prodotti  di  potenze  di  matrici  valgono  i  teoremi  fondamentali 
espressi  dalle  uguaglianze 

(xj  =  x-, 

dove  X  è  una  matrice  quadrata  ed  r,  s  sono    interi    positivi  qualunque, 
se  X  è  degenere  ;  interi  relativi  qualunque,  se  x  non  e  degenere. 
Avvertasi  che,  se  x  non  è  degenere,  è 

se  inoltre  a  e  un  numero  non  nullo,  appartenente   con    gli  elementi  di 
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X  ;i  uno  stesso  corpo  numerico,  e 

e,  se  y  e  uiui  matrice  quadrata  non  degenere  dello  stesso  ordine  di  -v  e 
appartenente  con  .v  a  uno  stesso  corpo,  si  ha 

34.  Una  matrice  quadrata  si  dice  pseiidonulla,  se  non  è  nulla, 
ma  è  tale  qualche  sua  potenza. 

Le  potenze  di  una  matrice  (quadrata)  non  degenere  sono  tutte  non 
degeneri  (n°  14),  quindi: 

Una  matrice  pseudonulla  è  necessariamente  degenere. 

Se  X  è  una  matrice  pseudonulla  e  tra  le  sue  potenze  (le  quali, 
naturahnente,  essendo  x  degenere,  saranno  tutte  con  esponenti  interi 
positivi)  quella  con  esponente  r  e  la  potenza  nulla  con  esponente  minimo, 
è  r  ^  2,  e  le  potenze  nulle  sono  tutte,  e  solo,  quelle  con  esponente 
^  r.  Invece  : 

Le  potente 
(i)  X,        x',  ...  ,  x' 


,r—l 


non  solo  sono  tutte  non  nulle j  ma  sono  anche  indipendenti. 
E  infatti  sia,  se  è  possibile, 

(2)  X_x  +  X^x^+  ...  +X,_,x'-'=o, 

con  le  X  numeri  non  tutti  nulli  del  corpo  in  cui  è  data  la  matrice. 

Giacche  nessuna  delle  potenze  (i)  è  nulla,  le  'k  non  nulle  saranno 
almeno  due,  e  quindi  esistere  un  intero  s,  per  il  quale  san\  o<^j<^r — i  e 

\^='k^=  ...  =  X  _^  =0,         \^^  o. 

Dopo  ciò  la  (2),  moltiplicata  membro  a  membro  per  x*""'"',  dà 

l^x'-'  =  o; 

ma  questo  (n°  5,  in  fine)  è  assurdo,  perchè  è  X^  ^  o,  x'~'  ::^  o  ;  dun- 
que ecc. 

L'intero  r,  di  cui  qui  si  è  discorso,  si  dice  rango  di  x. 

G.  ScoK2A. —  Teoria  ^cinralt  >iti  corpi  numtrici.  19 
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É  chiaro  che  : 

5t-  /  h  un  intero  positivo  inferiore  ad  r,  x'  è  pseudontiJla  al  pari  di 
X,  e  se  il  suo  rango  è  Sj  s  è  il  minimo  intero  positivo  per  cui  risulti 
ts  ^  r. 

35.  In  un  corpo  numerico  P  si  indichi  con  e.  ■  (t,  j  ^=  1,  .  .  .  ,  «) 
la  matrice  di  ordine  «,  in  cui  l'elemento  secondo  cui  la  riga  i"'*  si  in- 
crocia con  la  colonna  ;■"*  è  eguale  all'unità,  mentre  gli  altri  (se  «  >  i) 
sono  tutti  nulli. 

Allora  si  riscontra  subito  che  : 

Le  n^  matrici  e,.  •  sono  indipendenti  ; 
che  : 

Ogni  matrice  in  T  d'ordine  n  pub  pensarsi,  e  in  un  modo  solo,  come 
una  combina:(ione  lineare  delle  «*  matrici  e.  .,  essendo 


^  =  !£^.-,/^.-,;>         ^^  ^        ^  =  11^ 


■'.■.I   > 


e  che,  infine  : 

Per  i  prodotti  delle  matrici  c--  si  hanno  le  rela^joni  fondamentali 

(o,        se    jyi^h, 


^'•^^'•'       (c.-t,     se    j  =  h. 
Si  osservi  che  : 
La  matrice  identica  in  V  d'ordine  n  e  data  da 

^.,.  +  •  •  •  +  c„„  ; 
che  : 

Se  n'^  ij  le  matrici  e.     sono  tutte  degeneri  e  quelle  per  cui  è  i  ^  j 
sono  pseudonulle  di  rango  2  ; 
e  infine  che  : 

In  un  qualsivoglia  corpo  numerico    esistono  t-ple    di  matrici  indipen- 
denti di  ordine  n  solo  per  t  ^n^ . 

§3- 
Matrici  i  cui  elementi  sono  polinomi. 

26.  Le  definizioni  di  matrice    nulla  e  di    somma,  differenza  e  pro- 
dotto stabilite  nel  §  i  di  questo    capitolo    per  le  matrici    i  cui  elementi 
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sono  numeri,  non  perdono  significato,  se  si  suppone  clie  le  matrici,  di 
cui  ili  esse  si  discorre,  abbiano  invece  per  elementi  dei  polinomi  (in 
uno  stesso  corpo  e  con  le  stesse  indeterminate). 

Cosicché  anche  per  queste  matrici  potremo  parlare  di  somme,  diffe- 
renze e  prodotti,  e  per  tali  somme,  differenze  e  prodotti  varranno  le 
proprietà  formali  osservate  già  per  il  caso  delle  matrici  a  elementi 
numerici. 

Lo  stesso  dicasi  per  la  definizione  di  prodotto  scalare  di  un  ou- 
mero  per  una  matrice  o  di  una  matrice  per  un  numero  ;  la  quale  dà 
luogo  subito  a  quella  di  prodotto  scalare  di  un  polinomio  per  una  ma- 
trice i  cui  elementi  siano  polinomi,  o  di  una  tal  matrice  per  un  polino- 
mio ;  prodotto  scalare  che  gode  delle  stesse  proprietà  formali  di  quello. 

La  nozione  di  matrice  aggiunta  a  una  matrice  quadrata  si  estende 
pur  essa,  immediatamente,  alle  matrici  i  cui  elementi  sono  polinomi  ; 
non  così  quella  di  matrice  reciproca  di  una  matrice  quadrata  non  dege- 
nere, finché  si  vuole  rimanere  nel  campo  delle  matrici  a  elementi 
polinomi. 

Ma,  se 

"  =  \\pj\ 

è  una  matrice  quadrata  a  elementi  polinomi,  basta  considerare  P .  ^  come 

p. 
simbolo  della  frazione  algebrica  -^  ,  perchè  x  diventi  una  matrice  i  cui 

elementi  sono  numeri  di  un  corpo  (cfr.  I,  n'  90  e  e  91);  dopo  di  che 
è  chiaro  che  cosa  si  dovrà  intendere  per  matrice  reciproca  di  x,  se  si 
suppone  che  x  sia  a  determinante  non  nullo,  o,  come  ancora  diremo, 
che  X  non  sia  degenere. 

Questa  osservazione  permette  di  estendere  alle  matrici  i  cui  ele- 
menti sono  polinomi  la  proposizione  fondamentale  del  n"  18,  sebbene 
nella  dimostrazione  di  questa  intervenga  la  nozione  di  matrice  reciproca. 

Si  abbia  infatti 

xy  =  xx^         (oppure    yx  =  xx), 

con  X,  y,  :^  matrici  a  elementi  polinomiali  e  x  matrice  quadrata  non  de- 
genere. 

Si  interpretino    x,  _y,  ^   come    matrici    a    elementi  numerici    in  un 
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conveniente  corpo,  procedendo  al  modo  che  ora  si  è  indicato  ;  con  che 
regu.iglianza  supposta  non  viene  meno.  Allora  e  ben  chiaro  che  dall'ipo- 
tesi fatta  segue 

e  questa  uguaglianza  continua  a  sussistere  anche  se  )>  e  :^  si  tornano  a 
considerare  come  matrici  a  clementi  polinomiali. 
27.  La  matrice 

\K,i','  ■  ■  ■  ll'W, 

i  cui  elementi  sono  monomi  simili,  con  le  indeterminate  $, ,  . . .  ,  ^^,  si 
indicherà  anche  scrivendo 

IM^f'  •■•  ^^,         oppure         ^{'  ...  ^Mla.,||. 

In  questo  è  da  ravvisare  una  definizione  indipendente  da  quelle  già 
poste,  se  ||a;||  si  vuol  considerare  come  una  matrice  a  elementi  nume- 
rici; ma  se  W^W  si  riguarda  come  una  matrice,  i  cui  elementi  siano 
polinomi  in  ;,,  . . .  ,  ;„  equivalenti  a  numeri,  si  ricade  nella  definizione 
di  prodotto  scalare  incontrata  nel  n°  precedente. 

In  ogni  modo  segue  che,  se,  più  generalmente,  nella  matrice 

^  =  \\PJ\ 

gli  elementi  P.,  sono  polinomi  (in  uno  stesso  corpo),  con  le  indeter- 
minate ^, ,  . .  .  ,  ^„, ,  ciascun  dei  quali,  se  non  e  nullo,  sia  di  grado 
y  «,  e  si  pone 

''  ti,-.Pm      ' 

dove  la  somma  si  intende  estesa  a  tutte  le  m-\i\c  ordinate  (p^ , .  .  .  ,  p^ 
di  interi  non  negativi  per  le  quali  è 

si  può  scrivere 

Pu-    ,Pm  ' 

Questa  osservazione  suggerisce  senz'altro  di  estendere  alle  matrici 
come  X  la  nozione  di  grado,  senz'altro,  o  di  grado  rispetto  ad  alcune 
delle  indeterminate  che  compariscono  nei  suoi  elementi. 
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Cosi,  per  cs.,  .V  s;irA  del  grado  ;;,  se  è  non  iiulhi  una,  almeno, 
delle  matrici 

Kì ^'"'ii 

per  le  quali  e 

P,-\- h  P,..  =  «  ; 

cioò,  se  uno,  almeno,  dei  polinomi  P  ,  e  del  grado  n. 

Per  brevitA  di  discorso  una  matrice,  i  cui  elementi  siano  polinomi 
in  un  corpo  F  con  le  indeterminate  ;_,...,  ;_,_,  si  dirà,  generalizzando 
una  denominazione  del  BochAr,  una  (;,,  ...  ,  ;„,)-matrice  in  P. 

28.  Se  nelle  uguaglianze 

X,  y,  :^,  t  sono  delle  (;,,  .  .  .  ,  ^^)-matrici  e  x,  y  sono  dei  gradi  n  ed 
n'y  è  chiaro  che  :(^,  se  non  è  nulla,  è  di  grado  non  superiore  al  mas- 
simo dei  numeri  n  ed  «',  e  che  /,  se  non  è  nulla,  è  di  grado  non 
superiore  ad  n  -\-  n'. 

A  questo  proposito  è  utile  osservare  quanto  segue,  per  il  caso 
m  =  ì. 

Suppongasi  che  nell'eguaglianza 

t  =:  xy 

X,  j,  /  siano  ^-matrici  quadrate  in  F  ;  e,  supposto  che  x  ed  _y  siano  dei 
gradi  n  ed  «',  si  ponga 

x  =  a>+a,l'-'  +  ...+a„ 

y  =.  b/y  +  h,l'- +  ■  ■ .  +  l,„„ 

dove  le  rt  e  le  b    sono    matrici    in  F    (tutte    dello    stesso    ordine)  ed  è 

Allora  è 

e  quindi  (n°  i8)  : 

La  ^-matrice  t  risulta  certo  del  grado  ti  -f-  ti',  se  alttieno  una  delle 
matrici  a^,  bo  è  noti  degenere. 

29.  Siano  X,  y  delle  ^-matrici  quadrate    in  F  dello  stesso  ordine  e 
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sia  y  z^  o.  Inoltre,  posto 

suppongasi  che  b^  sia  non  (ìc^t'iiere. 

Imitando  il  procedimento  del  n°  120  della  Parte  I  (per  il  che  biso- 
gnerà tener  presente  il  teorema  del  n°  22)  si  dimostra  subito  allora 
che  : 

Esiste  in  r  Hfia  ed  una  sola  coppia  di  c,-matrici  quadrale  q^  ed  r, 
dello  stesso  ordine  di  x  ed  y,  per  la  quale  b 

x  =  yq^  -f-r,, 

e  inoltre  r, ,  se  non  è  nulla,  h  una  ^-matrice  di  grado  inferiore  a  quello 
di  y  ; 

e  che  : 

Esiste  in  V  una  ed  una  sola  coppia  di  c,-matrici  quadrate  q^  ed  r^ 
dello  stesso  ordine  di  x  ed  y,  per  la  quale  è 

t  inoltre  r^,  se  non  è  nulla,  è  di  grado  inferiore  a  quello  di  y. 

§4- 

Rango,  equazione  minima  ed  equazione  caratteristica 

di  una  matrice  quadrata. 

30.  Sia  X  una  matrice,  nel  corpo  r,  di  ordine  p,  e  sia  /  la  matrice 
identica  in  F  dello  stesso  ordine. 
Se 

è  un  polinomio  in  T,  si  indicherà  con  /(x)  la  matrice 

Ogni  tale  matrice  si  dirà  poi  (sebbene  la  denominazione  non  sia 
molto  propria)  una  funzione  razionale  intera  di  x  in  r. 

Dopo  ciò,  se,  per  es.,  ^(;,  ri)  è  un  polinomio  in  T  con  le  indeter- 
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minate  ^  ed  f),  si  intende  senz'altro  quali  saranno  i  significati  delle 
espressioni  g(x,  o),  i-(;,  x)  e  ^(.v,  x). 

Quest'ultima  sarA  una  funzione  razionale  intera  di  x  ;  delle  altre,  la 
prima  sarà  una  /)-matrice,  b  seconda  una  ^-matrice,  in   l\ 

È  chiaro  clic  : 

Matrici,  le  quali  siano  funzioni  ra::ionali  intere  di  una  stessa  ma- 
trice, sono  permutabili. 

Avvertasi  poi  che,  se  P(;, ,  .  ■ .  ,  ;„,)  è  un  polinomio  in  V  con  le 
indetcrminate  ^_,  ...,  P^,  ed  /,(0'  •••>/m(0  sono  polinomi  in  F, 
con  l'indeterminata  l,  per  i  quali  risulti 

p(f.(M--,fM  =  °' 

si  ha  pure 

E  osservazioni  analoghe  sussisterebbero,  se  /, ,  .  . .  ,  /^  fossero  po- 
linomi con  due  (o  più)  indeterminate. 
31.  Fra  le  matrici  della  serie 

(i)  /,     X,     x',  ...  ,  x',  ... 

(dove  I  =  x° ,  se  x  non  è  degenere)  non  è  possibile  sceglierne,  al  più, 
che  /)*,  le  quali  siano  indipendenti. 

Esiste  dunque  un  intero  positivo  p,  evidentemente  unico,  per  il 
quale  accade  che  le  matrici  precedenti  x''  nella  serie  (i)  sono  indipen- 
denti, mentre  x'"'  e  una  loro  combinazione  lineare. 

Tale  intero  si  dirà  rango  di  x,  e  supposto  che  sia 

(2)  xP  +  a,x.^--}-  ...  +aJ  =  o, 

con  le  X  numeri  di  F,  univocamente    determinati  da  x,  l'equazione  in  F 

9(0  =  $r>_|.a,^.°-'+  ..-  +a,  =  o 

si  dirà  l'equazione  minima  di  x. 

Avvertasi  che,  se  gU  elementi  della  matrice  x  appartengono  simul- 
taneamente a  più  corpi  diversi,  F,  F', .  .  .  ,  la  totalità  delle  funzioni  ra- 
zionali intere  di  x  in  uno  di  questi  corpi  non  coincide  con  la  totalità 
analoga  in  un  altro  ;  ma  il  rango  e  Vequa:;ione  minima  di  x  dipendono 
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soltanto  da  x  e  non  da  x  e  dal  corpo  in  cui  essa  si  considera  (cfr.  n°  6 
e  I,  n°  44). 

Avvertasi  anche  che,  per  quanto  è  stato  detto,  è  i  ^  p  ^  ^*  ;  ma 
più  avanti  sarà  dimostrato  che  è  addirittura  i  ^  p  ^  />,  quindi,  se 
/)>  I,  è  certo  p  </)'. 

33.  Dalla  (2)  si  trae  successivamente 

xP-'  +  a.A-P      +  ...   +a^^    =0, 
^-P-_|_a,A-''-+   ...   +a^x=  =  o, 


dunque  le  potenze    di  x    con    esponente    superiore    a  p  —  i   sono  tutte 
combinazioni  lineari  delle  matrici  (indipendenti) 


(3)  /,     ^,     x= 


vP-' 


Val  quanto  dire  che  : 

Se  X  k  dei  rango  p,  ciascuna  funzione  ra:^ionale  intera  di  x  in  V  si 
può  supporre  (e  in  un  modo  solo)  della  forma 

con  le  p-  numeri  di  V. 

Notisi  che  : 

Nella  (2)  e  y.^  z^  o,  0  a^  =  o,    secofido    che    x    e    non    degenere,  0 
degenere. 

E  invero,  se  è  a   ^  o,  la  (2)  dà 

(5)  /  =  -  -L(xr'  -I-  ...x^-  +  .  •  •  +  «p_.x),-^ 

.  .  p 

Cloe 

r  I 

/  = X,     se     p  ^  I , 

oc 

I 

/=-   i-x(xP-'+a,xP-+  ...  +a^_./),     se     p  >  I. 

Ma  /  non    e    degenere,    quindi    (n°  14),  se  a   :^  o,  x    non  è  de- 
genere. 

Viceversa,  sia  x  non  degenere. 

In  tal  caso    nella    (2)  è    certo  «,^  7^  o,  perchè    altrimenti,    non  es- 
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sendo  x  =  o,  sarebbe  p  >  i,  e  quindi 

x(xP-  +  a..r--^-j-   ...   4-a^_,/)  =  o, 
cioè,  essendo  x  non  degenere,  (n°  i8) 

^p-_|.^_x-+  ...  ^a^__/^o, 

e  il  rango  di  x  non  sarebbe  p,  ma  un  intero  inferiore  a  p. 

Dopo  ciò  è  chiaro  che  è  a  =  o  quando,  e  solo  quando,  x  e  de- 
genere. 

Se  X  non  è  degenere,  anche  le  sue  potenze  con  esponenti  negativi 
sono  combinazioni  lineari  delle  (3),  perchè  in  tal  caso  è  a^  o  e  la 
(5)  dà,  moltiplicata  per  x~' , 

x-'  =  -  -^(x^'-'  +  a,  x°-  +  •  •  •  +  ^-.  n- 

Se  X  è  pseudonulla,  il  suo  rango  secondo  la  definizione  attuale 
coincide  col  rango  secondo  la  definizione  del  n°  24. 

Avvertasi  che  : 

La  matrice  identica  I  e  comhina:^ione  lineare  di  potente  della  matrice 
X  quando,  e  solo  quando,  x  non  e  degenere. 

33.  La  proprietà  fondamentale  dell'equazione  minima  di  x  e  espressa 
dal  seguente  teorema  : 

Se  <^(;)  è  un  polinomio  in  un  corpo  contenente  gli  elementi  di  x 
[e  quindi  anche  i  coefficienti  di  'i>(l)],  perche  sia 

*(-v)  =  o, 

occorre  e  basta  che  *^(;)  sia  divisibile  per  9(;)- 

Infatti,  se  q{l)  ed  r(;)  sono  il  quoto  e  il  resto  della  divisione  di 
*(;)  per  9(^),  da 

*(;)-?(0'/(':)  +  K;), 

'p(x)  =  o, 
segue  (n°  30,  in  fine) 

<I>(x)  =  r(x). 

Ora,  se  r(;)    non    e    nullo,  il  suo    grado  è  inferiore    a    quello  di 

G.   Scuil2i.  —  TfOria   ^tntralt   iti   corpi   numtrici.  20 
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(p(;),  e  quindi,  per  la  definizione  di  rango,  è  r(.v)7^o;  dunque  è 

*(x)  =  o, 

quando,  e  solo  quando,  sia  r(;)  =  o,  cioè  <^(;)  divisibile  per  (p(^). 

34.  Si  supponga  che  per  la  nostra  matrice  x  si  abbia 

^  =  ll^y.JI, 

con  le  ;  ,  numeri  di  P,  e  si  denoti  con  5^  l'unità  o  lo  zero  di  F,  se- 
condo che  è  j  =  l,  o  j  ^  l. 

Detta  ^  un'indeterminata,  si  dicono,  rispettivamente,  matrice  carat* 
teristica,  determinante,  o  polinomio,  caratteristico  ed  equazione 
caratteristica  di  x,  la  ^matrice 

.,    ,  *-^/  =  ii5„,-s„,^ii, 

il  polinomio 

F(?.)  =  \x~U\  =  \l,,-\Al 
e  l'equazione 

F(;)  =  o. 

Avvertasi  che  F(l)  è  un  polinomio  (non  nullo,  qualunque  sia  x, 
e)  del  grado  p,  e  che,  per  un  ragionamento  classico,  è 

F&  =  (-  ly^.^  +  (-  ly-'^c^-  +  •  •  •  +  <^,, 

se  T  (y  =;  I,  .  .  .  ,  p)  è  la  somma  dei  determinanti  dei  minori  princi- 
pali d'ordine  ;  della  matrice  x  ;  cosicché,  in  particolare,  t^  è  il  deter- 
minante di  X. 

35.  Si  considerino  gli  aggiunti  degli  elementi  della  matrice  caratte- 
ristica di  X,  cioè  della  ^-matrice  x  —  ;/. 

Siccome  f  (;)  è  certo  non  nullo,  questi  aggiunti  non  possono  es- 
sere polinomi  in  ;  tutti  nulli  ;  anzi  si  riconosce  subito  che  fra  di  essi 
ve  ne  sono  p  che  sono  del  grado  p  —  i,  mentre  ciascuno  degli  altri 
(se  ^  >  i),  o  è  nullo,  o  è  di  grado  non  superiore  a.  p  —  2. 

Si  indichi  con  O(^)  il  massimo  comun  divisore  di  cotesti  aggiunti 
e  con  qC^o)  il  grado  di  6(^).  Evidentemente  sarà  8(^)  un  divisore 
di  F(;)  e,  grazie  alla  convenzione  del  n°  119  della  Parte  I,  se  si  pone 

f(0  =  "©/.©, 
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si  avrA  per  /.(;)  un'eguaglianza  della  forma 

X©  =  (-  0^^'-'  +  T,^^-*-'  +  •  •  •  4-  V,, 

con  le  Y  numeri  di  V. 
Denotiamo  con 

la  ^-matrice  aggiunta  ad  x  —  ;/,  che,  per  quanto  e   stato  detto,  risulta 
del  grado  p  —  i. 

Giacché  ogni  suo  elemento  ò  un  polinomio  divisibile  per  ^(;),  si 
può  porre,  indicando  con  x^,  x,,  ...  ,  x^^  delle  opportune  matrici 
in  r, 

(X  -  ;/)„  =  e(;)(x„$^-'-  +  x.^^-'-^  +  •  •  •  +  x^_,_,). 

Ora  e  [cfr.  n°  17  a)  e  n°  26] 

(X  -  UUx  -  ;/)  =  F(0/  =  HOxfòA 
dunque  è 

Ma  6  (^)  :^  o,  e  questa  eguaglianza  fra  ^-matrici  di  ordine  p  equi- 
vale a  p^  eguaglianze  tra  polinomi  ;  quindi  resta 

(^0^^-'-'  +  •  •  •  +  V.-.  )(^  -^n  =  x(0^, 

cioè 

(x„^^-^-  +  x.^^-^-  +  •  •  •  +  V._.)(^  -  U) 

Di  qua  si  trae 

-x„==:(-iy/, 


f-q-l^  ^p-q-l  ^f-q-J 

^p-q-l^    =    ^f-q^'y 


e  queste  eguaglianze,  sommate  membro  a  membro,   dopo   che  le  prime 
p  —  q  siano  state  moltiplicate   successivamente  per   x^~%  x^"*~',... ,  x. 
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ddnno 

o  =  x  Cio- 
cie) signitìc.i  iiitaino,  per  il  teorema    del   n°  ^^,  che  /(;)  è  divisi- 
bile per  <p($). 

Adesso,  detta  /)  una  nuova  indeterminata,  consideriamo  il  polinomio 
in  r  con  le  indeterminate  C  ed  vi  rappresentato  da 

?(;)  —  ?  ec- 
lisso è  evidentemente  divisibile   per  n  —  l,  dunque  esiste    in  V  un 
polinomio  <]y(;,  yj)  per  il  quale  è 

Di  qua  si  deduce 
ossia,  essendo  •p(x)  =  o, 

Paragonando  questa  uguaglianza  con  l'altra 
si  trae 

/.(OH^,  ^)(^-  -  U)  =  HlX^o^'"'-'  +  •  •  •  +  v,-.)(^  -  uy, 

e  quindi,  essendo 

|x-;/|  =  F(;)^o, 

per  l'osservazione  che  chiude  il  n°  26  sarà 

/.(OK-;  ^)  =  ?(y(^o^^-'-'  +  •  •  •  +  V.-.)- 

Ma  gli  elementi  della  $- matrice 

sono  polinomi  primi  tra  loro,  per  l'ipotesi    fatta    su  ^(;),  dunque  9  (;) 
deve  esser  divisibile  per  x  CO- 
SI conclude    che  9(;)  e  /(;)    non    possono    differire    che   per  un 
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fattore  numerico  ;  per  conseguenza  è 

?«)  =  (-iy /.(;). 

e 

(.=p  -  q. 

Badando  che  /_(0»  ^    quindi    anche  'p(;),  è    un    divisore  di  F(;), 

si  ha 

F{x)  =  o; 

dunque  dai  ragionamenti  fatti  si    raccolgono    i    seguenti  importantissimi 
teoremi,  dovuti,  il  primo,  al  Cayley  e,  il  secondo,  al  Frobenius  : 

I)  Se  F(;)  i"  il    determinante    caratteristico    delia    matrice   quadrata 

F{x)  =  o; 

II)  //  primo  membro  deli' equazione  minima  di  una  matrice  di  ordine 
p,  secondo  che  p  e  pari  o  dispari,  e  uguale  od  opposto  al  polinomio  che 
si  ottiene  dividendo  il  determinante  della  matrice  caratteristica  per  il  mas- 
simo comttn  divisore  degli  aggiunti  dei  suoi  elementi. 

Di  questi  due  teoremi  il  primo  è  un  immediato  corollario  del  se- 
condo; Tuno  e  l'altro  danno  poi,  com'è  stato  preannunziato  nel  n°  31, 
che  : 

n  rango  di  una  matrice  d'ordine  p  e  non  superiore  a  p. 

36.  É  stato  dimostrato  che  il  polinomio  o(;)  e  un  divisore  di 
F(;);  quindi  e  chiaro  che  ciascun  divisore  irriducibile  in  V  di  <p(^)  è 
anche  un  divisore  irriducibile  di  F(;). 

Ma  l'osservazione  è  invertibile. 

Infatti  sia  /(;)  un  divisore  irriducibile  in  F  di  F(;)  e  siano,  ri- 
spettivamente,/(^y  ed /(;)'  (j^\,s'^o)  le  potenze  di  /(;)  con 
esponenti  massimi  che  dividono  F(^)  e  ^(;). 

Gli  elementi  dell'aggiunta  della  matrice  x  —  ;  /  sono  tutti  divisibili 
per  0(;),  dunque  il  suo  determinante,  che  è  uguale  ad  F(J,y~^  [n'  17 
e)  e  26],  è  divisibile  per  9(;y. 

Ora  le  potenze  di  /(;)  con  esponenti  massimi  che  dividono  F(;)^"' 
e  9(0^  sono,  rispettivamente, 

f&"'-\    far. 
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dunque  deve  essere 

e,  per  conseguenza,  r  '^  s. 
Dì  qua  e  dal  fatto  che 

segue  che /(;)  è  un  divisore  di  x.(^)?  '^^oè  di  *?(;)• 

Insomma  : 

/  divisori  irriducibili  in  P  del  primo  tncmbro  dell'equazione  caralte- 
ristica  di  x  coincidono  con  quelli  del  primo  membro  della  sua  equa:(ione 
minima. 

37.  Perchè  la  matrice  x  fin  qui  considerata  sia  nulla  o  pseudonulla 
occorre  e  basta  che  la  sua  equazione  minima  sia 

^    —  u, 

dove  è  p  =  I  o  p  ^  I,  secondo  che  x  e  nulla  o  pseudonulla. 

Dunque,  per  il  teorema  del  n°  precedente  : 

La  matrice  x  e  nulla  0  pseudonulla  quando,  e  solo  quando,  il  suo 
determinante  caratteristico  e  uguale  a 

38-  Interessa,  per  il  seguito,  che  si  precisi  maggiormente  l'osserva- 
zione con  la  quale  si  chiude  il  n°  "^S- 

Essa  afferma  che  il  rango  di  una  matrice  di  ordine  p  è  non  supe- 
riore a  /)  ;  ma  può  domandarsi  : 

Dato  un  qualsivoglia  corpo  numerico  e  un  qualsivoglia  intero  positivo 
py  esistono  nel  corpo  matrici  di  ordine  p,  che  abbiano  il  rango  eguale 
a  p} 

La  risposta  a  questa  domanda  è  in  ogni  caso  affermativa. 

Infatti  si  indichi  con  e.  ^  (i,  j  z=  i,  .  . .  ,  p)  la  matrice  di  ordine  p 
di  un  qualsivoglia  corpo  numerico  V  per  la  quale  è  eguale  ad  i  l'ele- 
mento appartenente  alla  riga  i""'  e  alla  colonna  j'"" ,  mentre  ogni  altro 
elemento,  se  p  >  i ,  è  eguale  a  o  ;  e  si  ponga 

^  =  ^^  +  ^^.,5+  •••  +  V-.f +  ^^.• 
Per  la  regola  di  moltiplicazione  delle  c--   osservata   già   nel   n°  25 
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. • 

sarà 

x"  =  e,,,  +  c^^  +  •  •  •  +  V,,p  +  ^^_,.,  +  c^., 

^'"  =  ^,.r  +  '^^,.  +  S.^  +  •  •  •  +  V'.;-  +  S/--" 
X'  =  ^.,.  +  ^..  +  •  •  •  +  c^.r  =  A 

se  /  è  la  matrice  identica  in  T  di  ordine  p. 

Ora  è 

x^  —  /  =  o, 
e  le  matrici 

(6)  /,     X,     x%  ...,  x^-' 

sono  indipendenti,  perchè  tali  sono  le  p^  matrici  C-  e  nella  espressione 
di  ciascuna  delle  (6)  come  combinazione  lineare  delle  e  ha  coefficiente 
nullo  ognuna  delle  e.  .  che  comparisce  effettivamente  in  una  qualunque 
delle  espressioni  analoghe  delle  altre  ;  dunque  x  è  una  matrice  in  F  del 
rango  p  con  l'equazione  minima 

;^  —  I  =  o. 

La  matrice  x  quivi  considerata  e,  secondo  una  definizione  che  sarà 
incontrata  più  innanzi,  una  matrice  periodica  col  periodo  p. 

Avvertasi  che,  se  il  corpo  V  è  infinito,  oppure,  se  F  è  finito,  ma 
contiene  un  numero  di  clementi  non  inferiore  a  p,  l'esistenza  in  F  di 
una  matrice  di  ordine  p  e  rango  p,  in  virtù  di  quanto  è  detto  nel 
n°  ^6,  può  dimostrarsi  assai  più  semplicemente  considerando  una  matrice 
in  cui  gli  elementi  principali  siano  p  numeri  distinti  di  F  e  gli  altri  (se 
p  ^  i)  siano  tutti  nulli. 

§;•  •        ■ 

Matrici  regolari  o  irregolari  in  un  dato  corpo. 

39.  Sia  X  una  matrice  quadrata  nel  corpo  F  col  rango  p  e  sia 
9(;)  il  primo  membro  della  sua  equazione  minima. 

Decomponiamo  9(;),  se  non    è    irriducibile    in    F,  in  un  prodotto 
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di  polinomi  ivi  irriducibili,  e  supponiamo  che  sia 

essendo  4',(0»  •  •  •  >  'l'  (^)  polinomi  irriducibili,  e  ']/''i  (y  =  i,  .  .  .  ,  t)  la 
potenza  di  ^.  con  esponente  massimo  che  divide  9(;). 
Posto 

si  ha  subito  che  : 

Se  *(^)  h  un  polinomio  in  V,  perchè  la  fun-^ione  ragionale  intera 
•h(.v)  di  X  (in  r)  sia  nulla  o  pseudonulla,  occorre  e  basta  che  sia  4»(^) 
divisibile  per  4*  (E). 

Infatti,  se  «l»(.v)  e  nulla  o  pseudonulla,  detto  n  il  suo  rango,  è 

[*Gv)r  =  o, 

dunque  (n°  35)  [♦!>(;)]''  è  divisibile  per  o(;),  e  (I,  n'  125  e  126)  »I>(^) 
è  divisibile  per  -^  (;). 

Viceversa,  se  *(;)  è  divisibile  per  'l'(^),  la  potenza  di  *P{1)  con 
esponente  eguale  al  massimo  degli  interi  /^^ ,  .  .  .  ,  h^  è  certo  divisibile 
per  o(;),  quindi  (n°  ^^)  la  potenza  di  '^(.v)  con  lo  stesso  esponente 
è  nulla,  e  *I*(.v)  è  nulla  o  pseudonulla. 

Segue  che  ; 

Tra  le  funzioni  ra:^ionali  intere  di  x  in  F  non  esistono  matrici 
pseudonulle  quando,  e  solo  quando,  'i'(^)  coincide  con  <p(c),  ossia  quando, 
e  solo  quando,  gli  interi  h^,  .  .  .  ,  h^  sono  tutti  eguali  a  i. 

In  conformità  di  questo  teorema  la  matrice  x  si  dirà  regolare  o 
irregolare  in  F,  secondo  che  non  esistono,  o  esistono  matrici  pseudo- 
nulle tra  le  sue  funzioni  razionali  intere  in   F. 

Se  X  e  irregolare  in  F,  e,  detto  r.  il  grado  di  'l'.,  si  pone 

T  1=  p  -  r^  -  •  •  •  —  r,  —  I  (T  ^  o), 

badando  che  ogni  funzione  razionale  intera  di  x  in  F  è  rappresentabile 
nella  forma  (4)  del  n°  32,  si  ha  che: 

Nel  caso  attuale  le  fun:^iom  ragionali  intere  di  x  in  F  nulle  0  pseu- 
donulle sono  tutte,  e  solo,  quelle  della  forma 

con  le  \  numeri  di  F. 
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Avvertasi  che  le  matrici 
sono  certo  indipendenti,  jicrclic  altrimenti  sarebbe 

con  le  V  numeri  di  F  non  tutti  nulli,  e  il  rango    di  x    non  sarebbe  p, 
ma  p  —  I   al  più  ;  quindi  : 

La  (i),  ove  le  1  non  siano  in  essa  tutte  nulle,  rappresenta  una 
matrice  che  risulta  certo  pseudonulla. 

40.  A  proposito  della  nozione  di  regolarità,  o  menò,  di  una  matrice 
in  un  corpo  sorge  subito  una  quistione  assai  importante. 

Sia  r  un  sottocorpo  di  F'  e  sia  x  una  matrice  in  T,  e  quindi  an- 
che in  r'. 

È  chiaro  che,  se  x  è  irregolare  in  T,  tale  è  anche  in  F',  perchè 
l'insieme  delle  funzioni  razionali  intere  di  .v  in  F  e  contenuto  in  quello 
delie  funzioni  analoghe  di  x  in  F'  ;  e  per  la  stessa  ragione  è  chiaro  che, 
se  X  è  regolare  in  F',  essa  è  tale  anche  in  F. 

Ma  può  domandarsi  : 

Se  x  è  regolare  in  F,  essa  sarà  tale  anche  in  F'  ? 

La  questione  si  riconduce  evidentemente  a  quest'altra  : 

Se  'p(;)  è  un  polinomio  in  F  non  divisibile  per  una  poten:;a  di  un 
polinomio  irriducibile  in  F  con  esponente  superiore  ad  i,  'p(;)  gode  della 
stessa  proprietà  anche  rispetto  a  F'  ? 

La  risposta  a  questa  domanda  che  non  sempre  è  affermativa  risul- 
terà dalle  considerazioni  che  seguono. 

41.  Dato  un  polinomio,  in  un  corpo  qualunque,  con  l'indetermi- 
nata ;, 

si  dice  derivata  di  esso,  e    si    indica    con  /'(;),  il  polinomio  definito 
dalla  posizione 

; 
dove,  beninteso,  perche  l'espressione  (/i — /)>.     rappresenti  un  numero 
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del  corpo  considerato,  si    riguarda,    in  essa,  //  —  ;,  non    come  simbolo 
di  numero  intero,  ma  come  simbolo  di  un  numero  del  sottocorpo  fon- 
damentale del  detto  corpo,  secondo  le  convenzioni  del  n°  29  della  Parte  I. 
Se  /(;)  è  un  polinomio  in  ;  in    più  corpi    differenti    e  quindi  nel 
corpo  ad  essi  comune,  il  sottocorpo    fondamentale    di  questo  è  il  sotto- 
corpo fondamentale  di  ciascuno   di    quelli,  e    quindi    la  derivata  di  /(;) 
dipende  solo  da  /(;)  e  non  dal  corpo  in  cui  si  considera. 
Lo  sviluppo  effettivo  dei  calcoli  mostra  subito  che  : 
a)  Se  /(;),  /, (Oj  fi(r>)  ^'^^^  polinomi  in  uno  stesso  corpo  e  x  è  un 
numero  di  questo  corpo^ 

da    f&  =  ^fXl)  segue    /'(0  =  ^/.®; 

da    m=ia)+fXl)     segue    /'©  ^/XO +/.©  ; 
da    /(O  =/.©/.©  segue    /'(;)  = /iCOA ©+/.(;)/,(?)  ; 

per  conseguenza  : 

h)  Se  r  è  un  intero  positivo  qualunque,  la  derivata  di  [f(c,)Y  ^  data 

da  rum-' far 

Avvertasi  inoltre  che  : 

e)  Se  il  sottocorpo  fondamentale  di  uno  (e  quindi  di  ogni  altro) 
corpo,  cui  appartengono  i  coefficienti  del  polinomio  f{Ì)  dato  dalla  (2),  è 
infinito  e  quindi  isomorfo  al  corpo  ragionale,  la  derivata  del  polinomio 
e  nulla  quando,  e  solo  quando,  il  polinomio  equivale  a  un  numero  ;  in- 
vece, se  quel  sottocorpo  è  finito  e  quindi  isomorfo  a  un  corpo  C\p\  dove 
p  e  un  conveniente  numero  primo,  la  derivata  del  polinomio  e  nulla 
quando,  e  solo  quando,  nel  polinomio  stesso  e  nullo  ciascun  coefficiente 
>.  ,  per  cui  l'intero  n  — ;  non  risulta  divisibile  per  p. 

Ciò  premesso,  dimostriamo  che  : 

d)  Se  C  è  un  corpo  finito  con  N  =  p'"  elementi  (p  numero  primo) 
ed  /(;)  è  un  polinomio  in  C  a  derivata  nulla,  esiste  in  C  un  polinomio 
fi  (0  P^r  il  quale  si  ha 

f(i)  =  u,m- 

Per  questo  cominciamo  ad  osservare  che,  se  a  e  [ì  sono  numeri  di 
C,  si  ha  (I,  n°  105) 
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tanto  se  p  è  dispari,  quanto  se  p  e  pari,  cioè  eguale  a  2,  percliè  in 
quest'ultimo  caso,  il  sottocorpo  fondamentale  di  C  è  isomorfo  a  C[2j, 
e  quindi  e  in    C    -j-  i  =;  —  i  ;  per  conseguenza  è 

quando,  e  solo  quando,  è  a  =  ]i. 

Segue  che  le  poten;^e  con  esponente  p  degli  A^  clementi  di  C  ri- 
producono tutti  gli  elementi  stessi,  e  quindi,  se  a  e  un  qualunque  nu- 
mero di  C,  esiste  in   C  uno,  ed  un  solo,  numero  y  per  il  quale  è 

Y^  =  a. 

Dopo  ciò,  siccome  /(;)  e  per  ipotesi  un  polinomio  a  derivata  nulla, 
ossia  si  ha  per  /(;)  un'eguaglianza  della  forma 

/©  = -o^'^  +  ^^^"-'^  +  •  •  •  +  ^_.^^  4- «., 

con  le  a  numeri  di  C,  se  si  indica  con  y  il  numero  di  C,  per  il 
quale  è 

Y>  =  ^  (j  =  o,  1,  ...,r), 

e  SI  pone 

/.(0  =  Yo^^  +  Y.^'-"+  •••  +Y.-/^  +  T., 
si  ha  appunto  (I,  n°  103) 

Da  e)  e  d)  segue,  evidentemente,  che  : 

e)  In  un  corpo  finito,  0  in  un  corpo  infinito  a  sottocorpo  fondamen- 
tale infinito,  la  derivata  di  un  polinomio  in  ^  irriducibile  h  certo  non 
nulla. 

42.  Adesso,  passando  alla  questione  posta  nel  n°  40,  dimostriamo 
che  : 

Se  V  h  un  corpo  finito,  0  infinito  e  a  sottocorpo  fondamentale  infinito, 
e  <p(;)  h  un  polinomio  in  F  non  divisibile  per  una  potenza  con  esponente 
superiore  a  i  di  un  polinomio  irriducibile  in  F,  (p($)  gode  della  stessa 
proprietà  anche  rispetto  a  V. 

La  proposizione  è  evidente  (e  qualunque  sia  F),  se  9  (e)  è  equiva- 
lente a  un  numero  (non  nullo)  ;  supponiamo    dunque  che  ciò  non  sia. 
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Allora  per  l'ipotesi  fatta  su  (p(^)  sussiste  in  V  un'eguaglianza  della 
forma 

con  '^1,  .  .  .  ,  4*,  polinomi  irriducibili  in  V  e,  se  /  >  i,  primi  fra  loro 
a  due  a  due. 

Sari,  per  una  facile  conseguenza  di  a)  n°  41, 

y 

e  qui  le  derivate  ^,'(c)j  •••  >  ^I(^)  saranno,  per  e)  n°  41,  tutte  non 
nulle  ;  quindi  nessuno  dei  divisori  irriducibili  di  'i>  (;)  potrà  risultare  un 
divisore  di  9'  (q),  e  i  polinomi  9  (^),  <p'  (;)  sono  primi  tra  loro. 

Ciò  posto,  se  <p(;)  non  godesse  in  P'  della  stessa  proprietà  di  cui 
gode  in  r  e  di  cui  nell'enunciato,  sussisterebbe  per  9  (;)  /;;  V  un'egua- 
glianza della  forma 

con  /_|,  ■/ ^  polinomi  in  P'  e  y^  irriducibile  in   P' ;  quindi  si  avrebbe 

?'©  =  z.©[2>::(0z.(0  +  x.COz:®], 

e  o(c,)  e  ^'(O  ammetterebbero  in  P'  il  divisore  comune  /, ($)  irriduci- 
bile e  quindi  di  grado  X  i  ;  e  questo  è  assurdo,  una  volta  che  cp(^)  e 
<p'(;)  sono  primi  tra  loro  (cfr.  I,  n"  125), 

Dal  teorema  dimostrato  discende  evidentemente  che  : 

Se  r  è  un  soltocorpo  di  P'  e  P  h  finito,  0  e  infinito,  ma  è  tale  anche 
il  suo  sottocorpo  fondamentale,  una  matrice  quadrata  in  V  è  ivi  regolare 
0  irregolare,  secondo  che  è  tale  in  P'. 

Insomma  per  una  matrice  con  gli  elementi  appartenenti  a  un  corpo 
che  sia  finito  o  infinito,  secondo  che  tale  è  il  suo  sottocorpo  fondamen- 
tale, l'essere  regolare  0  irregolare  è  proprietà  della  matrice  e  non  della 
matrice  in  relazione  al  corpo  entro  il  quale  si  considera. 

A  complemento  di  questa  osservazione  e  opportuno  notare  che 
essa  può  non  sussistere  per  il  caso  di  un  corpo  P  infinito,  ma  a  sottocorpo 
fondamentale  finito. 

Si  consideri  infatti  il  corpo  C[2]  e  in  esso    il    polinomio,    in  ;  ed 
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Yi,  irriducibile 


;'-». 


Nel  corpo  infinito  P^ ,  derivato  da  C[2]  con  l'aggiunta  dcll'indeter- 
niinata  r,,  il  polinomio  in  ; 

è  irriducibile  (I,  n°  133). 

Si  indichi  con  F'  il  corpo  algebrico  derivato  da  T,  mediante  il 
polinomio  g{l)  e  si  dica  V  il  sottocorpo  di  F',  isomorfo  a  F^ ,  che  si 
ottiene  alla  maniera  indicata  in  I,  n°  142. 

Se  ^  è  una  ulteriore  indeterminata,  il  polinomio 

in  r  è  irriducibile,  ma  in  F',  per  la  definizione  stessa    di    F',    è    riduci- 
bile e  dotato  di  zeri  (cfr,  I,  n°   144). 

Detto  a  uno  zero  di  ^^  —  -ri  in  F',  si  ha  in   F' 

(^^  —  a;   —  ,    —  a    =:  e,    —  /), 

e  quindi  in  F'  ^'  —  r,  ha  un  solo  zero  con  la  molteplicità  2. 
Ciò  posto,  la  matrice 

0  » 

1  o 

in  F  è  regolare,  ma  in  F'  è  irregolare. 


$6. 
Matrici  quadrate  nel  corpo  complesso. 

43.  Il  corpo  complesso  è  nelle  ricerche  algebriche  di  importanza 
cosi  notevole,  che  mette  conto  esaminare  con  particolare  attenzione  le 
proprietà  delle  matrici  costruite  coi  suoi  numeri. 

A  questo  proposito  avvertiamo  che  si  indicheranno  rispettivamente 
con  a.  e  mod  x  il  coniugato  e  il  modulo  di  un  numero  complesso  che 
sia  stato  denotato  con  a,  per  modo  che  sarà 

mod  a  =  mod  a          e         a  a  =  (mod  x)' . 
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Avvertiamo  pure  che,  per  brcvitA  Ji  discorso,  si  diranno  radici 
caratteristiche  di  una  matrice  quadrata  le  radici  della  sua  equazione 
caratteristica,  cloò  gli  zeri  del  suo  polinomio  caratteristico. 

Naturalmente,  nel  corpo  complesso,  la  somma  lìeìlc  moUipìicità  di 
questi  ^eri  sarà,  in  ogni  caso,  l'ordine  della  matrice. 

44-  Se 

X  —  11^    Il 

è  una  matrice  a  elementi  complessi,  si  dirà  coniugata  ad  .v,  e  si  deno- 
terà con  .V,  la  matrice  _ 

Evidentemente  : 

La  coniugata  di  x  t  x  stessa,  e  la  trasposta  di  x  b  la  coniugata 
della  trasposta  di  x  ; 

La  coniugata  del  prodotto  xy  di  matrici  x,  )'  a  elementi  complessi  e 

il  prodotto  X  y  delle  coniugate  di  x  ed  y  ; 

e  infine  : 

Matrici  quadrate  coniugate  hanno  determinanti  coniugati. 

Una  matrice  a  clementi  complessi  (che  sia  quadrata)  sì  dirà  anti- 
simmetrica,  se  coincide  con  la  coniugata  della  sua  trasposta  ;  anti- 
emisimmetrica,  se  è  opposta  alla  coniugata  della  sua  trasposta. 

Una  matrice  antisimmetrica  (antiemisimmetrica)  con  gli  elementi 
reali  è,  addirittura,  simmetrica  (emisimmetrica). 

Una  matrice,  che  sia  combinazione  lineare  di  matrici  antisimmetriche 
(antiemisimmetriche)  secondo  numeri  reali,  è  anch'essa  tale. 

Da 

x  =  y-]rl^ 

con  y  matrice  antisimmetrica  e  ;(  matrice  antiemisimmetrica,  si  deduce 
ossia 

d'altronde,  qualunque  sia,  nel  corpo  complesso,  la  matrice  quadrata  x, 
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sono,  rispettivamente,  una  matrice  antisimmetrica  e  una  matrice  anticmi- 
simmetrica  ;  dunque  : 

Una  matrice  quadrata  a  elementi  complessi  può  sempre  pensarsi,  e  in 
un  modo  solo,  come  somma  di  una  matrice  antisimmetrica  con  una  ma- 
trice antiemisimmetrica. 

45.  Le  strette  relazioni,  che  passano  tra  una  matrice  quadrata  a  ele- 
menti complessi  e  le  due,  di  cui  essa  è  somma,  secondo  il  teorema  prece- 
dente, sono  messe  in  luce  notevole  dal  seguente  bel  teorema  di  Hirsch  : 

Se  A  è  il  massimo  dei  moduli  degli  elementi  di  una  matrice  di  ordine 
p  nel  corpo  complesso,  B,  C  sono  i  massimi  analoghi  per  le  matrici  anti- 
simmetrica e  antiemisimmetrica  di  cui  essa  e  somma,  e 

e  =  a  -|-  ?  t  (a,  ^  reali,  i  =  V—  i) 

h  una  sua  qualunque  radice  caratteristica,  si  ha 

mod  <s  ^pA^         mod  0^  ^  p  B,         mod  ^  ^  p  C. 

Sia 


X  =  ; 


y.'i 


la  matrice  data,  per  modo  che  A,  B  e  C   sono  i    massimi  di  mod  Ijj , 
—  mod  (;  ;  +  li)  e  — mod  (;^  ^  —  l^^),  al  variare  degli  indici  ;  ed  /. 
Essendo,  per  l'ipotesi  fatta  su  t, 

dove  S  ;  è  o,  se  /  ^  /,  è  i,  se  ;  =  /,  esistono    certo    dei  numeri  non 
tutti  nulli  r.j,  .  .  .  ,  r,    per  i  quali  è 

Z  (-;.'  —  ^,'  ')  "''  =  °  a  =  I,  •  •  • .  /»). 

i 
ossia 

'   r 

i 

Di  qua  discende 

i..p     _         i  .p       _ 
(2)  <y^  n^n^  =  ^  ^^,;Tn/Ti,  ; 
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per  conseguenza  e  pure 

(5)  ^Z■^^y  =  Z^',;^;^/  * 

Le  (2)  e  (5)  danno,  per  somma  e  sottrazione, 

••J-     _  I    '••f 

(4)  *Z^^;  ^-VZC-;,'  4-^/,;) •«;')/» 
e 

(5)  ^■t^i^j  =  iil(^„>-l.^\^^' 
Dalla  (2)  si  trae 

mod  «J-  Z  "''/''   :^  Z  "^^^  '  '  •  ^^"^  ^  ■  '^'-'^  ^i  —  ^(Z'^°^  ^;)'  • 
Intanto,  se  k^,  .  .  .  ,  k^^  sono  numeri  reali  qualunque,  è 

^KK^K  +  K  (r,  5=1,  ...,  n), 

e  quindi 

(^)  (Z^^V  =  !E'V'  +  2Yk^k^  ^  n'£kl  ; 

dunque 

>_  mod  ■f\j  )    ^py  (mod  y)^)'  =  p  y_  'Oy  'ly  , 

e  per  conseguenza,  badando  che 

1...P    _ 
Z^S>°' 

perchè  le  0  non  sono  tutte  nulle,  si  ha 

(7)  mod  '^  Z.p  A. 
Allo  stesso  modo  le  (4)  e  (5)  forniscono 

(8)  mod  X  Z,pB, 

(9)  mod^  Z,p  C. 

46.  Vi  è  un  caso  particolare  molto    notevole    in  cui    la  (9),  come 
lo  stesso  HiRSCH  ha  fatto  rilevare,  può  essere  maggiormente  precisata. 
Si  supponga  che  delle    due  matrici,    l'una    simmetrica,    l'altra  emi- 
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simmetrica,  di  cui  quella  data  può  esser  concepita  come  somma  (n°  16), 
la  prima  sia  ad  elementi  reali  ;  si  supponga,  cioè,  che  le  somme  ^  ,-f"^; 
siano  tutte  reali. 
Allora  sarà 

ossia 

e  la  (5)  potrA  scriversi 


1  ./.     _        I. ./. 


l     ,*.  ■?.!,- 


quindi  sarà 

••/'     _  '-P  I    _ 

mod  (i- y  >l;^;  ^  Cy  mod-^(n.r),  —  "/i^ìn;). 

Ora 
è  reale,  dunque,  per  la  (6), 

[|f  mod4-(;;,„,  -  „.;^,)J  ^  _  Ki-zrJ)  !'(;:,,  _  .„^,-). 

e,  per  conseguenza, 

(io)  mod  {i  ^  t/^-^  ~  '^  C, 

dove,  occorre  appena  avvertirlo,  se  />>  i,  il  radicale  va  preso  positiva- 
mente. 

47.  Secondo  che  la  matrice  considerata  nel  n°  45  è  antisimmetrica, 
o  antiemisimmetrica  si  ha  C  =  o,  oppure  5  =  o  ;  dunque  : 

Le  radici  caratteristiche  di  una  matrice  antisimmetrica  sono  tutte 
reali, 

teorema  dovuto  ad  Hermite  ;  e  : 

Le  radici  caratteristiche  di  una  matrice  antiemisimmetrica  sono  tutte 
imaginarie  pure. 

G.   ScoKli.  —  Teoria  ^tneralt  dti  corfx   numerici.  a 
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In  particolare  : 

Le  radici  caratteristiche  di  una  matrice  simmetrica  a  elementi  reali 
sotto  tutte  reali  ; 

che  è  il  teorema  classico  di  LagrangeCauchy  sulla  realità  delle 
radici  della  cosi  detta  equazione  secolare,  e  : 

Le  radici  caratteristiche  di  una  matrice  etnisimmetrica  a  elementi  reali 
sono  tutte  imaginarie  pure. 

Il  prodotto  delle  radici  caratteristiche  della  matrice  x  è  dato  da 
|x|,  ossia  è  eguale  al  determinante  di  x  ;  quindi  la  (7)  dA  per  il  mo- 
dulo di  questo  determinante  la  diseguaglianza 

mod  |jc|  Z,p^A\ 

meno  espressiva,  ma  assai  simile  alla  diseguaglianza  famosa  di  Hadamard  : 

f_ 
moà\x\^p'  AK 

Avvertasi  infine  che,  se  x  e  ad  elementi  reali,  per  essa  sussiste 
sempre  la  (io);  teorema  dovuto  al  Bendixson  c  che  appunto  dette  oc- 
casione allo  HiRSCH  di  trovare  il  suo. 

48.  Nel  corpo  complesso  i  divisori  irriducibili  di  un  polinomio  con 
una  sola  indeterminata  (di  grado  >>  o)  sono  tutti  di  primo  grado  e  i 
loro  zeri  sono  gli  zeri  del  polinomio,  dunque  (n°  ■^G): 

Le  radici  distinte  dell' equa:(ione  minima  di   una   matrice  quadrata  a 
elementi  complessi  sono  le  radici  distinte  dell' equa:;^ione  caratteristica; 
e(n°  39): 

Una  matrice  quadrata  a  elementi  complessi  è  regolare,  0  irregolare, 
secondo  che  la  sua  equa:(ione  minima  e  priva,  0  no,  di  radici  multiple. 

Notisi  che,  per  quanto  è  detto  nel  n°  42,  la  regolarità,  o  meno,  di 
una  matrice  nel  corpo  complesso  e  una  proprietà  della  matrice, 

49.  Dire  che  x  e  una  matrice    antisimmetrica    equivale    a  dire  che 

X  =  x_,; 
ma  di  qua  risulta,  qualunque  sia  l'intero  positivo  f, 

7  =  (x)'  =  (0'  =  M_., 

dunque,  se  x  è  antisimmetrica,  e  tale  anche  x' . 
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Da  questa  osservazione  si  trac  facilmente  che  : 

Una  matrice  antisinitnetrica  non  pnb  essere  pseiidonulla. 

Infatti,  se  e  possibile,  sia  x  una  matrice  antisimmetrica  pseudonulla 

di    ordine   p    e    rango    p.    Sari  x'"'  autisimmetrica,   pseudonulla   e  col 

rango  2  ;  quindi,  se  si  pone 

le  C  non  saranno  tutte  nulle,  ma  sari 


U 


'    p 


o. 


k 

Ora  questo  è  assurdo,  perchè  dovrebbe  essere,  in  particolare, 
i...p  I...P       _ 

k  k 

qualunque  sia  ;',  e  quindi 

qualunque  siano  j  e  k  ;  dunque  ecc. 

50.  Una  matrice  simmetrica  a  elementi  reali  è  necessariamente  re- 
golare. 

Sia  X  una  tal  matrice  ;  per  dimostrare  che  essa  è  regolare,  basta 
far  vedere  (n°  42)  che  tra  le  sue  funzioni  razionali  intere  ?icl  corpo 
reale  non  ve  n'è  alcuna  che  sia  pseudonulla. 

Ora  ciò  si  dimostra  subito. 

Intanto  è  chiaro,  per  ragioni  analoghe  ad  altre  addotte  gii  nel  n° 
precedente,  che  le  potenze  di  una  matrice  simmetrica  sono  anch'esse 
simmetriche  ;  d'altronde  una  combinazione  lineare  di  matrici  simmetriche 
è  anch'essa  tale,  dunque  le  funzioni  razionali  intere  di  x  nel  corpo  reale 
sono  tutte  simmetriche  e  ad  elementi  reali.  Ma  allora  ciascuna  di  esse 
è  pure  una  matrice  antisimmetrica,  e  quindi,  come  volevasi,  non  è  certo 
pseudonulla. 

51.  Una  matrice  (quadrata)  si  dice  periodica,  se  tra  le  sue  po- 
tenze con  esponenti  non  nulli  ne  esistono  di  quelle  che  siano  identiche. 

Una  matrice  periodica  è  certo  non  degenere,  e,  se  una  sua  potenza 
con  esponente  non  nullo  è  identica,  tali  sono  tutte  le  potenze  di  questa 
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con  esponenti  positivi,  nulli  o  negativi  ;  dunque  tra  le  potenze  di  una 
qualsiasi  matrice  periodic;!  iic  esistono  certo  di  quelle  che  sono  identiche 
e  hanno  esponenti  positivi. 

Se  per  una  matrice  periodica,  r  e  l'esponente  della  potenza  identica 
con  esponente  positivo  minimo,  r  si  dice  il  periodo  della  matrice. 

Il  primo  membro  dell'equazione  minima  di  una  matrice  periodica 
col  periodo  r  è  endcntemente  il  binomio 


—  I, 


oppure  un  suo  divisore. 

Nel  corpo  complesso  l'equazione 

C'  -  I  -  o 

ha  r  radici  distinte  —  che  sono  le  radici  r"'  dell'unità  —  dunque  : 

Una  matrice  periodica  nel  corpo  complesso   h  certo   regolare,  e  le  sue 

radici  caratteristiche  sono  tutte  radici  r""'  dell'unità,  se  r  è  il  suo  periodo. 
A  questo  proposito  avvertasi  esplicitamente  che  : 
Una  matrice  periodica  in  un  corpo  finito  può  essere  ivi  irregolare. 
Per  es.,  nel  corpo  C[2]  la  matrice 


I      I 


è  periodica  col  periodo  2,  perche  essa  non  è  identica  ed  è,  in  €[2], 


I 

0 

2 

I 

0 

I 

0 

I 

I 

2 

I 

0 

I 

Pure  essa  è  irregolare,    perchè  tra  le  sue    funzioni   razionali  intere 
comparisce  la  matrice 


I 

0 

I 

0 

0 

0 

I 

I 

0 

I 

I 

0 

che  è  pseudonulla  ;  od  anche,  perchè  la  sua  equazione  minima  è 

^^-1=0, 
e  nel  corpo  €[2]  è 

53.  Se  le  p  radici  caratteristiche   (distinte  0    non)  di   una  matrice  x 
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eli  ordine  p  nel  corpo  complesso  sono  a^ ,  .  .  .  ,  a    ed  /(^)  i  un  qualunque 
polinomio  in  quel  corpo,  il  determinante  della  matrice 

è  dato  da 

f(\)JV.)  ■  •  •  /(%)• 
Pongasi  che  sia 

e  si  indichino  con  p_ ,  .  .  .  ,  ^,,,  gli  zeri  (distinti  o  non)  di  /(;). 
Sari 

e  quindi,  indicando  con  /  la   matrice   identica,  nel    corpo  complesso,  di 
ordine  />, 

Dì  qua  si  trac  per  il  determinante  di  y  (u°  12) 
ossia,  se  F(;)  è  il  polinomio  caratteristico  di  x, 
Ma  è,  per  ipotesi, 

f  (0  =  (-  '/(i  -',)■••  (;  -  ',)  =  (x,  -  ;)  ■  ■  •  (%  -  0, 

da  cui  discende 

ed  è  inoltre 
dunque 

Se  /(;)  è  un  polinomio  equivalente  ad  un  numero,  o  non  vi  è 
luogo  a  parlar  di  suoi  zeri,  o  questi  sono  tutti  i  possibili  numeri  com- 
plessi; ma  in  tal  oiso  il  teorema  è  evidente. 

53.  Sotto  le  stesse  ipotesi  del  teorema  precedente,  le  radici  caratteri- 
stiche della  matrice 

y=K^) 
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sono  date  da 

Si  indichi  inhuti  con  vi   iiii'iiKÌctcrniin;ita  e  pongasi 

Sarà,  mantenendo  per  /  il  significato  precedente, 

e  quindi  il  determinante  caratteristico  di  )'  è  il  determinante  di  ^(x,  $). 
Ora  basta  considerare  i  come  un  numero  complesso  indeterminato  per 
riconoscere  che,  in  virtù  del  teorema  or  ora  stabilito,  il  determinante  di 
g(^x,  i)  è  dato  da 

dunque  l'equazione  caratteristica  di  y  è 

e  le  sue  radici  sono  appunto 

/(^),  •  •  •  ,  /(^). 

Questo  bel  teorema,  che  implica  evidentemente  quello  da  cui  è  stato 
dedotto,  è  dovuto  al  Sylvester. 

Di  esso  il  Frobenius,  cui  appunto  son  dovute  le  dimostrazioni  di 
questi  ultimi  due  n' ,  ha  indicato  la  bella  ed  importante  generalizzazione 
che  ora  passiamo  ad  esporre. 

54.  Premettiamo  perciò  la  seguente  osservazione. 

Sia  /(^, ,  .  .  .  ,  H,J  un  polinomio  con  le  indetcrminate  ^^,  .  .  .  ,  ^^ 
in  un  corpo  qualunque  T  e  siano  x^ ,  .  .  .  ,  x^^  matrici  in  V  a  due  a  due 
permutabili,  e  quindi  quadrate  e  di  uno  stesso  ordine. 

Se  in  /  imaginiamo  di  porre  al  posto  di  ;.  (;  :=  i,  .  . .  ^  in),  do- 
vunque questa  indeterminata  comparisce  con  esponente  positivo,  la  ma- 
trice X  ,  e  dovunque  comparisce  con  esponente  nullo,  la  matrice  identica 
in  r  dello  stesso  ordine  delle  x,  l'espressione  a  cui  si  perviene  rappre- 
senta una  matrice  in  T  del  detto  ordine  ;  la  quale,  appunto  perchè  le  x  si 
sono  supposte  a  due  a  due  permutabili,  è  certo  univocamente  determi- 
nata dal  polinomio  f  e  non  dall'espressione  effettiva  di  /  da  cui  si  parte 
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per  costruirla,  cioò  dall'ordine  in  cui  si  suppongono  disposte  in  ciascun 
termine  di  tale  espressione  le  indeterminate  ;. 

La  matrice  in  discorso  si  indica  con  /(.v^ ,  •  •  •  ,  x^)  e  si  dice  una 
funzione  razionale  intera  di  .v, ,  . . .  ,  x„, . 

Ciò  posto,  il  teorema  di  Frobknius  che  intendiamo  dimostrare  (con 
ragionamento  dovuto  in  sostanza  allo  Sciiur)  ò  il  seguente  : 

Se  /(l^j  ...  ,  ^^J  h  un  qualunque  polinomio  nel  corpo' complesso  con 
le  indetcrminate  ;,,  . .  .  ,  ;,„,  e  x, ,  .  .  .  ,  x,„  sono  matrici  nel  corpo  com- 
plesso a  due  a  due   permutabili   di   ordine   p,  le    radici    caratteristiche  di 

/(  S  >  •  •  •  »  -"^'m)  ^^"^  '^^^'■'  ^^^ 

dove 

a^   ,  a^  ,   .  .  .  ,  a^  (/  _  i,  . . .  ,  m; 

sono  le  radici  caratteristiche  di  x,,  e  la  distribuzione  delle  radici  caratte- 
ristiche delle  varie  matrici  x  fiei  p  m-complessi 


(a;",a';',...,a;-)  ««li^ 


l  indipendente  dal  polinomio  f. 

Indichiamo  per  un  momento  le  radici  caratteristiche  di  x^  con 

a,,,   .  ..  ,  a,^^  (Z  =  I,  ...,  m), 

e  con  'p,(;)  il  polinomio  caratteristico  di  .v^,  cioè  poniamo 

?.©  =  (- lya --/„)•••  a -%)• 

Consideriamo  la  differenza 

essendo    ciascuno    degli    indici  /, ,  .  . .  ,  ;„,  uno    qualunque    degli   interi 
della  serie  i,  .  .  .  ,  p. 

Essa  è  un  polinomio  in  ^, ,  . . .  ,  ;,„  con  uno  zero  néHi' m-compksso 
(<z a     .  \  dunque  si  ha  : 


176  PARTE   II.  —  LA   TEORIA   GENERALE    DELLE   ALGEBRE. 

le  ^  indicando  degli  opportuni  polinomi,  e 

(  ri  f/(«.'---.u -/(-,,„,  •■•.«„„/.,)i 

Se  al  secondo  membro  della  (11)  si  imagina  eseguito  lo  sviluppo 
del  prodotto  di  somme  che  vi  comparisce,  si  ottiene  una  somma  di 
espressioni  ognuna  delle  quali  è  il  prodotto  di  un  conveniente  polino- 
mio per  p"  binomi,  distinti  o  non,  scelti  fra  i  binomi  della  forma 

con    1^1^  m,  i  Z-U  Z.  p- 

Sì  supponga  che  in  uno  di  questi    prodotti,    diciamo   P,  non  com- 
parisca uno  dei  p  binomi    della   forma  (12)    con  /  =  2,  né   uno  dei  p 
binomi    della    stessa    forma    con    /  =  5,    e    così,    successivamente    per 
'/  =  4,  . .  .  ,  m;  e  questi  binomi  mancanti  siano  i  binomi 

e    —  a       ,  ?    —  a       ,   ....  li    —  a 

Tra  i  fattori  del  secondo  membro  della  (11)  compariscono,  fra  le 
altre,  le  p  somme 

(^,  -  \jWr "'  +  a.  -  y.,_^)vr'-"''^  +  •  •  • 

e  in  P  deve  comparire  come  fattore  un  addendo  di  ciascuna  di  queste 
somme  diverso  dagli  ultimi  m  —  i  ;  dunque  in  P  comparisce  come 
fattore  il  prodotto 

e  P  e  divisibile  per  'p,(^,). 

Risulta  dall'osservazione  fatta  che  ciascuno  dei  prodotti  come  P  è 
divisibile  per  uno  almeno  dei  polinomi  'P,(^.)j  •••  ?  9m(.^m)'^  ^  quindi 
si  ha  in  definitiva 

fi  [/«..•■•'U-/(^,„,  •••-'■„,„)] 

il.  ■  'im 
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dove  le  /   stanno  ad  indicare  degli  opportuni  polinomi. 

Di  qua  si  deduce,  indicando  con  /  la  matrice    identica  di  ordine  p 
nel  corpo  complesso, 

il.-    .im 

e  quindi  il  primo  membro  'p(;)  dell'equazione  minima  di  /(.v, ,  ..• ,  x^) 
è  un  divisore  del  polinomio 

il  r^-/K,.- •••-%,„)]• 

il.  ■  >Ìm 

Segue  che  le  p  radici  dcirequazione  caratteristica  di/(x,,  . . .  ,  x,^) 
vanno  scelte  fra  i  numeri  rappresentati  dalle  p""  espressioni  della  forma 

fCx   ......  a.       ). 

Suppongasi  che  esse  siano 

H'x  .    .  ....  7.        Y 


Dico  che  la  distribuzione  delle  radici  caratteristiche  di  x, ,  . .  .  ,  x^ 
nei  p  ;«-coniplessi 

(x    .     ,  ....  a         Y 

(13)  , 

è  indipendente  dal  polinomio  f. 

Per  dimostrar  questo  cominciamo  dall'osservare  che  le  distribuzioni 
distinte  del  tipo  della  (15)  sono  in  numero  finito. 

Poniamo  che  il  loro  numero  sia  /,  e  indichiamole  con  Z), ,  ... ,  D,; 
una  di  queste  sarà,  naturalmente,  la  distribuzione  (15). 

Ciò  posto,  per  provare  che  a  tutti  i  possibili  polinomi  in  ;,,  ...,  ;^ 
nel  corpo  complesso  corrisponde  sempre  una  stessa  delle  distribuzioni 
Z), ,  .  . .  ,  D, ,  basta   evidentemente    far    vedere    che    questo    accade   per 
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tutti  i  polinomi  nulli  o  di  grado  ^  ;/,  essendo  n  un  intero  positivo 
comunque  assegnato. 

Cotesti  polinomi  sono  dati   tutti,  e  ciascuno  una  volta    sola,  dall'e- 
spressione 
(m)  X    P         ^''  ...  $'"•, 

ove  la  somma  si  intenda  estesa  a  tutte  le  m-ple  ordinate  (5^ ,  . . .  ,  5^) 
di  interi  non  negativi  per  le  quali  è  i^  -j-  •  •  •  +  ^„,  :^  «,  e  le  p  si 
facciano  variare  in  tutte  le  maniere  possibili  nel  corpo  complesso. 

Diciamo  D  la  distribuzione  corrispondente  al  polinomio  (14);  D 
sarà  fun:(ione  delle  variabili  p  che  potrà  assumere  soltanto  valori  com- 
presi fra  D, ,  .  .  .  ,  Z), .  Si  tratta  di  mostrare  che  D  è  costante. 

Si  indichi  con  /  l'insieme  dei  polinomi  della  forma  (14)  che  si  ot- 
tengono fissando,  nella  (14),  in  una  maniera  arbitraria  i  valori  di  tutte 
le  p  tranne  una  —  tranne,  per  es.,  p  che  per  comodità  di  scrittura 

indicheremo  anche  con  X  —  e  lasciando  poi  variar  questa  in  tutte  le 
maniere  possibili  ;  per  modo  che  il  polinomio  corrente  di  /  sarà  della 
forma 

con  R  polinomio  determinato. 

Siccome  /  è  un  insieme  infinito,  debbono  esistere  in  esso  infiniti 
polinomi  per  ciascun  dei  quali  il  corrispondente  valore  di  D  è  una 
stessa  delle  distribuzioni  D, ,  .  .  .  ,  D,  ;  poniamo,  la  distribuzione  D^ . 

Se  X, ,  .  .  .  ,  X  sono  i  p  w-complessi  della  distribuzione  Z), ,  in- 
dichiamo con  A    ed  R-  (j  =  1,  . . .  ,  p)  i  valori  che 

prendono  nell'w-complesso  X-. 

In  virtù  delle  ipotesi,  per  infiniti  valori  di  X,  le  radici  caratteristiche 
di  ^(x,,  . . .  ,  x^)  sono  date  da 

dunque  per  infiniti  valori  di  X  il  polinomio  caratteristico  F(^)  di 
^(Xj,  ...  ,  x^),  i  cui  coefficienti    sono    funzioni    razionali    intere  di  X, 
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prende  lo  stesso  valore  che  il  polinomio 
Ma  allora  ò  addirittura 

qualunque  sia  X,  e  1)^  è  il  valore  di  D  per  ciascuno  dei  polinomi  di  /. 

Si  conclude  che  D  è  indipendente  da  >.  ^  p  .    Ma    questa    ò 

una  qualunque  delle  variabili  di  cui  D  è  funzione,  dunque  D  è,  come 
volevasi,  costante. 

Dimostrato  che  la  distribuzione  delle  radici  caratteristiche  di  x, ,  ...,  x^ 
nei  p  m-complessi  (ij)  e  indipendente  da/,  ne  viene  facendo 

f=^,  a=i,  ...,"0. 

che  le  radici  caratteristiche  di  x    debbono  essere 


0.,  .     ,   .  .  .  ,   z,  . 


Dopo  ciò,  basta  porre 

per  riconoscere  che  il  teorema  enunciato  è  del  tutto  stabilito. 

55.  Giova  rilevare  il  seguente  corollario  del  teorema  di  Frobenius  : 

5^  X,  e  x^  sono  matrici,  a  elementi  complessi,  permutabili,  e  x^  è 
nulla  0  pseudonulla,  il  determinante  caratteristico  di  x^  -\-  x^  h  quello 
di  Xj . 

Infatti  le  radici  caratteristiche  di  x,  sono  tutte  nulle  (n°  57),  e 
quindi  le  radici  caratteristiche  di  x^  -\-  x^  coincidono  con  quelle    di    x^ . 

Questa  proposizione  è  appunto  quella  che  il  Frobenius  comincia 
col  dimostrare  per  via  diretta,  per  trarne  poi  la  prova  del  teorema 
generale. 


CAPITOLO  11. 
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§  I. 
Definizioni  e  teoremi  introduttivi. 

56.  Siano  ^  e  r  un  insieme  di  elementi  e  un  corpo  numerico 
dotati  delle  seguenti  proprietà  : 

I)  Sono  definite  tre  opera:(ioìii  univoche  S,  N  e  P  aventi,  per  coda- 
minio,  ciascuna,  un  insieme  contenuto  in  A  e,  per  dominio,  la  prima 
l'insieme  delle  coppie  non  ordinate  di  elementi  (distinti  0  non)  di  A,  la 
seconda,  l'insieme  delle  coppie  non  ordinate  che  si  ottengono  associando 
ciascun  numero  di  V  con  ciascun  elemento  di  A,  la  ter:^^a,  l'insieme  delle 
coppie  ordinate  di  elementi  (distinti  0  non)  di  A  ; 

per^  modo  che,  se  a,  b  sono  elementi  di  .^  e  a  è  un  numero  di 
r,  S(fl,  h\  N(x,  a),  P(a,  b)  sono  elementi  di  y^  ed  è 

S(a,  b)  =  S(b,  a),         N(a,  a)  =  N(a,  a), 

mentre  non  è  detto  che 

P(a,  b)        e         P{b,  a) 

debbano  coincidere  ; 

II)  Se  a,  b,  e  sono  elementi  di  A  e  7.,  ^  sono  numeri  di  T,  k  : 

S[S(ia,  b),  e]  =  S[a,  S^b,  .)], 

N[a,  Ar(p,  a)]=:N(ap,  a), 

PlP(a,  b),c]  =  P[a,Pib,  e)]; 
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inoltre  h  pure 

iV(a  +  [i,  .0  =  5fiV(a,  al  N([i,  a)], 
N[a,  SO/,  /01  =  5(iV(a,  a),  N(x,  b)]; 
t  infine  si  ha  : 

P[S(a,  /;),  e]  =  S[P{a,  e),  /^(^  e)], 

P[c,  Sia,  b)]  =  5[P(r,  a),  P(.,  b)l 

P[N(x,  a),  N(P,  b)]  =  N[x-,,  P{a,  b)]; 

III)  Definito  induttivamente  per  t  '^  2  il  significato  del  simbolo 

5(a,,  ...  ,  fl,), 

dove  le  a  sono  elementi  di  A,  con  la  posizione 

S(fl,,  ...  ,  fl,)  =  S[S(a,,  ...  ,  a,_,),  flj, 

è  possibile    determinare    in    A    n    elementi    u^ ,  ...  ,  m,_  (w  ^  i),  si  che 
ciascun  elemento  di  A  sia  dato  una  ed  una  sola  volta  dall'  espressione 

al  variare  di  ciascuna  delle  a  tra  i  numeri  di  V. 

Risulterà  tra  poco  (n°  ^G)  che,  se  per  A,  V  ed  S,  N,  P  coesistono 
le  I),  II)  e  IH),  l'intero  «,  di  cui  si  parla  in  III),  non  può  esser  che 
unico  ;  quindi  sarà  lecito  alludere  alla  detta  coesistenza  dicendo  che, 
rispetto  alle  opera:^ioni  5,  iV,  P,  A  e  /««'algebra  di  ordine  ;/  nel  corpo 
r  ;  o,  anche,  più  semplicemente,  che  A  e  un'algebra  di  ordine  n  nel 
corpo  r. 

57.  Per  l'algebra  A  le  operazioni  S,  N  e  P  sì  diranno,  rispettiva- 
mente, addizione,  moltiplicazione  scalare  e  moltiplicazione  ;  poi 
si  porrà,  per  definizione,  coi  significati  precedenti  di  a,  b  ed  a, 

S(a,  b)  =  a  -\-  b, 

Ar(a,  a)  =:  X  .  a  =  a.  a,         A^(^,  x)  ■=  a .  r  z=:z  a  x, 

P^a,  b)  =  a.b  =  ab; 
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per  modo  che  sarà 

a  -\-  b  ^  b  -\-  a, 

xiì  =  ij  a, 

mentre  non  è  detto  che  sia 

ab  =  ba. 

Gli  elementi  di  ^  a-\-b,  «.a  e  ab  si  diranno,  rispettivamente, 
somma  di  j  e  /',  prodotto  scalare  di  a  ed  a,  e  prodotto  di  a 
per  b. 

Se  a, ,  . . .  ,  fl,  sono  clementi    dì  A    ed  è  />  2,  la  loro  somma 

sarà  l'elemento 

5(fl, ,  . .  .  ,  aj, 
che  si  denoterà  con 

e  il  loro  prodotto  (ove  siano  considerati  nell'ordine  in  cui  sono  scritti), 
che  si  denoterà  con  a^.a^  ...  a,  o,  più  semplicemente,  con  a, a^  ...  a,, 
si  intenderà  definito  induttivamente  dalla  posizione 

aa...a=:(aa...a     ^a  . 

Conformemente  a  quanto  qui  è  stato  detto,  l'ultima  eguaglianza, 
che  comparisce  in  II),  può  scriversi 

cca.^b  =  x'p.ab  =  cL^ab^ 

dove  il  segno  •  è  segno,  a  primo  membro,  di  prodotto,  a  secondo 
membro,  di  prodotto  scalare. 

Dopo  ciò  non  occorrono  spiegazioni  diffuse  per  far  intendere  il  si- 
gnificato dei  due  membri  e  l'esattezza  di  un'eguaglianza  come  la  seguente 

(i)  oLU^^bc^  =:  x^^^abcy 

dove  a,  ^,  Y,  ^  sono  numeri  di  F  e  a,  ^,  e  sono  elementi  di  A. 

Avvertasi  espressamente  che,  per  es.,  il  secondo  membro  della  (i) 
è  indipendente  dall'ordine  in  cui  si  succedono  a,  {i,  y,  ^,  ma  non,  al- 
meno in  generale,  da  quello  in  cui  si  succedono  a,  è,  e. 

Se  a  è  un  qualunque  elemento  di  .^  ed  r  è  un  intero  positivo,  si 
dice  p>oteDza  di  a  con  l'esponente  r,  e   si   indica  con  a',  l'elemento 
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di  A  definito  induttivamente  dalle  posizioni 

a'  =  a,     se     r  =  I  ;         a'  =  a^''  .a,     se     r  >  i. 

Come  è  chiaro,  qualunque  siano  gli  interi  positivi  r  ed  s,  si  ha  : 

a'  .a'  =  a'*' 

(a')'  =  a" . 

58.  Col  sistema  ora  fissato  di  notazioni    le  leggi    fondamentali  per 

il  calcolo  nell'algebra  A  contenute    in   I)  e  II)   sono   espresse  dalle  for- 
mule : 

I')  a  -\-  b  =  b  -\-  a,         y.a  =  ax\ 

iiii-^b)-\-c  =  a-^(b-\-c),     x{'{.a)=:(x^^)a,     {ab)c  =  a{bc); 
II')     I  {y.-\-'p)a  =  oLa-\-'pa,     y.(^a-\-b)  =  xa^xb\ 

\{a-\-b)c^=ac-\-bc^     c(^a-{-b')=^ca-{-cb,     xaJpb=:x'^.ab; 

e  la  proprietà  di  A  contenuta  in  III)  e  espressa  dalla  proposizione  : 

IH')  Ciascun  elemento  di  A  può  esser    sempre  posto,  e  in  un  modo 
solo,  nella  forma 

(2)  a.«.  +  •••  +«„»„, 

con  le  OL  numeri  di  F. 

Notisi  che,  non  essendo,  in  generale,  ab  =  ba,  l'eguaglianza 

c{a  -{-  b)  =:  ca  -^  cb 

non  è  conseguenza  dell'altra 

(a  -\-  b)c  =  ac  -\-  bc. 

Invece,  essendo  xa  =^  av.  qualunque  siano  a  in  F  e  a  in  A,  da 

X  (^a  -\-  b)  =:  V.  a  -{-  X  b, 
segue 

{a  -\-  b)x  =  ax  -\-  bx. 

Notisi  infine,  esplicitamente,  che  in  A  : 
La  somma  gode  delle  proprietà  commutativa  e  associativa  ; 
mentre  : 

//  prodotto  gode  della  proprietà  associativa  e  della  proprietà  distribu- 
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Uva  rispetto  alla  somma,  ma  non,  in  generale,  della  proprietà  commutativa  ; 
e  : 

//  prodotto  scalare  gode  della  proprietà  distributiva^  tanto  rispetto  alla 
somma  in  F,  quanto  rispetto  alla  somma  in  A. 

59.  Per  dimostrar  l'esistenza  di  algebre  in  corpi  numerici  qualunque 
e  per  indicar  subito  un  caso  concreto,  sul  quale  possano  esser  via  via 
esemplificate  le  considerazioni  che  si  vengono  facendo,  giova  osservare 
che,  per  quanto  è  detto  nel  capitolo  precedente  : 

L'insieme  delle  matrici  di  ordine  p  in  un  qualsivoglia  corpo  nume- 
rico può  considerarsi  come  un'algebra  di  ordine  p^  nel  corpo  stesso. 

Come  risulterà  dagli  sviluppi  ulteriori,  l'esempio  ora  addotto  è,  per 
la  teoria  generale  delle  algebre,  di  importanza  estrema. 

Meno  interessanti  da  questo  punto  di  vista,  ma  utili  a  chiarir  le 
idee,  sono  gli  esempi  che  possono  esser  tratti  dalla  teoria  dei  corpi 
numerici. 

Così  è  chiaro  che  : 

Un  corpo  numerico  può  considerarsi  come  un'algebra  di  ordine  i  nel 
corpo  stesso  ; 
che  : 

//  corpo  complesso  può  considerarsi  come    un'algebra  di  ordine  2  nel 
corpo  reale  ; 
e,  più  generalmente,  che  : 

Un  corpo  algebrico  di  grado  n  rispetto  a  un  corpo  numerico  V  può 
considerarsi  come  un'algebra  in  V  di  ordine  n. 

Occorre  appena  avvertire,  che  l'insieme  degli  elementi  di  un'alge- 
bra è  infinito  o  finito,  secondo  che  è  tale  il  corpo  nel  quale  è  definita  ; 
e  che  : 

Un  algebra  di  ordine  n  in  un  corpo  finito  con  N  numeri  consta  di 
N'  elementi  ; 

dove,  per  quanto  sappiamo,  N  è,    necessariamente,  una  potenza    di    un 
numero  primo. 

60.  Se  per  gli  elementi  x  ed  y  dell'algebra  A,  sopra  considerata, 
si  ha,  conformemente  alla  IH'), 

^  =  ^.".  +   •••   + -„"n> 
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con  le  i  ed  Y)  numeri  di  P,  si  vede  subito  che  e 

(3)  ^  +  >  =  (^, -^^)'^  +  •••  +(^„  +  0"„. 

Inoltre,  sempre  per  la  IH')  : 

È 

x=y 
quando,  e  solo  quando,  sia 

Di  qua  e  dalla  (3)  segue,  che  è 

(4)  x-\~y  =  X 
quando,  e  solo  quando,  sia 

n,  =:  •  •  •  =n„  =  o. 

L'elemento  di  A  che  è  dato  dalla  (2)  facendovi  nulle  tutte  le  a  si 
dice  perciò  l'elemento  nullo  o,  anche,  lo  zero  di  y^  e  si  indicherà  col 
solito  simbolo  o,  sebbene  lo  zero  di  A  non  sia  da  confondere  con  lo 
zero  di  r.  Esso  è  univocamente  caratterizzato  dalla  sua  proprietà  espressa 
dall'eguaglianza 

(5)  x-\-o  =  x, 

dove  X  è  un  qualunque  elemento  di  A. 

Se,  per  es.,  l'algebra  A  è  quella  costituita  dalle  matrici  in  T  d'or- 
dine /),  lo  zero  dì  A  è  h  matrice  nulla  in  T  di  ordine  p. 

61.  Da 

^  =  ^.'*.  +  •••  +;„'*„, 

con  X  in  W  e  le  ;  in  F,  segue,  essendo  i  l'unità  di  F, 

i.x=  i-(;,t^,  +  •••  +;„fO  =  ^.^  +•••+;„'*„; 

dunque  è 

(6)  I  •  X  =:   V, 

Le  (5)  e  (6)  mostrano  che  t  codominii   delle  operazioni    S  ed  N,  i 
quali,  per  I),  sono  contenuti  in  A,  coincidono  addirittura  con  A  '). 
Avvertasi  che,  se  si  pone,  per  definizione, 

—  X  =  (—  i)-x. 


')  Per  il  codominio  dell'operazione  P  veggasi,  più  avanti,  il  n"  96. 

G.   Scoxz*.  —  Ttoria    s^tHirale  dei  iorpi  numerici. 
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è 

Elementi  di  A  come  x  e  —  x  si  dicono  opposti  l'uno  dell'altro, 
giacché  è  chiaro  che 

-  (-  X)  =  X. 

Lo  zero  ^\  A  h  opposto  di  sé  stesso,  ed  è  l'unico  elemento  che 
goda  di  tale  proprietà,  se  il  sottocorpo  fondamentale  di  V  non  è  isomorio 
al  corpo  C[2].  Ove  ciò  non  sia,  ciascun  elemento  di  A  coincide  col 
suo  opposto. 

62.  Se  X  ed  )»  sono  elementi  di  A^  si  dice  differenza  di  x  ed  y, 
e  si  indica  con  x  —  _y,  l'elemento  di  A  definito  dalla  posizione 

Notisi  che,  se  x,  )»,;(,  f  sono  elementi  di  A^  da 

X  —  y  =  i_ 
segue 

e  inversamente  ;  da 

x-l-)»  =  x  +  f 
segue 

In  particolare,  è  x  —  y  z=z  o  quando,  e  solo  quando,  sia  x  =  )». 

63.  A  proposito  della  moltiplicazione  scalare  si  vede  subito  che  : 

//  prodotto  scalare  di  un  numero    di  V  per    un    elemento    di  A  non 

può  esser  nullo,  se  non  a  patto  che  uno  almeno  di  tali  enti  sia  nullo. 

Infatti  perchè  sia 

ax  =  o, 

con  a  in  r  e  X  in  ^,  se  è 

con  le  ;  in  r,  e  quindi 

ax  =  a^,w,  4-  ...  +a^„M„, 
occorre  e  basta  che  sia 
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cioè,  occorre  e  basta  che  sussista  almeno  uno  dei  due  fatti  : 

a  =r  o,         oppure         $,  =  •  •  •  =  ^^  =  o. 

Per  la  moltiplicazione  tra  elementi  di  A  si  dimostra  intanto  senza 
difficoltA  che  : 

Se  X,  y  sono  clementi  di  A,  da  x  =  o,  oppure  y  =:  o,  segue 

xy  =  o. 

Infatti,  se  ~  è  in  A,  da  x  =z  o  si  trae 

e  quindi 

xy  +  Ky  =  iy, 

cioè 

xy  =  o; 
e  cosi  da  y  ^=  o  si  trae 

y-{-x  =  K, 

e  quindi 

xy  -\-  xi  =  x^ 
cioè 

xy  =  o. 

Non  è  detto  però  che,  se  x,  )■  sono  elementi  di  A,  da  x  ^  o, 
y  ^  o,  segua,  qualunque  sia  A^  xy  ■=j^  o^  giacché  il  primo  esempio 
addotto  nel  n°  59  mostra  che  esistono  algebre  per  cui  tale  proposizione 
non  sussiste. 

64.  Se  per  gli  elementi  x,  y  di  un'algebra  si  ha,  nel  tempo  stesso, 

tanto  X  quanto  y  si  dice,  per  l'algebra,  un  divisore  dello  zero.  Al- 
lorché occorra  precisare  si  dice  poi  che  x  è  un  divisore  sinistro,  y  un 
divisore  destro,  dello  zero. 

Nell'algebra  costituita  dalle  matrici  di  ordine  p,  in  un  qualunque  corpo 
numerico,  esistono  divisori  dello  :^ero  quando,  e  solo  quando,  p  h  maggiore 
di  1  ;  e  in  tal  caso  i  divisori  dello  xero  sono  forniti  dalle  matrici  degene- 
ri, ma  non  nulle. 

Infatti  che  per  tale  algebra  un  divisore  dello  zero  debba  essere  una 
matrice  (non  nulla,  ma)  degenere  è  evidente,  per  quanto  è  detto  alla 
fine  del  n°  18;  viceversa,  se  x  è  una  delle  matrici,  costituenti  l'algebra, 
che  sia  degenere,  ma  non  nulla  (e  ciò  esige  che  il  suo  ordine  sia  >•  i), 
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nel  primo  membro  dell'equazione  minima  di  x 

(n°  52)  manca  il  termine  noto  (e  il  grado  di  '^  e  certo  maggior  di  i); 
quindi  è 

con  (]/  polinomio  di  grado  inferiore  a  quello  di  9  ;  e  da  ciò   segue    ap- 
punto 

x^(^x)  =  o, 

con  X  7^  o  e  '1  (x)  :^  o. 

Un'algebra  che  non  possegga  divisori  dello  zero  si  dice  primitiva. 

Val  quanto  dire  che  : 

Un'algebra  h  primitiva  quando,  e  solo  quando,  un  prodotto  di  suoi 
elementi  non  è  nullo,  se  non  a  patto  che  tale  sia  uno  almeno  di  essi. 

65.  Se  per  gli  elementi  x,  y  di  un'algebra  si  ha 

xy  =  yx, 

ciascuno  di  essi  si  dice  permutabile  o  commutativo  con  l'altro. 

Un  elemento  di  un'algebra  è  certo  permutabile  con  sé  stesso. 

Un'algebra  si  dice  commutativa,  se  i  suoi  elementi  sono  a  due 
a  due  permutabili  ;  cioè,  se  per  i  prodotti  di  suoi  elementi  sussiste  la 
proprietà  commutativa. 

66.  Gli  elementi  x,,  . . .  ,  x^  di  .^  (w  ^  i)  si  dicono  indipen- 
denti, se  dal  supporre  che  sia 

con  le  A  numeri  di  F,  segue  che  è,  addirittura, 

I  '  'm 

Elementi  non  indipendenti  si  diranno  anche  dipendenti. 
È  chiaro  che,  se,  in  conformità  di  IH'),  per  gli  elementi  x, ,  ... ,  x^ 
si  ha 


X .  =  y  'c,.j u,  (j=:t,  ...,m), 

con  le  ;  numeri  di  T,  gli  elementi  stessi  risultano  indipendenti   0   dipen- 
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denti,  secondo  clic  tali  sono  gli  m  n-complcssi  di   V  dati  da 

C^l.l  >     •   •   •    »     ^i,«)'     ■   •   ■    ^    V^m,.  5     •   •  •    >     ^M,,«> 

ossia,  secondo  che  la  caratteristica  della  matrice  di  tipo  (^ni,  n) 

h  uguale  ad  m,  o  inferiore  ad  m. 

Avvertasi  che  : 

Se  gli  elementi  x^,  . . .  ^  x^  di  A  sono  indipendenti,    tali    sono    an- 
che alcuni  di  essi,  comunque  scelti  ;  in  particolare  essi  sono   tutti    distinti 
e  nessuno  di  essi  è  nullo; 
che  : 

Se  alcuni  degli  elementi  x,,  .  .  .  ,  x^  di  A  sono  dipendenti,  tali  son 
tutti  quanti  ; 
che  : 

In  A  esistono  m-ple  di  elementi  indipendenti  solo  per  m  ^  n  ; 
e  che  : 

Se  X, ,  .  .  .  ,  x,,,/  sono  elementi  indipendenti  di  A  ed  e  m'  <^  m  ^  «, 
è  sempre  possibile  aggregare  ad  essi  altri  m — m'  elementi  di  A,  a:„,/^,  ,  ... ,  x^, 
si  che  X  .....  X     risultino  indipendenti. 

La  penultima  di  queste  osservazioni  giustifica  la  definizione  di  or- 
dine di  un'algebra  data  nel  n°  ^6. 

Notisi  infine  che  le  u^,  .  . .  ,  u^  di  cui  si  parla  in  III)  o  IH')  sono, 
in  sostanza,  n  elementi  indipendenti  qualunque  di  A. 

67.  Siano  X,  y  elementi  dell'algebra  A. 
I)  Se  xy  =  y,  si  dice  che  x  è,  per  j,  un  modulo  sinistro. 
II)  Se  ^x  =  y,  X  è,  per  y,  un  modulo  destro. 

Ili)  Se  xy  =  jx  =  y,  x  è,  per  )',  un  modulo  (senz'altro). 

IV)  Se  xy  =  o,  si  dice  che  x  e,  per  y,  un  nullifico  sinistro. 
V)  Se  ^'x  =:  o,  X  è,  per  _>>,  un  nullifico  destro. 

VI)  Se  x_y  =  VX  =  o,  x  è,  per  y,  un  nullifico  (senz'altro). 

Un  automodulo  di  A  è  (ove  esista)  un  elemento  x  per  il  quale 
sia  nel  tempo  stesso 

X  ^  o        e        X  =  X*  ; 
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dopo  di  che  è,  addirittura, 

X  =  x'  =  x'  =  .... 

Evidentemente  un  automodulo  può  anche  definirsi  come  un  ele- 
mento non  nullo  che  ha  sé  stesso  per  modulo  [o,  soltanto,  modulo 
sinistro  (destro)]. 

68.  Se,  degli  elementi  x  ed  y,  x  h  per  y  modulo  sinistro  e  y  h  per 
X  modulo  destro,  x  ed  y  coincidono  con  lo  T^ero,  o  con  un  automodulo. 

Infatti  per  le  ipotesi  fatte  su  x  ed  )>  è,  da  una  parte, 

xy  =y, 
dall'altra 

xy  =  x, 

dunque  è  intanto  .v  =  y.  Dopo  ciò  resta 

X*  =:  X, 

e  quindi,  o  x  è  zero,  o  x  è  un  automodulo. 

69.  È  chiaro  che,  se  x  è  nullifico  sinistro  per  J-,  y  h.  nullifico  de- 
stro per  X  ;  e  se  è  X  17^  o,  ^'  7^  o,  X  è  un  divisore  sinistro,  y  un  divi- 
sore destro  dello  zero. 

In  particolare,  se  x  è  nullifico  per  _)',  tale  è  pure  y  per  x  ;  o,  come 
anche  diremo,  x  ed  ^  sono  mutuamente  nuìlifici. 

70.  Modulo  sinistro  (destro)  o  modulo,  senz'altro,  di  A  è,  ove 
esista,  un  suo  elemento  che  sia  modulo  sinistro  (destro)  o  modulo,  sen- 
z'altro, per  ciascun  elemento  di  A. 

Nullifico  sinistro  (destro)  o  nullifico,  senz'altro,  di  A  è,  posto 
che  esista,  un  suo  elemento  non  nullo  che  sia  nullifico  sinistro  (destro) 
o  nullifico,  senz'altro,  per  ciascun  elemento  dell'algebra  stessa. 

71.  Un  modulo  sinistro  (destro)  0  un  modulo,  sen^^altro,  di  un  al- 
gebra e  un  automodulo. 

Infatti,  se  u  è,  per  es.,  modulo  sinistro  di  .^,  è  u^  =z  u.u  =  u\ 
né  può  essere  u  =■  o,  perchè  altrimenti,  detto  x  un  elemento  non  nullo 
di  A,  sarebbe,  da  una  parte, 

MX  =  X  :7^  o, 
e  dall'altra 

M  X  =  o .  X  =  o. 
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73.  Per  il  teorema  del  n°  68,  se  A  possiede  un  modulo  sinistro  u 
e  un  modulo  destro  v,  è  ?<  =  v.  Da  ciò  discende  che  nel  caso  attuale 
A  ammette  un  solo  modulo  sinistro  e  un  solo  modulo  destro,  e  che 
questi  coincidono  in  un  modulo  (unico)  di  A. 

Val  quanto  dire  che  : 

Un  algebra  0  l  priva  di  modulo,  0  ne  possiede  uno  ed  uno  solo. 

Avvertasi  che  le  algebre  considerate  nel  n°  59  sono  tutte  dotate  di 
modulo.  In  particolare,  il  modulo  di  quella  costituita  da  tutte  le  matrici 
di  ordine  p  in  un  assegnato  corpo  numerico  e  la  matrice  identica  di 
ordine  p  nello  stesso  corpo. 

73.  Se  li,  u'  sono  moduli,  per  es.  sinistri,  differenti  di  A,  si  ha 
u  —  xC  -=^0  e 

MX  =  X  =:  U'X,  cioè  {li  —  m')x  =  O, 

qualunque  sia  x  'vì\  A\  quindi  u  —  u    e  un  nullifico  sinistro  di  A. 

Viceversa,  è  chiaro  che,  se  n  —  iC  è  un  nullifico  sinistro  di  ^  e 
w'  è  modulo  sinistro  per  ^,  tale  è  anche  ». 

Insomma  : 

Se  un'algebra  possiede  tnoduli  sÌ7iistri  (destri)  differenti  —  e  quindi  è 
priva  di  moduli  destri  (sinistri)  —  la  differenza  di  due  di  essi  è  per  l'al- 
gebra un  nullifico  sinistro  (destro),  e  da  uno  qualunque  di  essi  si  ottengono 
tutti  gli  altri  somtnandolo  coi  singoli  nullifici  sinistri  (destri)  dell'al- 
gebra. 

74.  Le  algebre  A  e  A',  definite  nello  stesso  corpo  numerico  F,  si 
dicono  isomorfe  o  equivalenti,  se  è  possibile  stabilire  fra  i  loro  ele- 
menti una  tal  corrispondenza  biunivoca  che,  detti  x,  y  elementi  qualun- 
que ài  A  e  .v',  y'  gli  elementi  omologhi  di  A',  agli  elementi 

a^,         x-\-y,         xy 

di  A  corrispondano  gli  elementi 

ax',         x'-\-y',         x'y' 

di  A',  essendo  a  un  qualunque  numero  di  F. 

Si  dicono  invece  reciproche,  se  è  possibile  stabilire  fra  i  loro  ele- 
menti una  tal  corrispondenza  biunivoca,  che,  mantenute  le  notazioni  pre- 
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cedenti,  agli  elementi 

ax,         A-f  V,         xy 

di  A  corrispondano  gli  elementi 

«X',          A'-}-/,         y'x' 
di  A'. 

È  chiaro  che  : 

La  rdaiiont  di  isomorfismo  o  di  equivalen:^a  tra   algebre  gode   delle 
proprietà  riflessiva,  simmetrica  e  transitiva  ; 
e  che  : 

Algebre  reciproche  ad  una  stessa  sono  equivalenti. 

Se  le  algebre  A,  A'  sono  equivalenti  (reciproche),  ciascuna  corri- 
spondenza biunivoca  tra  i  loro  elementi,  che  ne  metta  in  luce  l'equiva- 
lenza (la  reciprocità),  si  dirà  una  loro  corrispondenza  di  isomorfismo 
(di  reciprocità). 

75.  In  una  corrispondenza  di  isomorfismo  (di  reciprocità)  tra  al- 
gebre allo  zero  dell'una  corrisponde  necessariamente  (cfr.  I,  n°  17)  lo 
zero  dell'altra  ;  quindi  anche  ad  elementi  indipendenti  —  dipendenti  — 
dell'una  rispondono  elementi  indipendenti  —  dipendenti  —  dell'altra,  e 
ad  un  elemento  che  sia  un  divisore  dello  zero,  sinistro  o  destro,  del- 
l'una, corrisponde  un  elemento  che  e  un  divisore  dello  zero,  sinistro  o 
destro  (destro  o  sinistro)  dell'altra. 

In  particolare  : 

Algebre  equivalenti  0  reciproche  sono  dello  stesso  ordine,  e  sono  in- 
sieme primitive,  0  insieme  non  primitive. 

In  una  corrispondenza  di  isomorfismo  (di  reciprocità)  tra  algebre, 
a  un  elemento  dell'una,  che  sia  per  essa  un  modulo  sinistro  o  destro, 
corrisponde  nell'altra  un  elemento  che  è  per  questa  un  modulo  sinistro 
o  destro  (destro  o  sinistro).  E  lo  stesso  dicasi  per  i  nullifici  sinistri  o 
destri,  e  per  gli  automoduli. 

In  particolare  : 

Algebre  equivalenti  0  reciproche  sono  insieme  dotate,  0  insieme  prive 
di  modulo. 

Aggiungasi  che  : 

Algebre  equivalenti  0  reciproche  sono  insieme  commutative,  0  insieme 
non  commutative  ; 
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e  che  ; 

Algebre  commutative  equivalenti  sono  anche  reciproche,  e  inversa- 
mente ; 

mentre,  in  generale,  non  è  detto  che  algebre  reciproche  debbano  essere 
equivalenti. 

Occorre  appena  avvertire  che  le  trasformazioni  biunivoche  di 
un'algebra  in  se,  cui  rispondono  le  corrispondenze  di  isomorfismo  del- 
l'algebra con  se  stessa  o,  come  anche  può  dirsi,  di  autoisomorfismo, 
costituiscono  un  gruppo. 

Tale  gruppo  può  dirsi  il  gruppo  degli  autoisomorfismi  dell'al- 
gebra. 

76.  Le  proprietà  delle  algebre  che  qui  saranno  studiate  sono  sol- 
tanto quelle  che  sono  invarianti  di  fronte  alla  relazione  di  equivalenza. 
Tali  sono  le  nozioni  introdotte  fin  qui  (elementi  nulli  o  non  nulli,  ele- 
menti opposti,  divisori  dello  zero,  sinistri  o  destri,  ecc.  ecc.)  e  tali  sa- 
ranno tutte  quelle  altre  che  verranno  via  via  introdotte  nel  seguito  ; 
sarà  inutile  pertanto,  a  proposito  di  esse,  avvertire,  a  volta  a  volta,  espli- 
citamente, come  già  è  stato  fatto  per  alcune  di  quelle  sinora  incontrate, 
che  esse  godono  della  proprietà  di  invarianza  rispetto  alla  relazione  di 
isomorfismo. 

77.  Un'algebra,  definita  in  un  corpo  numerico  T,  si  dirà  regolare, 
se  è  equivalente  all'algebra  costituita  da  tutte  le  matrici  in  F  di  un  or- 
dine assegnato. 

Quindi  : 

Un'algebra  regolare  ha  per  ordine  un  quadrato  perfetto  ed  e  dotata 
di  modulo. 

Inoltre  : 

Se  un'algebra  regolare  è  dell'ordine  p^ ,  h  sempre  possibile  trovare  in 

essa  p*  elementi   indipendenti  e,,  (/,  /  =  i,  ■  •  •  ,  p)  tali  che  per  essi    si 

abbia 

(  o,        se     l  ^  h, 

^'^  '''  *'*        (c^,     se     l  =  /;, 

Un'algebra  regolare  di  ordine  i  e  primitiva  e  commutativa  e  può 
considerarsi  come  un  corpo  numerico  isomorfo  a  quello  in  cui  e  defi- 
nita ;  invece  : 

G.    ScuR^A.  —  Ttoria   ftntralt  dti  lorpi  numtrici,  25 
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Un'algebra  regolare  di  ordine  diverso  da  i  non  t\  nh  pritnitivaj  nh 
commutativa. 

Infatti,  se  nelle  (7)  si  suppone  />  >  i,  segue  dalle  (7)  stesse  che 
ciascuna  f  ,  è  un  divisore  dello  zero,  e  poi  che,  se  /  :^  /,  è  certo 

perchè  di  questi  due  prodotti  il  primo  eguaglia  c- ■  e  il  secondo  e,,. 

Avvertasi  che  l'esistenza  di  divisori  dello  zero  per  p  ]>  i  poteva 
esser  dedotta  anche  da  ciò  che  è  detto  nel  if  64. 

Se  nell'algebra  di  tutte  le  matrici  di  un  corpo  di  un  determinato 
ordine  si  fa  corrispondere  a  ciascuna  matrice  la  propria  trasposta,  sorge 
nell'algebra  una  corrispondenza  di  reciprocità  con  se  stessa  ;  dunque  : 

Algebre  regolari  in  uno  stesso  corpo  e  dello  stesso  ordine  sono  (non 
solo  equivalenti,  ma  anche)  reciproche. 


§  2. 
Sistemi  e  sotto-algebre  di  un'algebra. 

78.  Sia  A  un'algebra  nel  corpo  V   e    siano    x, ,  . .  .  ,  x^    elementi 
di  A. 

Se  >.,,...,  X^  sono  numeri  di  r,  l'elemento  di  A  dato  da 

X  X   +  ...  4-X    X 

III  ì  m      m 

si  dice  la  combinazione    lineare    di    x, ,  . .  .  ,  x^    secondo   i    numeri 

'^.^  •  •  •  ,  '^„  • 

L'insieme  S  delle  combinazioni  lineari    di    x^ ,  .  .  .  ,  x„,    si    dirà    il 

sistema  generato  da  questi  elementi  e  si  indicherà  con 

(^,  >  •  •  •  >  xj. 

H  sistema  S  contiene  evidentemente  x^ ,  .  . .  ,  x^  e  : 
Se  y^ ,  ... ,  y,  sono  elementi  di  S,  ogni  elemento  del  sistema  ()», ,  ... ,  yi) 
giau  in  S. 

79.  Lo  zero  di  A  costituisce  da  solo  un  sistema.  Si  dirà  il  sistema 
zero  e  si  indicherà  col  solito  simbolo  o. 
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Ordine  di  un  sistema  e  il  massimo  numero  di  elementi  indipen- 
denti che  possono  scegliersi  in  esso. 

Il  sistema  5  considerato  più  sopra  è  di  ordine  m,  o  di  ordine  in- 
feriore (\i  o),  secondo  che  x, ,  .  .  .  ,  .y,,_  sono  indipendenti,  o  dipen- 
denti. 

Per  indicare  che,  dei  sistemi  S  e  T,  T  contiene  S  e  non  è  esau- 
rito dagli  elementi  di  S  si  scrivcrA 

s  <::t      o      r  >  5. 

Se  è   T  ^  S,  l'ordine  di   T  supera  quello  di  5  ;  quindi  : 
Se  un  sistema   T  contiene  un  sistema  U    e    l'ordine    di    T   eguaglia 
quello  di  17,  l  addirittura 

T=U. 
In  particolare  : 

Ciascun  sistema  di  A  t  di  ordine  non  supcriore  all'ordine  di  A,  e 
l'unico  sistema  di  A  di  ordine  eguale  a  quello  di  A  e  la  stessa  alge- 
bra A. 

Se  un  sistema  è  di  ordine  m  ed  }», ,  . . .  ,  y^^,  sono  m'  elementi 
indipendenti  in  esso  contenuti,  con  m' <^m^  è  sempre  possibile  scegliere 
nel  sistema  altri  m  —  m'  elementi  y„l^^,  •  •  •  ,  y„, ,  si  chej,,  .  .  .  ,  y^i, 
>«.'+!  »  •••)>«  risultino  indipendenti.  Dopo  di  che,  il  sistema  dato  coin- 
ciderà col  sistema  (_y, ,  .  .  .  ,  y^). 

8o.  Se  S  e  r  sono  sistemi  di  A,  l'insieme  degli  elementi  comuni 
ad  S  e  r  (tra  i  quali  comparisce  certo  lo  zero)  è  evidentemente  un  si- 
stema. 

Esso  si  dice  l'intersezione  di  S  e  T  e  si  denota  con  S  n  T. 

Tra  i  sistemi  contenenti  S  e  T  (tale  è,  per  es.,  l'algebra  A)  quello 
di  ordine  minimo  (evidentemente  unico)  si  dice  somma  di  5  e  7  e  si 
denota  con  S  -\-  T. 

Si  riscontra  subito  (cfr.  I,  n°  50)  che  : 

Il  sistema  S  -\-  T  è  l'insieme  degli  elementi  di  A  ciascun    dei   quali 
h  somma  di  un  elemento  di  S  e  un  elemento  di  T  ; 
e  che  : 

Quando,  e  solo  quando,  è  S  n  T  -=  o  ciascun  elemento  di  S  -{-  T 
può  riguardarsi  in  un  modo  solo  come  somma  di  un  elemento  di  S  e  un 
elemento  di  T. 
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h  chiaro  clic 

So  T  =  r o  S, 

5-f-  T=  r-f-5; 
che  da 

segue 

S-\-T=S, 
e  viccvcrs.!  ;  che  da 

5-}-  T=  o 
segue 

S=  T=  o; 

e  clic,  se  U  è  pure  un  sistema  di  A,  e 

{S  n  T)  n  U  =  S  n{T  n  U), 

(s+r)+t/::=s  +  (r+t/). 

Infine  basta  tener  presente  il  n°  52  della  Parte  Prima  per  ricono- 
scere che  : 

Se  gli  ordini  di  S,  T,  S  n  T  ed  S -\-  T  sono  rispettivamente  w^, 
m^,  tu',  m"  si  ha 

w,  -f-  ììi^  =  vi'  -\-  ni". 

81.  Se  S  e  r  sono  sistemi  di  A,  il  sistema  di  ordine  minimo 
(X  A),  che  contiene  tutti  gli  elementi  risultanti  dal  formare  i  prodotti 
di  ciascun  elemento  di  S  per  ciascun  elemento  di  T,  si  dirà  prodotto 
di  S  per  r  e  si  denoterà  con  S-  T  o  ST. 

Se  è 

S  =  {x^,  . .  .  ,  xj,         T'  =  0. ,  .  • .  ,  yil 
ST  è  evidentemene  il  sistema  generato  dagli  elementi 

^iyj  (i=  I,  ...  ,  w;  ;•=  I,  ...,  Z). 

Di  qua  risulta  che  : 

L'ordine  di  ST  non  supera  il  prodotto  degli  ordini  di  S  e   T. 

Occorre  appena  avvertire  che  : 

//  prodotto  di  sistemi  di  un'algebra  non  gode,  in  generale,  della  pro- 
prietà commutativa  ; 
invece  : 

Esso  gode  della  proprietà  associativa  e  della  proprietà  distributiva 
rispetto  alla  somma. 
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In  altri  tennini  : 

Se  S,  T,  U  sotto  sistemi  di  un'algebra  ^ 

(STjU  =  S{TU), 

(S-f  T)U  =  SU-{-  TU, 

(/(S-f-  T)=  US  -\-  UT. 

Di  queste  tre  asserzioni  la  prima  è  conseguenza  immediata  del  fatto 
che  il  prodotto  di  elementi  di  un'algebra  gode  della  proprietà  associa- 
tiva ;  le  ultime  due  si  giustificano  subito  quando  si  osservi  che,  se  è 

S  =  (.v,,  ...  ,  A-J,  T  =  (y^,  ...  ,  j,), 

è 

S+  r=(x,,  ...  ,  x„,,  y^,  ...  ,  )',). 

82.  Se  X  è  un  elemento  ed  S  un  sistema  di  A,  i  prodotti,  in  ge- 
nerale distinti, 

{x)-S        ed         5.(x), 

dove  in  conformità  del  n°  78,  (x)  e  il  sistema  (di  ordine  i  o  o)  de- 
terminato da  X,  cioè  l'insieme  dei  prodotti  scalari  di  x  per  i  singoli 
numeri  di  F,  si  indicheranno  più  semplicemente  con 

xS        ed         5x, 

appunto  perchè  x  5,  ad  es.,  non  è  altra  cosa  che  l'insieme  dei  prodotti 
di  X  per  i  singoli  elementi  di  S. 

Avvertasi  a  questo  proposito  il  diverso  significato   delle   espressioni 

[('-)  + ()0]5         e         {x+y)S, 
dove  y  è,  al  pari  di  x,  un  elemento  di  ^  ;  o  delle  espressioni 
5[(a-)  +  O0]         Cd         Six-\-y). 
Mentre  è,  ad  es., 

[W  +  (y)]5  =:  (x)S  +  0)S^  xS-f-^5, 

si  ha  invece 

{x+y)SZ,xS-\-yS. 

83.  Se  S, ,  .  . .  ,  S,  sono  sistemi   di    A   ed    è  /  >  2,    la    somtiia 
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-^.  4-  -'».  4-  •  ■  •  +  ^.  <-^  il  prodotto  5, .  5^  ...  5,  o  S^S^  ...  S,  di 
5| ,  .  .  .  ,  S,  sono  i  sistemi  defunti  induttivamente  dalie  posizioni 

S,  +  S^+  •■■  -ì-  S,  ==  (5  +  . . .  +  5,_.)  4-  5,, 
5.5,  ...  5,  =  (5.5,  ...  5;_,)5,. 

Anche  qui  ò  ciliare  che  la  somma  gode  delle  proprietà  commuta- 
tiva e  associativa,  mentre,  in  generale,  il  prodotto  non  gode  che  della 
proprietà  associativa. 

Se  l'ordine  di  5.  (i:=  i,  ...,  /)  è  m. ,  per  l'ordine  m  di  5.  -}-  —  +5, 
si  ha 

m  Z.  m^  +  •  •  •  +  '"r  5 

e  qui  vale  il  segno  di  eguaglianza  quando,  e  solo  quando,  è  zero,  per 
;  =  2,  . . .  ,  t,  l'intersezione  di  5.  ed  5.  -}-•••  -|-  5.  .  ;  nel  qual  caso 
poi  è  zero  l'intersezione  di  ciascun  sistema  5,.  col  sistema  somma  dei 
rimanenti,  o,  più  generalmente,  l'intersezione  di  ogni  sistema  che  sia 
somma  di  alcuni  dei  sistemi  5.  col  sistema  somma  dei  rimanenti. 

Avvertasi  che  S^  -\-  •  •  •  -\-  S^  può  anche  definirsi  come  l'insieme 
degli  elementi  di  A,  ciascun  dei  quali  è  della  forma 

con  x'*'  in  5.  ;  e  che  un  elemento  di  5.  -f"  *  •  •  ~l~  -^z  può  mettersi  in 
questa  forma  in  un  modo  solo  quando,  e  solo  quando,  è 

m  =  w.  -|~  ■  •  •  4"  ^/  • 

Notisi  infine  che  per  l'ordine  m'  di  5. 5,  . . .  5,  si  ha  evidente- 
mente 

m'  ^  m.  m,  ...  w, . 

84.  I  sistemi  5.,  ... ,  5^  si  dicono  complementari  in  5. -f-  —  -\-S^j 
se  l'ordine  di  questo  sistema  è  la  somma  degli  ordini  di  quelli. 
Notisi  che  : 
5^  5  è  un  sistema  di  A  di  ordine  m  ed  e 

ni  =1  m^  -\-  •  '  •  -j-  m^ , 
con  m. ,  . .  .  ,  m^  interi  non  negativi,  è  sempre  possibile  trovare  in  5  dei 
sistemi  5  ,  . . .  ,  5^  degli  ordini  w. ,  .  . .  ,  m^  che   siano    ivi   complemen- 
tari. 
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Avvertasi  pure  che  : 

Se  S  e  T  sono  sistemi  di  A  ed  è  T  ^  S,  è  sempre  possibile  trovare 
in  S  un  sistema  U,  si  che  si  abbia 

T  n  U  =  o,         T-\-  U  =  S. 

85.  Se  5  è  un  sistema  di  A  ed  in  e  un  intero  positivo,  si  dice 
potenza  di  5  con  l'esponente  m,  e  si  indica  con  5'" ,  il  sistema  defi- 
nito induttivamente  dalle  posizioni 

5"  =  5,     se     m  =  i;         S"'  =  S""'  .S,     se     m  >  i. 

Naturalmente,  se  m,  ni'  sono  interi  positivi  qualunque,  sari 

S'\S"''  =  5'""'"',        (S"')"''  =  S'""''. 

86.  Se  per  un  sistema  5  dell'algebra  A  si  ha 

5^0,         S'  ^S, 

è  chiaro  che  S  è,  al  pari  di  A,  un'algebra  nel  corpo  r,  quando  a  defi- 
nire in  5  le  somme,  i  prodotti  scalari  e  i  prodotti  di  elementi  si  adot- 
tino le  stesse  definizioni  che  in  A. 

In  tal  caso  si  dirà  che  S  è  una  sotto-algebra  di  y^  ;  e  si  dirà 
che  S  e  una  sotto-algebra  propria  di  A,  se  si  vuole  escludere  che  sia 
S=  A. 

A  titolo  di  esempio  si  osser\i  che  : 

L'insieme  degli  elementi  di  Ay  ciascun  dei  quali  sia  permutabile  con 
un  suo  elemento  assegnato  a,  è,  in  ogni  caso,  una  sotto-algebra  di  A. 

Se  .V,  y  sono  elementi  di  A,  ciascuno  permutabile  con  a,  ed  a,  ^ 
sono  numeri  di  P,  da 

(i)  xa  =  ax,         ya=iay 

segue 

(y.x  -\-  ^y)a  =  axa-f-  ^y  a  =  a^Ar-f-  P^)»  =  a{oix  -\-  ^y), 

cioè,  che  anche  ax-f-  P')'  è  permutabile  con   a\    cosicché,  intanto,  l'in- 
sieme degli  elementi  di  A  ciascun  dei  quali  è  permutabile  con    a  è    un 
sistema.  Indichiamolo  con   T. 
Dalle  (i)  segue  pure  che 

a.xy  =  axy  =  xay  =  xya  =  xy  .a, 
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cioò  clic  anche  xy  è  permutabile  con  a,  dunque  ò 

r  ^  r, 

e  per  dimostrare  che  T  e  una  sotto-algebra  di  A  resta  soltanto  a  far 
vedere  che  e  T  ^  o. 

Ora  ciò  è  evidente,  perchè,  se  a  =:  o,  è  T  =  ^  ;  e  se  a  :^  o,  es- 
sendo a  un  elemento  di   T,  è  pure   T  ^  o. 

Con  ragionamento  del  tutto  analogo  si  dimostra  che  : 

Gli  elementi  dell'algebra  A,  ciascun  dei  quali  sia  permutabile  con 
ogni  elemento  di  A,  formano  un  sistema  che,  se  non  e  :{ero,  è  una  sotto- 
algebra di  A. 

Questa  sotto-algebra,  ove  esista,  si  dirà  la  sotto-algebra  centrale 
di  A. 

Se  un'algebra  è  dotata  di  modulo,  questo  è  permutabile  con  ogni 
elemento  dell'algebra  ;  dunque  : 

Un'algebra  dotata  di  modulo  è  dotata  anche  di  sotto-algebra  centrale  ; 
questa  b  dotata  di  modulo  e  il  suo  modulo  l  quello  dell'algebra. 

87.  È  chiaro  che  : 

Se  B  e  una  sotto  algebra  di  A^  elementi  indipendenti  (dipendenti)  di 
B  sono  tali  anche  per  A;  e  ciascun  divisore  dello  xero  di  B  e  un  divi- 
sore dello  :{ero  di  A. 

Ma  non  è  detto  che  un  elemento  di  B  il  quale  sia,  per  A,  un  di- 
visore dello  zero,  sia  tale,  necessariamente,  anche  per  B  (cfr.  su  questo 
proposito  il  n°  no). 

88.  Una  sotto-algebra  B  di  un'algebra  A  si  dice  semi-invariante 
sinistra  (destra)  in  A^  se,  essendo  b  un  elemento  qualunque  di  B  ed 
a  un  elemento  qualunque  di  A^  il  prodotto  ba  (il  prodotto  ab)  è  an- 
cora un  elemento  di  B. 

Insomma  B  è  semi-invariante  sinistra,  o  destra  in  A^  secondo  che  è 

BA^B,        o        ABZ,B. 

Se  per  B  queste  due  condizioni  sono  entrambe  soddisfatte,  B  si 
dice,  addirittura,  invariante  in  A. 

Occorre  appena  avvertire  che  B  è  invariante  in  A^  se  e  B  =^  A; 
e  che: 
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Se  lì  è  semi-invariante  sinistra  (destra)  —  in  particolare,  invariante  — 
in  Ay  B  è  tale  anche  in  ogni  sotto-algebra  di  A  che  la  contenga. 

Notisi  pure  che: 

Se  lì  h  semi-invariante  sinistra  (destra)  in  A,  ed  A  e  dotata  di 
qualche  modulo  destro  (sinistro),  e  lì  A  =-  B  (^A  B  =  B). 

Infatti,  se,  per  cs.,  u  e  per  A  modulo  destro  e  B  e  in  A  semi- 
invariante  sinistra,  si  ha,  da  una  parte 

B  =  Bu  Z,  BA, 
dall'altra 

BA^B; 
e  quindi  è 

BA  =  B. 
In  particolare  : 

Se  A  è  dotata  di  modulo  e  B  e  invariante  in  A^  è  B  A  =  A  B  =  B. 

89.  Se  B  e  un  sistema  di  A  per  il  quale  sia  nel  tempo  stesso 

B^o        e        BA^B, 

B  h  una  sotto-algebra  semi-invariante  sinistra  di  A. 

Infatti  da 

B  Z^A 
segue 

B'  ZBA\ 

ma,  per  ipotesi,  B  A  Z.  B,  dunque 

B'  ZB, 

ed,  essendo  inoltre  B  ^  o,  5  è  un'algebra.  Dopo  di  che  è  ben  chiaro 
che  B  è  semi-invariante  sinistra  in  A. 

In  modo  analogo  si  vede  che: 

Se  B  e  un  sistema  di  A  per  il  quale  sia  nel  tempo  stesso 

B^o        e        AB  ZB, 

B  è  in  A  una  sotto-algebra  semi-itivariantc  destra; 
quindi  : 

5t;  B  è  un  sistema  di  A  per  il  quale  sia  nel  tempo  stesso 

B^o,        BAZB        e        ABZB, 

B  e  in  A  una  sotto-ahcbra  invariante. 

O 

G.  Scorza.  —  Teoria  f^tntraU  dellt  ah/Ore.  76 


202       PARTE  II.  —  LA  TEORIA  GENERALE  DELLE  ALGEBRE. 

90.  Una  sotto-algebra  invariante  di  A  si  dice  massima,  se  è  pro- 
pria e  non  esiste  in  J  alcuna  sotto-algebra  invariante  propria  che  la 
contenga  e  non  coincida  con  essa. 

Un'algebra  semplice  è  un'algebra  priva  di  sotto-algebre  invarianti 
proprie. 

Un'algebra  di  ordine  i  è  priva  di  sotto-algebre  proprie  e  quindi 
è  necessariamente  semplice. 

91.  Se  5,  e  B^  sono  sotto-algebre  di  A,  l'intersezione  di  B^  e  B^, 
se  7^  o,  è  evidentemente  una  sotto-algebra  di  B^,  B^  ed  A  ;  non  è 
detto  invece  che  anche  la  somma  di  5,  e  5^  sia  una  sotto-algebra  di 
Aj  perchè  non  è  detto  che  il  sistema  B^  -j-  B^  debba  risultare  necessa- 
riamente un'algebra. 

Per  altro: 

Se  5,  e  B^  sono  sotto-algebre  semi-invarianti  sinistre  (destre)  di  A, 
anche  B^  -\-  B,  h  una  sotto-algebra  semi-invariante  sinistra  (destra)  di  A. 

Suppongasi,  per  fissar  le  idee,  che  si  tratti  di  sotto-algebre  semi- 
invarianti  sinistre. 

Allora  da 

^.^o,        5,^0,        B^A^B^,        B^A^B^ 
segue 

5,  +  5,  ^  o,        (5,  +  B^)A  =  B^A-{-B^A^B^  +  B^, 

e  quindi  ecc. 

In  particolare  si  ha  che  : 

Se  B^  e  B^  sono  sotto-algebre  invarianti  di  A,  anche  B^  -\-  B^  è 
una  sotto-algebra  invariante  di  A. 

Intanto  B^  -f~  ^1  contiene  B^  e  B^,  dunque: 

Se  jB,  e  B^  sono  sotto-algebre  invarianti  in  A  e  B^  e  massima,  0   e 
B,-\-  B^  =  B^y  cioè  B^^B^,  0  è  B^-\-  B^  =  A; 
e  inoltre: 

Se  B^  e  B^  sono  sotto-algebre  invarianti  massime  distinte  di  A,  e  ne- 
ussariamente  B^  -\-  B^=^  A. 

92.  Se  5_  e  B^  sono  sotto-algebre  invarianti  di  A,  l'intersezione  C 
di  B^  e  B^,  se  non  e  zero,  e  una  sotto-algebra  invariante  di  A  {e  quindi 
anche  di  B^  e  BJ. 
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Infatti  da 

segue 

CAZ,C; 
e  da 

AC^AB^^B^,        ACZ^AB^^B^ 
segue 

AC  Z,C. 
Aggiungasi  che: 

Nelle  ipotesi  precedenti  ciascuno  dei  sistemi  B^  B^ ,  B^B^,  se  non  è 
Xtro,  ì  una  sotto-algebra  di  C  invariante  in  A. 

Infatti  per  l'invarianza  di  5,  e  ^^  in  y^  e  chiaro,  intanto,  che  J5,  B^ 
e  B^  /?,  sono  contenuti  in  B^  e  B^  e  quindi  in  C.  Poi  è,  per  es., 

B^B^A  =  B^.B^A^B,B,, 

AB^B^  =  AB^.B^^B^B^, 

e  quindi  B^  B^ ,  se  non  è  zero,  è  una  sotto-algebra  invariante  in  A. 

In  particolare: 

Se  B^  e  B^  sono  sotto-algebre  invarianti   di    A   ed    è   B^  n  B^  =:  o, 

è  pure 

B^B^  =  B^B^  =  0. 

93.  Un  teorema  di  dimostrazione  immediata,  ma  assai  utile,  è  il 
seguente  : 

Se  S  è  un  sistema  dell'algebra  A,  il  prodotto    SA   (il  prodotto  ASJ 

0  è  lero,  0  ì  una  sotto-algebra  semi-invariante  sinistra  (destra)  di  A. 

Infatti  è 

SA.A  =  S.A'  ^SA, 

A.AS=  A\SZ,AS. 

Ne  discende  che: 

Se  S  è  un  sistema  dell'algebra  A,  il  prodotto  ASAoh  z^ero,  o  h 
una  sotto-algebra  invariante  di  A;  per  modo  che,  se  A  è  semplice,  è 

ASA  =  o,         oppure        A S A  ^=  A. 

Avvertasi  (cfr.  n°  88)  che,  se  A  e  dotata  di  qualche  modulo  destro 
(sinistro),  il  prodotto  SA  (il  prodotto  A S)  contiene  S;  quindi,  se  S^Oy 
anche  il  prodotto  SA  (il  prodotto  AS)  è  diverso  da  zero. 
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In  p.irticolare  : 

S('  A  ì:  dotata  di  modulo  ed  S  ^  o^  ASA  h  una  sotto-algebra  in- 
variante di  A. 

94.  Gli  clementi  di  A,  per  ciascun  dei  quali  un  suo  elemento  asse- 
gnato a  è  modulo  sinistro  (destro),  costituiscono  un  sistema  che,  se  non  è 
:^ero,  è  una  sotto-algebra  semi-invariante  sinistra  (destra)  di  A. 

Si:i  S  l'insieme  degli  elementi  in  discorso. 

Se  a  è  modulo  sinistro  per  alcuni  clementi  di  A  è  tale  anche  per 
ogni  loro  combinazione  lineare,  dunque  è  chiaro  intanto  che  S  è  un 
sistema. 

D'altronde,  se  x  è  in  5  e  ^  in  A,  da 

discende 

a.xy  =  xyy 

ossia  che  anche  X)'  è  in  S,  dunque  è 

SA  Z,S, 

e  quindi  o  e  5  =  o,  o  5  e  una  sotto-algebra  semi-invariante  sinistra 
di  A. 

L'intersezione  dei  sistemi  formati  dagli  elementi  per  ciascun  dei 
quali  a  è,  rispettivamente,  modulo  sinistro  o  destro,  è  l'insieme  degli 
elementi  per  ciascun  dei  quali  a  è  modulo;  dunque: 

Gli  elementi  di  A,  per  ciascun  dei  quali  un  suo  elemento  assegnato 
e  modulo,  costituiscono  un  sistema  che  0  e  xero,  0  è  una  sotto-algebra 
di  A. 

Avvertasi  esplicitamente  che  non  è  detto  che  questa  sotto-algebra 
debba  risultare  invariante  in  A. 

95.  Procedendo  come  or  ora  si  dimostra  subito  che: 

Gli  elementi  di  A  aventi  un  nullifico  sinistro  (destro)  in  un  suo  ele- 
mento assegnato  costituiscono  un  sistema  che,  se  non  e  T^ro,  e  una  sotto- 
algebra semi-invariante  sinistra  (destra)  di  A; 

e  che: 

/  nullifici  di  un  elemento  assegnato  di  A  formano  un  sistema  che, 
se  non  e  T^ro,  ì  una  sotto-algebra  di  A. 
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§    5. 

Indice  di  un'algebra. 

96.  Sia  A  un'algebra  qualsivoglia. 
Sarà 

e  quindi  anche,  qualunque  sia  l'intero  positivo  5, 

A\A  Z^A.A , 
ossia 

A^'  Z,A'^'\ 
per  conseguenza  è 

A-^A'^A'^--.- 

Siccome  gli  ordini  di  ^4%  A' ^  ...  non  possono  scendere  al  disotto 
di  zero,  debbono  esistere  due  interi  positivi  consecutivi  /    e    /  -{-  i    tali 
che  sia 
(i)  A  =  A^\ 


Intanto  dalla  (i)  segue  successivamente 

A.A  =  A'-^' .  A,        cioè        A'-^'  =  A^\ 

A^\A  =  A^' .  A,        cioè        A^'  =  A^\ 

> 

ossia 

A  =  A^'  =  A^'  =  "•; 
dunque: 

Quaìsiasi  l'algebra  A,  è  determinabile  per  essa  (in  modo    unico)  un 

intero  positivo  r,  sì  che  si  abbia 

A  =  A-^'  =  A^'  =  ■■' 
e,  se  r  >  i, 

^  >  ^*  >  •  •  •  >  A-'  >  A. 

Codesto  intero  r  e  quel  che  si  dice  l'indice  di  A. 

Notisi  che  il  codominio  dell'operazione  P,  di  cui  si  parla  nel  n°  ^6, 
coincide  con  l'algebra  ivi  considerata  quando,  e  solo  quando,  l'indice  di 
questa  è  eguale  ad  i. 
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97.  Ciascuno  dei  sistemi  A^ ,  A\  ...  che  non  sia  zero  è  eviden- 
temenic  una  sotto-algebra  invariante  in  A. 

Se  l'indice  r  dì  A  ò  eguale  ad  i,  nessuno  dei  sistemi  A\  A\  ... 
può  esser  zero,  perchè  in  tal  caso  essi  coincidono  tutti  con  A.  Se  in- 
vece è  r  >  I,  può  ben  darsi  che  qualcuno  di  quei  sistemi  sia  zero  ;  ma, 
se  ciò  a\'viene,  i  sistemi  eguali  a  zero  sono  tutti,  e  solo,  i  sistemi  A', 
A'*' ,  ....  In  tale  ipotesi  l'algebra  A  si  dice  pseudonulla. 

Per  quanto  or  ora  è  stato  detto  l'indice  di  un'algebra  pscudonulla 
è  ^  2.  Se  è  eguale  a  2,  cioè  se  sono  nulli  tutti  i  prodotti  di  clementi 
dell'algebra,  questa  si  dice  anche  una  zero-algebra. 

Av\'ertasi  che  : 

5('  un'algebra  e  pseudonulla,  tale  h  pure  ogni  sua  sotto-algebra,  l'in- 
dice di  questa  essendo  non  superiore  all'indice  di  quella  ; 
e  che  : 

Zero-algebre  di  uno  stesso  ordine  n  e  in  uno  stesso  corpo  sono  non 
solo  equivalenti,  ma  anche  reciproche,  esistendo  sempre  una  ed  una  sola 
corrispondenza  di  isomorfismo  (di  reciprocità)  che  faccia  corrispondere,  in 
un  ordine  assegnato,  ad  n  elementi  indipendenti  di  una  di  esse,  n  ele- 
menti indipendenti  comunque  scelti  in  un'altra  (distinta,  0  non,  dalla 
prima). 

98.  Sia  A  un'algebra  di  indice  r  e  si  indichi  con  «  l'ordine  di 
A'  (;  =  i,  2,  ...). 

Allora  è  facile  vedere  che  : 

È  in  ogni  caso  t  ^n^  —  ^'r  "f-  i- 

Infatti,  ciò  è  evidente  se  r  ^  i  ;  se  invece  è  r  ^  i,  essendo 

^>  ^'>  •••  >  A'-'  >  A\ 
si  ha 

«.  ^  «.  +  i»         «.  ^  «j  +  I,  •  •  •  ,  «.-.  ;^  «,  +  I» 
quindi  è,  sommando  membro  a  membro  e  riducendo, 

«,  ^  «,  +  r  -  I, 
cioè  appunto 

r  Z.n^—  n^-\-  i. 

In  particolare  discende  di  qua  che  : 

L'indice  di  un'algebra  non  supera  l'ordine  dell'algebra  stessa  aumen- 
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tato  di  I  ;  il  caso  dell' egua^lianj^a  potendo  eventualmente  presentarsi   solo 
quando  l'algebra  sia  pseudonulla. 

Le  algebre  pseudonulle  per  le  quali  si  verifica  il  caso  dell'egua- 
glianza saranno  caratterizzate  più  innanzi  (v.  Gap.  VI,  'j  2). 

99.  Un  sistema  di  una  zero-algebra,  se  non  è  zero,  è  una  sua 
(zero)-sotto-algebra  invariante,  dunque  : 

Una  :^L'ro-algehra  e  semplice  quando,  e  solo  quando,  sia  di  ordine  i. 

D'altronde  un'algebra  A,  che  non  sia  una  zero-algebra  e  sia  di  in- 
dice ^  1,  non  è  certo  semplice,  perchè  in  tali  ipotesi  è  A^  ^  o, 
A  "^  A'  e  A'  e  una  sotto-algebra  invariante  in  A,  dunque  : 

Un  algebra  semplice  è  di  indice  i  o  2,  e  in  tale  ultimo  caso  e  ne- 
ces^ariamente  una  :(cro-algebra  di  ordine  i. 

Avvertasi  che  : 

Un  algebra  e  certo  di  indice  i,  se  e  dotata  di  qualche  modulo  sini- 
stro (destro)  0  di  modulo,  senz'altro. 

100.  Un'algebra  si  dice  semi-semplice,  se  è  priva  di  sotto-algebre 
invarianti  proprie  pseudonulle. 

Un'algebra  semplice  e  certo  semi-semplice. 

Un  algebra  semi-semplice,  che  non  sia  una  xs^-o-algebra  di  ordine  i, 
non  h  certo  pseudonulla. 

Infatti,  se  A  e  un'algebra  pseudonulla  di  indice  >  2,  è  A^  A^^o, 
con  A^  pseudonulla  e  invariante  in  A;  dunque  una  tale  algebra  non  è 
certo  semi-semplice. 

Se  poi  A  è  una  zero-algebra,  A  non  può  esser  semi-semplice,  per 
quanto  è  detto  più  sopra,  se  non  a  patto  che  sia  di  ordine  i  (nel  qual 
caso  e  addirittura  semplice). 

loi.  Se  l'algebra  A  ammette  dei  nullifici,  questi,  insieme  con  lo  x^ro, 
costituiscono  una  :(ero-algebra  invariante  iti  A. 

Infatti,  se  5  è  l'insieme  dello  zero  e  dei  nullifici  di  A,  è  chiaro  in- 
tanto che  5  è  un  sistema  (diverso  da  zero,  una  volta  che  A  si  suppone 
dotata  di  nulHfici).  Poi  si  ha,  evidentemente, 

B-  =  o,        BA  =  o  <CB,        AB  =  o  <^  B, 

dunque  ecc. 

Di  qua  e  dal  n°  precedente  segue  che  : 
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Un'algebra  scmi-sempliu,  che  non  sia  una  :^cro-algcbra  di   ordine    i, 
l  priva  di  nnlìifici. 
Invece  : 

Un'algebra  pseiidonulla  b  in  ogni  caso  dotata  di  nullijìci. 
Intatti,  se  A  è  pseudonulhi  con  l'indice  r,  i  A'   '^o;  poi,  essendo 

A'-\A  =  A.A'-'  =  A'  =  o, 

ciascun  elemento  non  nullo  di  A"'  e  un  nullifico  di  A. 

§4- 

Caratteristiche,  nullità,  interi  caratteristici  e  indici 

degli  elementi  di  un'algebra. 

102.  Se  X  ed  S  sono  un  elemento  ed  un  sistema  di  un'algebra^  e  in 
S  non  esiste  alcun  elemento  non  nullo  che  abbia  in  x  un  nullifico  sinistro 
(destro),  l'ordine  di  xS  (di  Sx)  eguaglia  quello  di  S. 

Ciò  è  evidente,  se  S  =  o  ;  se  no,  si  indichi  con  m  l'ordine  di  5  e 
si  supponga,  per  fissar  le  idee,  di  considerare  il  sistema  xS.  Detti 
)'i  j  •  •  •  5  }'m  "'  elementi  indipendenti  di  5,  da 

•5  =  0.  >  •  •  •  j  yJ 

si  trae 

xS=i{xy^,  ...  ,  xy„). 

Ora  xy^^  ... ,  .x_y^_  sono  certo  indipendenti,  perchè  altrimenti  sarebbe 
nulla  una  loro  combinazione  lineare  secondo  numeri  non  tutti  nulli, 
cioè  sarebbe  zero  il  prodotto  di  x  per  una  combinazione  lineare  secondo 
numeri  non  tutti  nulli  di  ;)'_,  .  .  .  ,  y^,  ed  esisterebbe  in  5  un  elemento 
non  nullo  avente  in  x  un  nullifico  sinistro  ;  dunque  x  5  è  appunto  del- 
l'ordine m. 

103.  Se  X  ed  S  sono  un  elemento  ed  un  sistema  di  un'algebra,  gli 
elementi  di  S,  ciascun  dei  quali  abbia  in  x  un  nullifico  sinistro  (destro)^ 
costituiscono  un  sistema;  e  la  differen:^a  fra  l'ordine  di  S  e  quello  di  tale 
sistema  è  l'ordine  di  xS  (di  SxJ. 

È  ben  chiaro  intanto  che  gli  elementi  di  5  aventi  ciascuno  in  x 
un  nuUifico,  ad  es.,  sinistro  costituiscono  un  sistema,   T,  perchè,  se  de- 
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gli  elementi  _y,  ;(,...,  v  ciascuno  ha  in  .v  un  nullifico  sinistro,  lo  stesso 
accade  per  ogni  loro  combinazione  lineare. 

Ciò  posto,  si  indichi  con  U  un  sistema  complementare  a  T  in  S  ; 
U  e  T  non  avranno  elementi  non  nulli  comuni  e  quindi  nessun  ele- 
mento non  nullo  di   U  potrA  avere  in  x  un  nullifico  sinistro. 

Ma  da 

S=T-{-U,        xT=o 

si  deduce 

xS  =  xT-\-  xU  =  xU; 

quindi  l'ordine  di  x  S  eguaglia  l'ordine  di  x  U  e  dì  U.  Ora  l'ordine  di 
U  e  la  differenza  degli  ordini  di  S  e  T,  dunque  ecc. 

104.  Sia  A  un'algebra  di  ordine  n  ed  x  un  suo  elemento  ;  siano 
poi  N^  ed  N^  ì  sistemi  di  A  costituiti  dagli  elementi  ciascun  dei  quali 
ha  in  .V  un  nullifico  sinistro  o  destro,  rispettivamente. 

Gli  ordini  di  xA  ed  N, ,  la  cui  somma  (n°  103)  eguaglia  «,  si 
diranno  caratteristica  e  nullità,  sinistre,  di  .v  in  A,  o  semplice- 
mente di  .V,  se  non  vi  è  luogo  ad  equivoci;  gli  ordini  di  Ax  ed  N^, 
la  cui  somma  pure  eguaglia  n,  si  diranno  invece  caratteristica  e 
nullità,  destre,  di  x  (in  A). 

Se  X  =  o,  le  caratteristiche  sono  entrambe  nulle,  e  le  nullità  sono 
entrambe  eguali  ad  n. 

Evidentemente  : 

Un  elemento  non  nullo  di  A  e  un  divisore  sinistro  (destro)  dello 
:(ero  quando,  e  solo  quando,  la  sua  caratteristica  sinistra  (destra)  e  infe- 
riore ad  n,  0,  ciò  che  fa  lo  stesso,  la  sua  nullità  sinistra  (destra)  e  po- 
sitiva ; 

e  : 

/  nullifici  sinistri  (destri)  di  A  sono  gli  elementi  non  nulli  a  carat- 
teristica sinistra  (destra)  eguale  a  :^ero,  ossia  a  nullità  sinistra  (destra) 
eguale  ad  n. 

Segue  che  : 

In  un'algebra  primitiva  le  caratteristiche  di  un  elemento  non  nullo 
sono  entrambe  eguali  all'ordine  dell'algebra. 

Se  la  caratteristica  sinistri  (destra)  di  .ve  n,  e  x  A -— A  (^A  x^=  A')\ 
quindi,  se  )'  e  un  elemento  qualunque  di  Ay  esiste  in  A  un  elemento  - 

G.   Scoria.  —  Ttoria  ^tntralt  dcìlt  al'^ebre.  fj 


21 0  PARTE    II.  —  LA    TEORIA    GENERALE    DELLE    ALGEBRE. 

per  il  quale  è  .v- ^  y  (^x  =  j)  ;  né  può  esistere  in  A  un  elemento 
-'  :^  ;^  per  il  quale  sia  ancora  x;^'  =:  y  {::^'  x  =  >"),  perchè  altrimenti 
sarebbe  a  m^  =  ^\  i\^  =  l'  ■'^^  *^*^c  .v(:^  —  -')  =  o  [(:(  —  ;^)x  =  o], 
con  ;;^  —  :;^'  :^  o  ;  e  la  nullità  sinistra  (destra)  di  x'  sarebbe  non  zero, 
ma  un  intero  positivo. 

Si  ha  pertanto  che  : 

Se  X  è  un  elemento  di  A,  perchè  esistei  in  A  uno,  ed  un  solo,  cle- 
mente ;(  tale  che  risulti 

Xx  =  y         (oppure     ix  =  y\ 

essendo  y  un  elemento  di  A  comunque  assegnato^  occorre  e  basta  che  la 
caratteristica  sinistra  {destra)  di  x  sia  n. 

In  particolare  : 

Se  X  è  un  elemento  di  A  con  la  caratteristica  sinistra  (destra)  eguale 

ad  n,  da 

xi=^x:i'         Ux  =  i'x), 

con  :i  e  i'  elementi  di  A,  segue 

l  =  l'- 

Se  X  ^  o  non  è  un  divisore  sinistro  (destro)  dello  zero,  l'elemento 
:;^  dì  A  (esistente  ed  unico)  per  il  quale  è 

XI  =  y         (oppure     ^x  ^=  y) 

si  suol  dire  il  quoziente  della  divisione  sinistra  (destra)  di  y  per  x. 

Un  ragionamento  analogo  a  quello  fatto  più  sopra  per  dedurre  il 
penultimo  enunciato  dà  subito  il  teorema  più  generale  : 

Se  X  è  un  elemento  dell'algebra  A  ed  N^  (ed  NJ  e  il  sistema  degli 
elementi  di  A  ciascun  dei  quali  ha  in  x  un  nullifico  sinistro  (destro), 
perchè  dato  un  elemento  y  di  A  ne  esista  un  altro  ;(^  si  che  si  abbia 

occorre  e  basta  che  y  sia  contenuto  in  xA  (in  Ax)  ;  e  se  questa  condi- 
:^one  è  soddisfatta,  detto  ;('  un  elemento  per  il  quale  sia 

xx:=y         {:(x  =  y), 
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gli  elementi  :(  per  ciascun  dei  quali  sussiste  reguaglian:i^a  voluta  sono  tutti, 
e  solo,  quelli  della  forma  :^'  -f-  /,  con  t  in  N^  (in  N^). 

105.  Ogni  eventuale  modulo  sinistro  (destro)  dell'algebra  A  ha  la 
caratteristica  sinistra  (destra)  eguale  ad  ;;,  e  quindi  non  è  certo  un  di- 
visore sinistro  (destro)  dello  zero. 

In  particolare,  se  A  è  dotata  di  modulo,  questo  ha  entrambe  le  ca- 
ratteristiche eguali  ad  «  e  quindi  non  è  certo  un  divisore  dello  zero,  né 
sinistro,  nò  destro. 

Perchh  l'algebra  A  ammetta  qualche  modulo  sinistro  (destro)  occorre 
e  basta  che  esista  in  A  un  elemento  con  la  caratteristica  sinistra  (destra) 
eguale  ad  n. 

Che  la  condizione  sia  necessaria  è  evidente  per  quel  che  or  ora  ò 
stato  detto  ;  basta  dunque  far  vedere  che  essa  è  sufficiente. 

Suppongasi  pertanto  che  a  sia  un  elemento  di  A  con  la  caratteri- 
stica sinistra,  ad  es.,  eguale  ad  n.  Esisterà  (n°  104)  uno  (ed  un  solo) 
elemento  «  di  A  per  il  quale  sarà 

au  ■=  a. 

Di  qua,  detto  x  un  elemento  qualunque  di  A,  risulta 

a.ux  =  a  .X 
e  quindi  (n°  104) 

/^  X  =  X  ; 

il  che  significa  appunto  che  u  è,  per  A^  un  modulo  sinistro. 

In  particolare  : 

Perche  un'algebra  sia  dotata  di  modulo  occorre  e  basta  che  esista  in 
essa  un  elemento  con  entrambe  le  caratteristiche  eguali  all'ordine  dell'al- 
gebra. 

Da  tutto  ciò  discende  in  primo  luogo  che  : 

Un'algebra  primitiva  h  necessariamente  dotala  di  modulo  ; 
e  in  secondo  luogo  che  : 

Ogni  elemento  non  nullo  di  un  algebra  priva  di  moduli  sinistri  (de- 
stri) è  per  essa  un  divisore  sinistro  (destro)  dello  lero. 

Quindi  : 

Ciascun  elemento  non  nullo  di  un'algebra  priva  di  7nodulo  è  per 
essa  un  divisore,  sinistro  0  destro,  dello  T^ero. 
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io6.  Se  l'algebra  J  ammette  una  sotto-algebra  propria  semi-inva- 
riante sinistra  (destra)  J5,  ed  e  /'  un  qualunque  elemento  di  B,  ha  da 
essere 

hA^B<iA        (oppure     AbZ,B<iA\ 

quindi  h  o  e  nullo,  o  è  un  divisore  sinistro  (destro)  dello  zero.    Si    ha 
pertanto  che  : 

CiascHìi  demento  non  nullo  di  una  sotto-algebra  semi-invariante  si- 
nistra (destra)  propria  di  un'algebra  t-,  per  questa,  un  divisore  sinistro 
(destro)  dello  xj^ro. 

Per  conseguenza  : 

Ciascun  elemento  non  nullo  di  una  sotto-algebra    invariante   propria 
di  un'algebra  e,  per  questa,  un  divisore,  sinistro  e  destro,  dello  T^ro  ; 
e  : 

Un'algebra  dotata  di  sotto-algebre  semi-invarianti  —  in  particolare, 
invarianti  —  proprie  non  h  certo  primitiva. 

Ne  discende  che  : 

Un'algebra  primitiva  ì  necessariamente  semplice. 

107.  L'algebra  A  sia  dotata  di  modulo  e  questo  sia  u  ;  poi  sia  x 
un  elemento  di  A  con  la  caratteristica  sinistra  eguale  all'ordine  n  di  A. 

Esiste  (q°  104)  un  elemento  ;(  ed  uno  solo  per  il  quale  è 

x;(  =  M. 
Ma  di  qua  si  trae 

x.x^x  =.  XT^.x  =  nx  =  x.M, 

e  pei  conseguenza  (n°  104)  è  pure 

;(x  =  u. 

Si  deduce  da  ciò  che,  se  )>  è  un  qualunque  elemento  di  Aj  è 

y  =yu  =  y.ix  =  yi.x; 
dunque 

A  =  Ax 

e  la  caratteristica  destra  di  x  è  anch'essa  eguale  ad  n. 
Si  ha  cosi  il  notevole  teorema  : 
In  un'algebra  dotata  di  modulo  le  caratteristiche,  sinistra  e  destra,  di 
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un  elemento  sono  entrambe  eguali  o  entrambe  inferiori  all'ordine  dell'alge- 
bra, ossia  le  nullità,  sinistra  e  destra,  sono  entrambe  nulle  o  entrambe 
positive. 

Cosicché  : 

In  una  tale  algebra  ciascun  eventuale  divisore  dello  :^ero  è,  nel  tempo 
stesso,  divisore  sinistro  e  destro  dello  :^ero. 

io8.  Sia  y  lo  zero,  o  un  divisore  dello  zero  (sinistro  e  destro) 
dell'algebra  a4,  considerata  nel  n°  precedente. 

Allora  h  impossibile  che  esista  un  elemento  z!  p^r  il  quale  si  abbia 

y:^'  z=  u        (oppure     ^' y  =  u). 

E  invero,  per  l'ipotesi  fatta  su  j,  esiste  un  elemento  /  y^  o  per    il 

quale  è 

ty  =  o         (oppure     _y/  =  o), 

e  quindi,  se  fosse 

;y~'  =  «  (oppure      ^')'  =  m), 

sarebbe 
t=.tu  =  t,yi  =ty  .:;^' =10         (oppure     t  =  ut  =  :{'y.t  =  :^.yt  =  o)j 

mentre  è  t  ^  o. 

log.  In  un'algebra  dotata  di  modulo  un  elemento  si  dice  inverso 
di  un  altro,  se  il  prodotto  di  questo  per  quello  è  uguale  al  modulo. 

Allora  discende  dai  ragionamenti  fatti  che  : 

In  un'algebra  dotata  di  modulo  un  elemento  ammette  inverso  quando, 
e  solo  quando,  non  è  ne  lo  xero,  ne  un  divisore  dello  :(ero  ;  nel  qual  caso 
l'inverso  e  unico.  E  se  degli  elementi  x  e  :(,  ;(  è  l'inverso  di  x,  x  è  a 
sua  volta  l'inverso  di  :(. 

Per  esprimere  che  ;;;  è  l'inverso  di  x  si  scrive  : 

l  =  x-'. 

In  conformità  di  ciò  per  ciascun  elemento  x  dotato  di  inverso  di 
un'algebra,  col  modulo  «,  si  definiscono  anche  le  potenze  -v"',  con 
esponente  intero  m  nullo  o  negativo,  ponendo,  per  definizione: 

x"  =  »,         se         m  =  o;         a"'  =  (x"')""*,         se         m  «<  o. 
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Per  un  t.ilc  elemento  x  si  ha  dunque 
x'  .x''  =  x'^'\ 
ixj'  =  x"', 

qualunque  siano  gli  interi  relativi  s  ed  s'. 

Avvertasi  che  : 

Se  X,  y  sono  elementi  di  un  algebra  (con  modulo)  dotati  ciascuno  di 
inverso,  anche  xy  ì:  dotato  di  inverso  ed  h 

e  che  : 

In  un'algebra  primitiva  ciascun  elemento  non  nullo  h  dotato  di  in- 
verso. 

Ilo.  Se  5  è  una  sotto- algebra  dì  A  e  b  e  un  qualunque  elemento 

di  B,  è 

bBZ^bA,         BbZ^Ab; 

inoltre,  se  b'  è  un  elemento  di  B  avente  in  b  un  nullifico  sinistro  (de- 
stro), b'  è  pure  un  elemento  di  A  avente  in  b  un  nullifico  sinistro 
(destro)  ;  dunque  : 

Se  B  è  una  sotto-algebra  di  A,  una  qualunque  delle  due  caratteri- 
stiche (nullità)  in  B  di  un  qualsivoglia  elemento  di  B  non  supera  la  ca- 
ratteristica (nullità)  omonima  dell'elemento  stesso  in  A. 

In  questo  teorema  è  implicitamente  contenuta  l'osservazione,  già  ri- 
levata (n°  87),  che  ogni  elemento  di  5,  il  quale  sia  per  B  un  divisore 
dello  zero,  è  tale  anche  per  A.  Ma  ora  quell'osservazione  può  essere 
precisata. 

Intanto  è  chiaro  (n°  105  verso  la  fine)  che: 

Se  B  h  priva  di  modulo,  ogni  suo  elemento  non  nullo  e,  tanto  per  J5, 
quanto  per  A,  un  divisore,  sinistro  0  destro,  dello  ^ero. 

Inoltre  si  ha  subito  che  : 

Se  B  ed  A  sono  entrambe  dotate  di  modulo  e  il  modulo  di  B  h  nel 
tempo  stesso  il  modulo  di  A,  ciascun  elemento  non  nullo  di  B  h,  0  non 
è,  per  A  un  divisore  dello  xpro,  secondo  cbe  e,  0  non  e,  tale  per  B. 

Infatti  nel  caso  attuale  un  elemento  dì  B  è,  o  no,  dotato  di  in- 
verso in  B,  secondo  che  esso  è,  o  no,  dotato  di  inverso  in  A  ;  questo 
inverso  coincidendo,  nel  caso  che  esista,  con  quello. 
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Infine: 

Se  B  e  dotata  di  modulo,  ma  A  ne  h  priva,  oppure  B  ed  A  sono 
entrambe  dotate  di  modulo,  ma  i  due  moduli  non  coincidono,  ciascun  ele- 
mento non  nullo  di  E  è  per  A  un  divisore  dello  :^ero,  sia  o  no  tale 
per  B. 

Ciò  è  evidente,  per  un'osservazione  gii  richiamata,  se  A  è  priva  di 

modulo.  Che  se  poi  A  è  dotata  di  modulo  e  i  moduli  di  5  ed  ^  sono 

u^  ed  u,  con  u^  y6  m,  detto  b  un  elemento  non  nullo   di    B  si  ha,    nel 

tempo  stesso, 

ub  =  b,         u^b  =  b 
e  quindi 

(«  —  n^)b  =  o, 

con  u  —  u^  ^  o,  b  yé:  o  ;  cioè  b  è,  per  A,  un  divisore  dello  zero. 

Da  tutto  ciò  discende  che  : 

Gli  elementi  non  nulli  di  una  sotto-algebra  di  un'algebra  sono  tutti 
per  giusta  dei  divisori  dello  lero,  salvo  il  caso  in  cui  la  sotto-algebra  e 
l'algebra  siano  entrambe  dotate  di  modulo  e  i  due  moduli  coincidano. 

E  discende  pure  che  : 

Una  sotto-algebra  di  un'algebra  primitiva  è  anch'essa  primitiva  e  il 
suo  modulo  coincide  con  quello  dell'algebra. 

III.  Per  brevità  di  discorso  conveniamo  di  denotare  con  cj,  e"  le 
caratteristiche,  sinistra  e  destra,  e  con  n'^ ,  n'^  le  nullità,  sinistra  e  de- 
stra, di  un  elemento  dell'algebra  A  che  sia  stato  denotato  con  x. 

Allora  per  le  caratteristiche  e  le  nullità  di  un  prodotto  scalare,  di 
una  somma  o  di  un  prodotto  vale  la  seguente  proposizione  : 

Se  X,  y  sono  elementi  dell'algebra  A  di  ordine  n  ed  x  e  un  numero 
del  corpo  in  cui  l'algebra  e  definita,  si  ha  : 

^    ^ic[,     se     x^o  ^    ^i^n[,     se     x^o 

^'^  ^^^~{o,      je     a  =  o'  "*^~/o,       se     x  =  o' 

(2)  c,^<  +  ^;,     «L,^  «:  +  «;-«; 

(3)  C^<,     C^S'     <,^<-hs-«' 

(4)  <y^<.    <,^K>    «:>^<  +  «;; 

e  analogamente  per  le  caratteristiche  e  nullità  destre. 


21 6  PARTE    II.  —  LA   TEORIA   GENERALE   DELLE    ALGEBRE. 

Infatti,  se  «9^0,  è  <x.x.A  =  xA,  mentre  se  ct.  =  o,  bot.x.A  =  o;e 
ciò  significa  che  sussistono  le  (i). 
Poi  è  (n°  82) 

{.-<-\-y)A^xA-\-yA, 
quindi 

Ma 

(5)  <.v  =  n  —  n[^^ ,         c[  =  n  —  n[ ,         c^  =  «  -  «^ , 
dunque,  sostituendo  e  riducendo, 

e  le  (2)  sono  anch'esse  dimostrate. 

Da 

xy.A  =  x.yA^xA 
segue 

(6)  c[^^c[. 

D'altronde,  se  v  e  l'ordine  del  sistema  costituito    dagli    elementi  di 
yA  ciascun  dei  quali  ha  un  nullifico  sinistro  in  x,  è  (n°  103) 


(7) 

<,  =  4-^ 

dunque  è  pure 

(S) 

^:,^^;- 

Dalle  (6)  e  (8),  in  virtù  di 
(9)  «'    =  «  —  e 

V^  J  xy  xy 

e  delle  ultime  due  delle  (5),  discende 

n'    ^  n' ,         n     \»,  ti  . 

x\  ::ri       i:  '  xy   :zzz      y 

Infine  la  (9),  per  la  (7)  e  l'ultima  delle  (5),  dà 

xy  y      I  » 

ma  per  il  significato  stesso  di  «^  e  v  è 

dunque 

n     ^  n'  -4-  n  , 
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c;^  <  +  <-«• 

Cosi  anche  le  (>)  e  (j)  sono  (Jiinostraie. 

Dalle  (3)  e  dalle  relazioni  analoghe  per  le  caratteristiche  destre  di- 
scende che  : 

Se  ìli  caratteristica  sinistra  (destra)  di  tino  degli  elementi  x,  y  è 
eguale  ad  n,  la  caratteristica  sinistra  (destra)  di  xy  e  eguale  a  quella  del- 
l'altro. 

112.  Accanto  alla  proposizione  dimostrata  giova  tener  presente  que- 
st'altra : 

Se  X,  y,  X  sono  elementi  qualunque  di  A,  e 

(16)  e   —  e    ^c'    —e'    ,         e"  —  e"  ^  e"  —  e"   , 

e  quindi  anche 

fu)         n     —  «'  \^  «'     -  n'   ,         n"   —  n"  ^  n'    —  n'  . 

L'ordine  del  sistema  S  costituito  dagli  elementi  di  _yy^  ciascun  dei 
quali  ha  un  nullifico  sinistro  in  x  è  dato,  per  la  (7),  da 

e'  —e'  . 
y         *) 

Allo  stesso  modo,  l'ordine  del  sistema  T  costituito  dagli  elementi 
di  y  :;^A  ciascun  dei  quali  ha  in  x  un  nullifico  sinistro  è  dato  da 

e'    —e'     . 
Ma,  essendo 

y-^A  =  y.iAZ,yA, 
è  T  ^  S,  dunque  è  veramente 

e'  —  e'    ^  e'    —e'    . 

y  xy   r:±      v;  xv; 

La  seconda  delle  (io)  si  dimostra  con  ragionamento  analogo  con- 
siderando i  sistemi  Ay  e  A^y. 

Occorre  appena  avvertire  che  le  differenze,  le  quali  compariscono 
nelle  (io)  e  (n),  sono  tutte  non  negative. 

113.  Si  considerino  le  successive  potenze 

A-,     A-%     x',  ... 

G.   Scoria.  —  Ttoria  ^intraU  dtlU  algebre.  li 
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dell'elemento  x  di  A  e,  per  semplicità  di  scrittura,  si  indichino    con  e'., 
ti'  la  caratteristica  e  la  nullità,  sinistre,  di  x' . 

Da 
(12)  A^xA^x'J^x'A^     •., 

o  dalle  (5),  si  trae  che  e 

(13)  «^c;xc:^c;^  ...; 

e  quindi  è  pure 

(14)  oZ,n\Z,n[Z^n\Z,  •••• 

Ma  dalla  prima  delle  (io),  facendovi  _y  =:  x',  ^  ^  ^)  si  deduce 

ed,  essendo  x'  =  x.x,  è,  per  la  terza  delle  (5), 

c\  ^  2c',  —  «, 
cioè 

n  —  e;  X  <  —  < , 

dunque  le  (15)  sono  precisate  dalle  relazioni  ulteriori 

(15)  «  —  <  ^  <  —  <  ^  ^2  —  S  ^  '  •  '  ^  °  ' 
che  equivalgono  alle  altre 

(16)  «;  X  «;  -  «;  X  «;  —  «;  ^  •  •  •  ^  o, 

precisanti  le  (14). 

Nelle  (15),  essendo  le  e'  interi  non  negativi,  non  può  valere  sem- 
pre il  segno  di  diseguaglianza.  D'altronde,  se  è 

(17)  <  =  c., 

è  addirittura,  per  le  (ij), 

e  se  è 

è  pure  (n"  iii,  in  fine) 

c^  r=  e;  =  •  •  •  =  «  ; 
dunque,  se  si  indica  con  k  il  minimo  tra  i  valori  (certo  esistenti)   di    s 
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per  i  quali  si  verifica  la  (17),  per  k  =  1   e 

(is)  «^c;  =  r;  =  .;= ..-, 

e  corrispondentemente 

(19)  o  ^nl  =  n\  =  u\^  •••  ; 
mentre  per  k  ^  \  b 

(20)  n>c\>c\>  ...  >  r;_.  X  =  cL.  =  cU,  =  ..., 
e  corrispondentemente 

(21)  o  <«;<<<...  <  «:_.  <  n[  =  <^.  =:  «L,  =  . . . . 

L'intero  k  si  dirA  indice  sinistro  di  x  in  A,  o  semplicemente  di 
X,  se  non  vi  e  luogo  ad  equivoci  ;  e  i  ^  interi 

(dei  quali  il  primo  è  la  nullità  sinistra  di  x)  si  diranno  gli   interi    ca- 
ratteristici sinistri  di  X  (in  A). 

Se  k  ^=  i,  l'unico  intero  caratteristico  di  x,  w', ,  può  essere  positivo 
o  nullo;  ma,  se  ^  >  i,  gli  interi  caratteristici  sinistri  di  x  sono  tutti 
positivi  e  si  ha 

n\  ^  «;  —  «;  X  . .  .  ^  ni  —  n[_^  >  o. 

Quando  jt  =  i   si  ha,  evidentemente, 

A^xA  =  x'A  =  x'A  =  ..., 

quando  k  '^  i  è 

A^xA^x'A^  ...  -;>  x'  A  =  x'^'  A  =z  .... 

Quello  che  si  è  detto  per  le  caratteristiche  e  nullità  sinistre  di  x, 
x' j  x\  ...  può  essere  evidentemente  ripetuto  per  le  loro  caratteristiche 
e  nullità  destre  ;  si  arriva  così  alla  nozione  di  indice  destro  di  x 
(in  A),  e  interi  caratteristici  destri  dell'elemento  stesso  (in  A). 

Se  l'algebra  A  e  pscudonuUa  e  il  suo  indice  e  r,  da 

A'  =  0 
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discende 

x'-'A  Z,A'-\A  —  A'  =  0, 

Ax'-'  ^A,A'-'  =  A'  =  o; 

quindi  gli  indici,  sinistro  e  destro,  di  x  sono  entrambi  non  superiori 
ad  r  —  I. 

Insomma  : 

Iti  un'algebra  pseudonulìa  gii  indici,  sinistro  e  destro,  di  un  elemento 
qualunque  non  superano  l'indice  dell'algebra  diminuito  di  i. 

Avvertasi  che  : 

Gli  indici,  sinistro  e  destro,  di  un  automodulo  sono  entrambi  eguali 
ad  I. 

§  5- 
Equivalenza  di  elementi  in  un'algebra  con  modulo. 

114.  Se  A  è  un'algebra  con  modulo  ed  è 

(i)  b  :=  x~' ax, 

con  a,  b,  x  elementi  di  ^  e  x  dotato  di  inverso,  b  si  dice  il  trasfor- 
mato di  a  mediante  x. 

Per  es.,  ciascun  elemento  di  ^^  è  trasformato  in  sé  stesso  dal  mo- 
dulo. 

La  (i)  equivale  a  ciascuna  delle  due  uguaglianze 

xb  =:  ax, 
e 

a  =  xbx-'  =z(x-')-'b(x-'), 
dunque  : 

Uelemento  a  è  trasformato  da  x  in  se  stesso  quando,  e  solo   quando 
a  ed  X  sono  permutabili  ; 
e: 

Se  b  è  il  trasformato  di  a  mediante  x,  a  è  a  sua  volta  il  trasfor- 
mato di  b  mediante  x~' . 

Avvertasi  anche  che  : 

5^  b^,  . . .  ,  b^  sono   i    trasformati    di   /z, ,  . . .  ,  a,    mediante   x,    e 
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a^ ,  . . ,  ,  a^  sono  numeri  dd  corpo  in  cui  l  definita  A, 

a^^_  +  •••  +a,/',         t         b^b^  ...  b, 

sono  i  trasformati  mediante  x  di 

«.«,+  •••  +*r^,        «        a, a^  ...  a,; 

e  che  : 

Se  b  h  il  trasformato  di  a  mediante  x,  e  e  h  il  trasformato  di  b  me- 
diante y,  e  h  pure  il  trasformato  di  a  mediante  xy. 
Infatti  da 

segue 

x^b^-\r  •••  +a,^,  =  x-'(^x^a^  -f  ..•  +a,a,)x, 

KK  ■■-  K  =  x-'a^a^  ...  a,x; 
e  da 

b  =  x~'  ax,         e  =z  y~*  by 
discende 

e  =:  y~^  x"'  axy  =  {xy)''  ^(x_y). 

115.  Se  a,  b  sono  elementi  di  un'algebra  con  modulo,  si  dice  che 
b  è  equivalente  o  coniugato  ad  a  quando  b  può  considerarsi  come 
il  trasformato  di  a  mediante  un  conveniente  elemento  di  A  (dotato  di 
inverso). 

Per  quanto  or  ora  è  stato  detto  è  chiaro  che  : 

La  relazione  di  equivalenza  tra  elementi  di  un'algebra  con  modulo 
h  riflessiva,  simmetrica  e  transitiva  ; 

quindi  gli  elementi  di  un'algebra  con  modulo  possono  distribuirsi  in 
classi,  cosi  che  elementi  dell'algebra  risultino  equivalenti,  o  non,  secondo 
che  appartengono,  o  non,  ad  una  stessa  classe. 

Sono  queste  le  classi  degli  clementi  equivalenti  o  coniugati  di 
un'algebra  con  modulo. 

116.  Se  X  è  un  elemento  di  un'algebra  A^  con  modulo,  dotato  di 
inverso,  facendo  corrispondere  a  ciascun  elemento  dell'algebra  il  suo 
trasformato  mediante  .v,  sorge  tra  gli  elementi  dell'algebra  una  trasfor- 
mazione biunivoca  t^  che  risponde  evidentemente  a  una  corrispondenza 
di  autoisomorfismo  dell'algebra. 

Segue  da  ciò  che  : 
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Elementi  equivalenti  hanno  caratteristiche  (nullità)  omonime  eguali, 
indici  omonimi  eguali  e  interi  caratteristici  omonimi  rispettivamente  eguali  ; 
e  più  generalmente  che  : 

Per  una  trasforma:iionc  in  un'algebra  con  modulo  del  tipo  ora  detto 
restano  inalterate  tutte  le  proprietà  invarianti  di  fronte  alla  rela-;^ione  di 
equivalenza  tra  algebre. 

Questa  osservazione  generale  ci  esime  dall'obbligo  di  enunciare 
esplicitamente  a  volta  a  volta  le  sue  varie  conseguenze  particolari. 

Se  anche  _y  è  un  elemento  di  A  dotato  di  inverso,  per  modo  che 
lo  stesso  sta  per  il  prodotto  xy^  e  r^,  t^^  sono  le  trasformazioni  aventi 
per  y  ed  xy  lo  stesso  significato  che  t^  ha  per  jc,  si  ha   evidentemente 

dunque  : 

Al  variare  di  x  tra  gli  elementi  di  A  dotati  di  inverso  la  trasfor- 
mazione -^  descrive  un  gruppo. 

Se  X  si  muta  nel  suo  inverso,  t^  si  muta  nella  sua  inversa  ;  dun- 
que : 

Cotesto  gruppo  e  tale  che  ogni  sua  operazione  ha  in  esso  la  sua  in- 
versa. 

In  particolare  : 

Esso  contiene  l'operazione  identica  ; 
che  si  ottiene  quando  x  coincide  col  modulo  di  A. 

Il  gruppo  in  discorso,  estendendo  alle  algebre  una  denominazione 
già  in  uso  nella  teoria  dei  gruppi  finiti,  può  dirsi  il  gruppo  degli  au- 
toisomorfismi interni  dell'algebra. 

Esso  è  evidentemente  un  sottogruppo  invariante  del  gruppo  degli 
autoisomorfismi  dell'algebra,  e  trasforma  in  sé  ogni  sotto-algebra  inva- 
riante di  A. 

§6. 

Grado,  rango,  equazione  minima  di  un  elemento 
di  un'algebra. 

117.  Sia  A  un'algebra,  nel  corpo  F,  con  l'ordine  «,  e  sia  x  un 
qualsivoglia  elemento  di  A. 
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Se  X  e  il  sistema  determinato  dalle  potenze 

(i)  X,     x%     x',  ...  , 

cioè    il    sistem.i    d'ordine    minimo    che    le    contiene,    l'ordine   ^    di    X 
{o  ^  g  ^  n)  si  dice  il  grado  di  x. 

Se  X  =.  o,  è  anche  .X  =  o,  ^  =:  o. 

In  ogni  altro  caso  g  è  positivo,  e  X  è  un'algebra,  perchè  un  pro- 
dotto di  elementi  di  X  è  ancora  un  elemento  di  X.  Essa  si  dirà  l'alge- 
bra potenziale  generata  da  .v. 

Evidentemente  : 

Un'algebra  potenziale  e  anche  commutativa. 

II 8.  Se  è  ^  ]>  o,  fra  le  potenze  (i)  di  x  è  possibile  scegliere  delle 
^-plc,  ma  non  delle  (g  -\-  i)-ple,  di  elementi  indipendenti. 

Intanto,  se 
(2)  X,     x%  ...  ,  x', 

sono  indipendenti,  mentre  non  sono  tali 
(5)  X,     ■■<%  •'■ 


non  solo  x'^',  ma  anche  x'"^"",  x'"^' ,  ...  risultano  combinazioni    lineari 
delle  (2),  quindi  è  t  =  g^  e   fra   le    (i)   g    potenze    indipendenti    sono 
date  da 
(4)  X,     x%  .  .  .  ,  x« . 

119.  Se  l'algebra  A  e  dotata  di  modulo,  ciascuno  dei  sistemi  xA 
e  Ax  contiene  tutte  le  potenze  (i)  di  x  ;  mentre,  se  A  e  priva  di  mo- 
dulo, ciascuno  di  questi  sistemi  contiene  certo  le  potenze  di  x  con  espo- 
nente superiore  a   i,  ma  non  è  detto  che  contenga  x.  Dunque: 

In  un'algebra  dotata  di  modulo  le  caratteristiche,    sinistra    e    destra, 
di  un  elemento  sono  entrambe  non  inferiori  al  grado  ; 
mentre  : 

In  un'algebra  priva  di  modulo  le  caratteristiche,  sinistra  e  destra,  di 
un  elemento  sono  entrambe  non  inferiori  al  grado  diminuito  di  i. 

Il  lettore  vede  subito  come  si  modifichino  le  considerazioni  fatte 
per  le  algebre  dotate  soltanto  di  qualche  modulo  sinistro  (destro). 

120.  Dimostriamo  ora  che: 
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Se  l'algebra  A  è  dotata  di  modulo,  questo  appartiene,  o  no,  al  sistema 
A',  determinato  dalle  (i),  secondo  che  x  e,  o  no,  dotato  di  inverso. 

Infatti  si  indichi  con  u  il  modulo  di  yf  e  si  supponga  in  primo 
luogo  che  u  appartenga  ad  X. 

Allora  è  senz'altro  evidente  che  non  può  essere  .v  =:  o,  cioè  ^  =  o  ; 
poi,  dovendo  sussistere  un'eguaglianza  della  forma 

cioè  della  forma 

U  =  .V(A,  ,,  4-  X^  .V  -f    •  .  .    +•  \  A-^^-), 

con  le  X  numeri  di  F,  è  ben  chiaro  che  .v  sarà  dotato  di  inverso,  que- 
sto essendo  dato  da 

X,f.  +  Vx-{- h^^"-^"'- 

Suppongasi  in  secondo  luogo  che  x  sia  dotato  di  inverso,  cosicché 
sarà  certo  x  :^  o  e  ^  >  o. 

Siccome  le  potenze  (4)  di  x  sono  indipendenti,  mentre  non  sono 
tali 

(5)  X,     x%  ...  ,  xs     x^^\ 

sussiste  fra  le  (5)  una  relazione  della  forma 

(6)  xs^'  +  a,  .X?  -}-...  -j-  a„_,  x'  -{- x^x  =  o, 

con  le  a  nnmeri  di  T. 

Dalla  (6),  moltiplicando  per  x~',  si  ricava 

x?  -|-  a,  x^-'  -|-  .  .  .  -f-  a^__  X  -|-  a^  M  =  o, 

e  qui  è  certo  a   ^  o,  perchè  altrimenti  le  (4)  non    sarebbero    indipen- 
denti ;  dunque  è 

(7)  H  =  —  ^(x^"  +  a,X'-  +  •  •  •  4-  V^)' 

g 

ed  u  è  contenuto  in  X. 

Con  questo  il  teorema  è  del  tutto  dimostrato. 

Avvertasi  che  : 

Se  X  è  dotato  di  inverso,  tutte  le  poten:(e  di   x   (e    cioè    anche  quelle 
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con  esponenti  non  positivi)  appartengono  all'algebra  potenziale  da  esso 
generata. 

Ciò  e  stato,  infatti,  or  ora  stabilito  per  x°  =  u.  D'altronde  l'afTcr- 
niazionc  e  valida  jkt  ogni  potenza  di  x  con  esponente  negativo  quando 
sia  dimostrata  tale  per  .v"' ,  dunque  tutto  si  riduce  a  far  vedere  clic 
x~'  è  in  X. 

Ora  ciò  è  immediato,  poiché  la  (7),  moltiplicata  per  x  ',  dimostra 
che  X  '  è  una  combinazione  lineare  di  a:'  ',  x^'"%  .  .  .  ,  x,  ti;  ossia, 
per  la  (7)  stessa,  di  x*-',  x'^   ' ,  ...  ,  x" ,  x. 

121.  Se  l'algebra  A  è  dotata  di  modulo  e  questo  si  indica  con  11, 
il  rango  di  .v  in  //,  o,  semplicemente,  di  x  —  se  non  vi  è  luogo  ad 
equivoci  —  e  l'ordine  del  sistema 

('0  +  X. 

Se  diciamo  p  cotesto  ordine,  è  ben  chiaro,  per  quanto  e  detto  nel 
n°  precedente,  che  : 

È^=g,  o^=g-{-i,  secondo  che  x  h,  0  no,  dotato  di  inverso. 

Occorre  appena  avvertire  che  la  nozione  di  rango  di  una  matrice 
introdotta  nel  capitolo  precedente  rientra  in  quella  attuale,  se  le  matrici 
di  ordine  p  con  gli  elementi  in  un  dato  corpo  si  riguardano  come  gli 
elementi  di  un'algebra  (con  modulo)  di  ordine  p'  .  Quando  ciò  si  faccia 
vi  è  luogo  anche  a  parlar  del  grado  di  una  tal  matrice,  nel  senso  sta- 
bilito nel  n°  117;  e,  beninteso,  questa  nozione  di  grado  di  una  matrice 
non  è  da  confondere  con  quella  di  cui  nel  n°  27. 

122.  Un  elemento  di  A  del  tipo 


(8)  (^o^''  +  ^>^'-'+  •••  -f-i^- 


fc-i 


con  le  \i.  in  T,  se  A  e  priva  di  modulo,  o  del  tipo 

(9)  V-„x'  +  P-,-"^"'"'  4-  •  •  •  +  l^-fc-,^  +  P-h'^ 

con  le  [j.  in  P,  se  A  e  dotata  di  modulo  e  questo  è  «,  si  dice  (sebbene 
non  mollo  propriamente)  una  funzione  razionale  intera  di  .v  in  ^7, 
o,  semplicemente,  di  .v. 

Se  ;  è  un'indeterminata  e  i  polinomi  in   V 
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sì  indicano  rispettivamente  con  •!'(;)  e  x.(0'  o^'  clementi  (8)  e  (9)  si 
indicheranno  brevemente  con  ^  (.v)  e  /  (x). 

L'insieme  delle  funzioni  razionali  intere  di  x  è  un  sistema  di  A 
che,  se  non  è  zero,  e  un'algebra  commutativa. 

Se  y^  e  priva  di  modulo,  l'ordine  di  questo  sistema  è  il  grado  g 
di  X,  e  se  ^  ^  o,  ossia  x  7:^  o,  il  sistema  coincide  con  l'algebra  poten- 
ziale generata  da  x. 

Se  A  e  dotata  di  modulo,  l'ordine  del  sistema,  che  stavolta  è  certo 
un'algebra,  è  il  rango  p  di  x  ;  ed  il  sistema  stesso  coincide  con  l'algebra 
poten:^iale  generata  da  x  quando,  e  solo  quando,  x  è  dotato  di  inverso. 

Nel  primo  caso,  ogni  funzione  razionale  intera  di  x  può  mettersi, 
e  in  un  modo  solo,  nella  forma 

\xs  -^y^x^-'  +  .-.  4- V'^' 

nel  secondo,  ogni  funzione  sì  fatta  può  mettersi,  e  in  un  modo  solo, 
nella  forma 

le  V  essendo  sempre  numeri  di  F. 

^^  /.  (0'  •  •  •  )  /r(0  ^'^  ^(^lì  •  •  •  ■>  ^r)  ^°"°  polinomi  in  F,  cia- 
scuno privo  di  termine  noto  se  ^  è  priva  di  modulo,  ed  e 

f  [/,©.•••,/,©]  =  <>, 

sarà  pure  evidentemente 

123.  Essendo  g  il  grado  di  x,  esistono  in  F  dei  numeri  a^,  ...,  a  , 
univocamente  determinati  da  x,  per  i  quali  è 

x?^'  -|-a,x^-j-  ..•  +a^x  =  o; 

e  quindi,  se  si  pone 

si  ha 

<p(x)  =  o. 
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Ciò  posto,  sussiste  il  teorema  : 

Se  *(;)  ^  un  qualsivoglia  polinomio  in  V  per  il  quale  sia 

<I.(.v)  =  o, 

<p(;)  divide  •!»(;)  o  ;*(;),  secondo  che  «I'(;)  ^  privo,  o  no,  di  termine 
noto. 

Si  indichino  con  (/(;)  ed  r(;)  il  quoto  e  il  resto  della  divisione 
per  (p(;)  di  *(;)  o  di  ;«!>(;)»  secondo  che  *(;)  è  privo,  o  no,  di 
termine  noto. 

Sarà 

^K;)  =  ?(0'?(;)  +  '-(^), 

oppure 

e  in  ogni  caso  r(;)  sar;\  privo  di    termine    noto    e,    se    non    nullo,    di 

grado  inferiore  a  g  -\-  i. 

Ora  e 

*(x)  =  (p(A-)  =  o, 

dunque  (n°  122,  in  fine)  e  pure,  in  ogni  caso, 

r{x)  —  o; 

e  questo  esige  che  il  polinomio  r(^)  sia  nullo,  altrimenti  il  grado  di  x 
sarebbe  non  ^,  ma  un  intero  inferiore  a  g. 

Si  conclude  che,  a  seconda  del  caso,  <!»(;)  o  ^  *!*(;)  è  divisibile 
per  9  (;). 

124.  Nel  teorema  precedente  il  caso  che  '^(^)  sia  dotato  di  ter- 
mine noto  non  può  presentarsi,  se  non  quando  l'algebra  A  sia  dotata 
di  modulo. 

Poniamoci  appunto  in  questa  ipotesi. 

Allora,  essendo  p  il  rango  di  x,  esisteranno  in  T  dei  numeri 
t',j  •  •  •  ì  1^0  univocamente  determinati  da  x,  per  i  quali  sari 

dove  u  è,  al  solito,  il  modulo  di  A  ;  quindi  posto 
sarA 

/(.V)  =  0. 
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Ebbene  si  dimostra  subito  ragionando  come  più  sopra  clie  : 
Se  *!*(;)  ^  iin  quaìsivogìia  polinomio  in  V  per  il  quale  sia 

«l.(.v)  =  o, 

il  politiontio  '!♦(;)  t  divisibile  per  il  poliìwmio  /(;). 

Avvertasi  che,  per  quanto  è  detto  nel  n*'  120,  il  polinomio  /(;) 
sarà  dotato  o  no  di  termine  noto,  secondo  che  x  è  o  no  dotato  di  in- 
verso. 

125.  Se  l'algebra  A  b  priva  di  modulo,  si  dirà  equazione  minima 
di  X  in  A^  o,  semplicemente,  di  x  l'equazione 

se  invece  A  è  dotata  di    modulo,    si    dirà    equazione    minima    di    x 
(in  A)  l'equazione 

/(O  =  o. 

Poste  le  cose  a  questo  modo  è  chiaro  che  : 

Qualunque  sia  l'algebra  A  e  qualunque  sia  il  suo  elemento  x,  per 
un  polinomio  «I»(;)  in  V  si  ha 

<I>(x)  =  o, 

quando,  e  solo  quando,  •!•(;)  h  divisibile  per  il  primo  membro    dell' equa- 
:^ione  minima  di  x. 

126.  Poniamoci  nell'ipotesi  che  l'algebra  A  sia  dotata  di  modulo. 
Allora  a  proposito  delle  funzioni  razionali  intere  di  x  sussistono  i  due 
seguenti  utili  teoremi,  dei  quali  il  secondo  generalizza  un  teorema  per 
il  calcolo  delle   matrici  dovuto  al  Weyr. 

a)  Se  *(;)  e  un  polinomio  in  T,  condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente perche  ^{x)  sia  un  elemento  di  A  dotato  di  inverso,  h  che  i  poli- 
nomi 4>(^)  ed  /(:,)  siano  primi  tra  loro. 

Suppongasi  in  primo  luogo  che  <I>  (;)  ed  /(;)  siano  primi  tra  loro. 
Allora  è  possibile  determinare  in  V  dei    polinomi    <I»,(Q    ed  /,  (c)    tali 

clic    Slfcl 

*.(0i'(0+/.  (0/(0  =  1, 

quindi  sarà 

.I..(x)«I>(a)+/,(x)/(x):=«, 
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dove  li  e  il  modulo  di  A.  M;i  /(.v)  =  o,  dunque  resta 

.I>.(.v)'I.(.v)  =  «, 

e  *^(A•)  ammette  l'inverso  <^,  (-^O- 

Suppongasi  in  secondo  luogo  clic  *!>(;)  ed  /(;)  non  siano  primi 
tra  loro  e  sia  0(;)  il  loro  massimo  comun  divisore,  per  modoche6(;) 
sarA  un  polinomio  in  V  di  grado  ^  i. 

Sari 

con  q^  e  q^  polinomi  in  F,  e  quindi 

Di  qua  discende 

ib(x)qXx)  =  o. 
Ora  è  certo 

perchè  il  grado  del  polinomio  (non  nullo)  q^l)  è  inferiore  a  quello  di 
/(;),  e  quindi  q^{'i)  non  è  divisibile  per /(;),  dunque  *l*{x)  o  è  zero, 
o  è  un  divisore  dello  zero,  e  non  è,  in  ogni  caso,  dotato  di  inverso. 

Con  ciò  il  teorema  è  completamente  dimostrato. 

b)  Se  F(^)  e  ^P (e,)  sono  polinomi  in  V  primi  tra  loro,  la  nullità 
sinistra  (destra)  di  F(x)»I>(.v)  e  la  somma  delle  nullità  omonime  di  F(x) 
e  <I*(.v),  e  quindi  la  caratteristica  sinistra  (destra)  di  F(x)4>(-v)  h  la 
somma  delle  caratteristiche  omonime  di  F(x)  e  *^(^x)  diminuita  dell'or- 
dine n  di  A. 

Sia  N ^  il  sistema  degli  elementi  di  A  ciascun  dei  quali  ha  un  nul- 
lifico sinistro  in  F(x),  ed  N^  il  sistema  avente  significato  analogo  per 
<I>(x);  poi  siano  v^  e  v^  gli  ordini  di  N^  ed  A^^,  cioè  le  nullità  sinistre 
di  F(x)  e  <I>(x). 

Essendo 

F(x)*(.v)  =  <I.(x)F(x), 

ciascun  elemento  di  N^  od  N^    ha  un    nullifico    sinistro    nel    prodotto 

F(x)'l>(x);  lo  stesso   sta    pertanto  per    ciascun    elemento    del    sistema 

N^  -\-N^,  e  la  nullit.\  sinistra  v  di  F(.y)«I»(x)  è    non    inferiore    all'or- 
dine di  A^,  +  N^ . 
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Siccome  F(l)  e  •!>(;)  sono  primi  tra  loro,  e  possibile  determinare 
in   r  dei  polinomi  F, (;)  e  *l\{l),  sì  che  si  abbia 

dopo  di  che  sarA  pure 

Ciò  posto,  sia  Ti  un  elemento  comune  ad  iV,  ed  N^,  ossia   abbiasi 

F(x)i  =  o,         1^{x)i  =  o. 
Sarà 

^=u;:=[F.(-v)F(.v)+.|>.(.v>1.(x)]^==F.(a)  .  F(.v)^+'I>.(x) .  cI>(x)^=o  ; 

quindi 

N^n  N^  =  o, 

l'ordine  di  A'^,  -\-  N^  è  v^  -f"  ^2  >  ^  ^'  '^^ 

V  ^  V    -|-  V   . 
==    il      2 

Ma  è  pure  (n°  in) 
dunque  resta,  come  volevasi, 

V  rrr  V     -f-  V    . 

I     I       2 

127.  Prima  di  chiudere  questo  paragrafo  è  bene  fermarsi  un  mo- 
mento sulle  seguenti  osservazioni. 

Sia  B  una  sotto-algebra  di  ^  e  x  un  elemento  di  B. 

Poi  sia  X  il  sistema  determinato  dalle  potenze  x,  a:%  x',  ...  ;  e 
siano  X.  ed  X  ì  sistemi  costituiti  dalle  funzioni  razionali  intere  di  x  in 
B  e  in  Aj  rispettivamente. 

I)  Se  5  ed  ^  sono  entrambe  prive    di    modulo,  è    X=^X^^=X^. 

II)  Se  B  è  priva  di  modulo  ed  A  ne  è  dotata,  è  X  =  X^  <:C  X^, 
perchè  x  in  ^  è  certo  privo  di  inverso  (n°  no). 

Ili)  Se  5  è  dotata  di  modulo  ed  y^  ne  è  priva,  è  X  :=  X,,  =  X^ , 
se  X  è,  in  B,  dotato  di  inverso  ;  se  no,  e  X  =  X^  <^  X^ . 

IV)  Se  B  ed  A  sono  entrambe  dotate  di  modulo  e  i  due  moduli 
coincidono,  è  X  =:  X^  ■=  X^,  oppure  X<;X^  =  X^,  secondo  che  x  ha, 
o  no,  inverso  in  B  (o,  ciò  che  è  lo  stesso,  in  A). 
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V)  Se  B  ed  A  sono  entrambe  dotate  di  modulo  e  i  due  moduli 
sono  difìercnii,  è  X  =  X^  <  X, ,  se  .v  ha  inverso  in  B  ;  mentre,  se  x 
non  ha  inverso  in  /i,  è  X  <  Xj ,  X  <  X^ ,  e  X_, ,  X^ ,  all'infuori  degli 
elementi  di  X  non  hanno  altri  elementi  comuni,  perchè  se  no  sarebbe 
X^  =  X^  (una  volta  che  gli  ordini  di  X^  e  X^  sono  entrambi  eguali  a 
quello  di  X  aumcnuto  di  i),  e  il  modulo  di  A  apparterrebbe  a  B. 

Nel  caso  I)  le  equazioni  minime  di  .v  in   B  e  in  A  coincidono. 

Lo  stesso  sta  nei  casi  II)  e  IV)  ;  e  anche  nei  casi  III)  e  V),  pur- 
ché si  supponga  che  x  sia,  in  5,  privo  di  inverso. 

Se  invece  si  è  nei  casi  III)  o  V)  e  x  è  in  B  dotato  di  inverso,  se 
i  primi  membri  delle  equazioni  minime  di  .v  in  B  e  in  ^  sono/,  (;)  ed 

/(O,  si  h^>  ■■ 

Infine  si  osservi  che  si  può  parlar  di  rango  di  x  e  in  5  e  in  A 
solo  nei  casi  IV)  e  V)  ;  nel  caso  IV)  il  rango  di  x  in  B  è  anche  il 
rango  di  x  in  A^  e  nel  caso  V)  il  rango  di  x  in  5  e  il  rango  di  x  in 
A^  o  questo  rango  diminuito  di  i,  secondo  che  .v  e  o  no,  in  B,  privo 
di  inverso. 

§7- 
Elementi  pseudonulli  ed  elementi  eccezionali. 

128.  Le  potenze 

X,      X  ,      X  ,   .  .  . 

dell'elemento  x  di  un'algebra  sono  tutte  nulle,  se  tale  è  x  ;  ma  può  ac- 
cadere che  fra  di  esse  ve  ne  sia  qualcuna  nulla,  pur  essendo  x  ^  o. 

In  t.il  caso  l'elemento  x  si  dice  pseiidonuUo,  e  se  x'  è  fra  le  po- 
tenze di  X  eguali  a  zero  quella  che  ha  esponente  minimo,  le  potenze 

(i)  X,     x%  ...  ,  x'-' 

sono  tutte  diverse  da  zero,  ma  le  successive  sono  tutte  nulle. 

Ragionando  come  nel  n'^  24  si  riconosce  subito  che  le  (i)  sono 
addirittura  indipendenti  ;  quindi  : 

Liniero  r  —  i  è  il  grado  dell' ekincìilo  pseudonnllo  x. 
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È  chiaro  che  : 

Se  t  ("  un  intero  positivo  inferiore  ad  r,  x'    h   pseudonullo,    e    se    il 
suo  grado  t  s  —  1,  s  ì:  il  minimo  intero  positivo  per  cui  risulti  ts  "^  r. 

In  particolare  x'"'  è  pseudonullo  e  del  grado  i  ;  quindi  : 

5^  un'algebra  possiede  elementi  pscudonulli,  fra    questi    ve    n'ha    di 
urto  di  quelli  che  siano  del  grado  i. 

Un  nullifico  sinistro  o  destro,  o  un  nullifico    senz'altro,    è    un  ele- 
mento pseudonullo  di  grado  i. 

Ciascun  elemento  pseudonullo  è  un  divisore,  sinistro  e  destro,  dello 
zero  ;  quindi  : 

In  un'algebra  dotata  di  modulo  il  rango  di  un  elemento  pseudonullo 
h  il  grado  deirelemcnto  aumentato  di  i. 

Avvertasi  che  l'equazione   minima   dell'elemento    x    sopra    conside- 
rato è 

^^  =  0. 

129.  Se  un  elemento  pseudonullo  è    del   grado    r  —  i,  ciascuno    dei 
suoi  indici,  sinistro  e  destro,  e  eguale  ad  r  —  i  0  ad  r. 

Infatti,  se  l'elemento  x  dell'algebra  A   è  pseudonullo    e    del    grado 


r  —  I,  si  ha 


x'  '  z^  o,         x''  =  o  ; 


d'altronde,  se  r  >  2,  x'  '  =  x*"  ' .x  =^  x .x'  ^  è  contenuto  in  x'  ^ A  e 

Ax'~';  quindi,  se  r  ^  2,  è 

/ 
x'~^  A  7^  o,         x'  A  =  o, 

A x'~^  =7^  o,         Ax'  =  o; 

e  lo  stesso  sta  se  r  =  2,  purché  si  supponga  che  in  tal  caso  x'"*  A  e 
Ax^'""  stiano  per  A. 

Segue  che  ciascuno  degli  indici  di  x  ha  per  valore  r  —  i  od  r. 

Se  l'algebra  A  è  dotata  di  modulo,  x""' A  e  Ax"''  contengono 
x'~'  e  quindi  è  anche 

x"'  A^  o,         Ax"~'  ^  o; 
dunque  : 

Gli  indici,  sinistro  e  destro,  di  un  elemento  pseudonullo  di  un'alge- 
bra dotata  di  modulo  sono  eguali  entrambi  al  rango  deirelemcnto. 
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130.  5t;  il  prodotto  x y  e  nullo  o  psctidonullo,  tale  e  pure  il  prodotto 
yx;  e  i  loro  gradi  non  possono  dtjferire,  al  più,  che  per  un'unità. 

S'xx  r  —  1   il  grado  di  xy  (r  X  i),  per  modo  clic  risulta 

(-V)O^  =  o. 
Sarà 

(vA-y^'  =y.{xy)'  .x  =  0, 

quindi  yx  e  nullo  o  pscudonullo  ;  e,  se  il  suo  grado  è  j  —  i,  sarà 

s  ^r  -\~  1. 

Ma  allora,  per  il  ragionamento  fatto,  sarà  pure 

r  ^s  -\-  I ,         cioè         .J  ^  ''  —  I > 
dunque 

r  —  1  Z.S  ^r  -\-  1, 

e  i  gradi  di  A:_y  e  _yx  o  coincidono,  o  differiscono  di  i. 

In  particolare  : 

Se  il  prodotto  xy  è  :(ero,  il  prodotto  yx  e  nullo,  o  pseudonidlo  e  di 
grado  I. 

131.  È  chiaro  che  : 

Gli  elementi  di  un  algebra  pseudonulla  diversi  da  xpro  sono  tutti 
pseudonnlli,  e  il  grado  di  ciascuno  di  essi  non  supera  l'indice  dell'algebra 
diminuito  di  i. 

Dimostriamo  che  inversamente  : 

Se  gli  elementi  di  un'algebra  diversi  da  :(cro  sono  tutti  pseudonulli, 
l'algebra  è  pseudonulla  ; 

cioè  che  in  una  tale  algebra  i  prodotti  del  tipo  .v,  .v^  ...  x,,, ,  con 
le  x  elementi  dell'algebra  e  con  m  abbastanza  elevato,  sono  tutti  eguali 
a  zero. 

Per  questo  basta  evidentemente  far  vedere  (col  Frobenius)  che  : 

Se  gli  elementi  di  un'algebra  diversi  da  ;^ero  sono  tutti  pseudonulli  t 
X, ,  .  .  .  ,  x„,  sono  m  elementi  per  i  quali  sia 

(2)  x,.v,  ...  x„.  ^o, 
gli  m  elementi 

(3)  ^,,     x^x^,     x^x^x.,  ...  ,  x^x,  ...  x„, 
sono  indipendenti. 

G.   Scorza.  —  Tiori*  ^incraìc  dttU  al^tbrt.  }0 
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Sia,  intatti,  indicando  con  le  a  dei  numeri  del  corpo  in  cui  l'alge- 
bra è  definita, 

(4)  ^,\  4-«.->-,.v, -f  •..-!-  a„,x.A-,  ...  x^  =  o, 

e,  se  e  possibile,  non  siano  le  a  tutte  nulle. 

Allora,  siccome,  in  virtù  della  (2),  nessuno  degli  elementi  (j)  è 
nullo,  almeno  due  delle  a  saranno  diverse  da  zero,  e  quindi  esisterà  un 
intero  /  per  il  quale  sarà  o  <^  /  <:^  m,  e  inoltre 

x,=<x^=  ".  =  a,_,  =  0,         a,  ^  o. 

Dopo  ciò  la  (4),  posto 

I  ..m—l 

X,  X,  ...  X,  =  X,  J_   x,^.  X,,.,  x,^^  . . .  x,^ .  =  —y, 

i 
può  scriversi 

(5)  a;X  =  x>', 

e  qui,  essendo  a,  :^  o  e  x  :^  o,  cioè  a,  x  :^  o,  y    è   certo    non    nullo. 
Poi  gli  elementi  x  ed  ^  saranno,  per  ipotesi,  entrambi  pseudonulli. 

Giacché  y  è  pseudonullo,  i  prodotti  di  x  per  le  potenze  di  y  con 
esponenti  abbastanza  elevati  sono  tutti  nulli  ;  quindi,  essendo  xy  ^  o, 
esiste  un  intero  positivo  m  ^  2  per  il  quale  e,  nel  tempo  stesso, 

xy""'  ^o         e         xy"  =  o. 

Ora  la  (5),  moltiplicata  per  y'"~' ,  dà 

a^xy-'^x^y-, 
dunque  sarebbe 


.m— I 


a,x;y        =  o. 


con  a^  ^  o  e  xy"'^  :^  o. 

L'assurdo  a  cui  siamo  pervenuti  dimostra  il  teorema. 

Dalle  osservazioni  fatte  si  deduce  di  nuovo  il  fatto  già  rilevato  pre- 
cedentemente (n°  98)  che  l'indice  di  un'algebra  pseudonulla  non  supera 
l'ordine  dell'algebra  aumentato  di   i  ;  e  si  deduce  inoltre  che  : 

Un'algebra  pseudonulla  può  anche  definirsi  (col  Cartan)  come  un'al- 
gebra in  cui  tutti  gli  elementi  diversi  da  lero  sono  pseudonulli. 

La  definizione  data  nel  n°  97  è  dovuta  allo  Wedderburn. 
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132.  Sia  A  un'algebra  dotata  di  sotto-algebre  invarianti  pseudonulle, 
e  fra  queste  sia  E  una  di  quelle  di  ordine  massimo.  Dimostreremo  che  ; 

Se  F  ^  una  qnalutnjue  sotto-algebra  invariante  pseudonulla  di  A,  F 
h  contenuta  in  E; 

e  quindi,  dopo  ciò,  sari  provato  che  : 

L'algebra  E  h  l'unica  sotto-algebra  pseudonulla  invariante  di  A  di 
ordine  massimo. 

Si  consideri  infatti  la  sotto  algebra  invariante  di  A  (n°  91) 

E-{-  F. 
Posto 

E  n  F  =  G, 
si  ha  (n°  92) 

EF^G,        FEZ,G; 
quindi  è  pure 

EFZ,G,        FE^G, 

qualunque  sia  l'intero  positivo  r,  e 

GF  Z,G,        GE^G, 
perchè  è 

F^E,        B  Z,F,        G^E,        G^F. 

Segue  che  è 

(£•  +  Fy  =  P  -I-  £F  -f-  F£"  +  F^  ^  F  -f  G  +  F% 

(F  +  Fy  ^  (F  +  G  4-  F'XE  +  F)  ^  F  4-  G  -f  P, 

e,  in  generale, 

(F -f- Fy  ^  F^ -f-  G-\-  F\ 

Siccome  F  ed  F  sono  pseudonulle,  per  r  abbastanza   elevato   resta 

(F  4-  Fy  ^  G. 

Ma  G  è  zero,  o  e  un'algebra  pseudonulla,  perchè  contenuta  in  E 
ed  F,  dunque  anche  E  -\-  F  è  pseudonulla. 

Essendo  E  -\-  F  pseudonulla  e  invariante  in  A,  si  conclude  per  la 
definizione  di  F  che  deve  essere 

f  +  F  =  F, 

ossia,  come  volevasi,  che  F  è  contenuta  in  F. 
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La  sotto-.ilgebra  E  di  A^  propria  o  non,  si  diiA  la  sotto-algebra 
eccezionale  di  A. 

Notisi  che  : 

Un  algebra  l  dotata  di  solto-aìgehra  ecce:^ionaìe  quando,  e  solo  quando, 
non  ^  semi-semplice  o  ^  fsemi-sempìice,  ma  h)  una  :i^ero-algehra  di  or- 
dine I. 

133-  Un  elemento  x  ^  o  dell'algebra  A  si  diri  per  questa  ecce- 
zionale se,  qualunque  sia  y  in  A,  ciascuno  dei  prodotti  xy  e  yx  rie- 
sce nullo  o  pseudonullo. 

Val  quanto  dire  che  x  è  per  ^  un  elemento  eccezionale,  se  è 
X  :^  o  e  inoltre  ciascuno  dei  sistemi  x^  e  ^x  o  ò  zero,  o  ò  una  sotto- 
algebra pseudonulla  di  A;  o,  più  semplicemente,  in  base  al  teorema 
del  n°  130,  se  è  X  7^  o  e  inoltre  uno  dei  sistemi  x  A  e  Ax  è  zero,  o 
un'algebra  pseudonulla,  poiché  allora  anche  l'altro  soddisfa  alla  stessa 
condizione. 

Se  X  è  eccezionale,  x*  =  x .  x  e  nullo  o  pseudonullo,  dunque  : 

Un  elemento  ecce:^ionale  e  tiecessariamente  pseudonnllo. 

Questa  osservazione  non  è,  senz'altro,  invertibile  ;  però  : 

In  un  algebra  commutativa  ogni  elemento  pseudonullo  e  anche  ecce- 
zionale. 

E  invero,  se  x,  y  sono  elementi  di  un'algebra  commutativa  e  x  è 
pseudonullo,  del  grado  r  —  i,  si  ha,  per  la    commutatività  dell'algebra, 

(xyy  =  x\/  =  o, 
e  xy  è  nullo  o  pseudonullo. 

Notisi  che,  se  un'algebra  ammette  sotto-algebra  eccezionale,  ciascun 
elemento  non  nullo  di  questa  è  evidentemente  un  elemento  eccezionale. 

Questa  osservazione,  come  si  vedrà  tra  poco^  e  invertibile. 

134.  È  chiaro  che  : 

Y)  Se  X  e  un  elemento  eccezionale    di    ^,    e   pur    tale    ogni  prodotto 
scalare  di  x  per  un  numero  non  nullo  ; 
e  si  vede  subito  che  : 

II)  Se  X  k.  un  elemento  eccezionale  d  ;(  è  /m  qualunque  elemento  di 
A,  ciascuno  dei  prodotti  zx  e  xz  0  è  nullo,  0  è  eccezionale. 

Infatti  è 

A.^x  —  Az-x^Ax        e        x  z-^  =  x -zA  ^  x  A. 
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III)  Se  X  t:  un  elemento  ecce:(ionale  t  y,  x.  ^^f^^  eletncnti  qualunque 
di  A,  il  prodotto  yx^  0  è  nullo,  0  appartiene  alla  sotto-algebra  eccezionale 
di  A  '). 

Suppongasi  ^fxi^^^o,  per  modo  che  )»x:(,  in  virtù  di  II),  sari  ec- 
cezionale. Il  sistema  AxA  sarA  diverso  da  zero  e  quindi  (n°  ^i)  sarà 
una  sotto-algebra  invariante  di  A.  D'altronde  A  x  Aj  sempre  per  II),  è 
un'algebra  pseudonulla,  dunque  (n°  1^2)  AxA  è  contenuta  nella  sotto- 
algebra eccezionale  di  A,  e  questa  contiene,  come  volevasi,  il  prodotto 
yx^. 

IV)  Se  X,  y  sono  elementi  ecce:^ionali  di  A,  la  somma  x  -\~  y  h 
nulla  0  eccezionale. 

Sia  X  -\-  y  ^  o.  Essendo 

(a-  4-  )')'  =  x'  -\-  xyx  -{-yx'  -\-y'x-\-  x' y  +  .V)''  -{-yxy  -\ry\ 

(x  -\-  yy ,  come  somma  di  elementi  ciascun  dei  quali,  per  III),  o  è 
nullo,  o  è  contenuto  nella  sotto-algebra  eccezionale  di  A^  o  sari  zero,  o 
sari  contenuto  nella  stessa  sotto-algebra  ;  quindi  {x  -\-  yy  o  è  zero,  o 
è  un  elemento  eccezionale. 

Segue  che  x  -\-  y  e  intanto  un  elemento  pseudonullo. 

Ora  sia  :(  un  elemento  qualunque  di  A.  Ciascuno  dei  prodotti  x^^ 
t  yi^,  per  II),  o  è  nullo,  o  è  eccezionale,  dunque,  per  il  ragionamento 
fatto,  la  somma 

è  zero  o  pseudonulla.  Questo  basta  per  concludere  che  x  -\-  y  h,  come 
volevasi,  eccezionale. 

Raccogliendo  le  osservazioni  fatte  si  ha  che,  se  un'algebra  possiede 
elementi  eccezionali,  l'insieme  di  questi  e  dello  zero  è  una  sua  sotto- 
algebra pseudonulla  e  invariante;  e  dunque  per  il  teorema  del  n°  132  e 
per  l'osservazione  che  chiude  il  n°  135  : 

Un'algebra  possiede  elementi  ecce^onali   quando,    e   solo    quando,   l 


')  Non  diciamo  semplicemente  «  il  prodotto  yx-{  appartieni  alla  sotto-algebra 
eccezionale  di  A  »,  perdio  non  ò  ancora  dimostrato  clic  dall'esistenza  in  .-/  di  ele- 
menti eccezionali  segue  quella  della  sotto-a!<;ebra  eccezionale. 
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dotata  di  sotto-algebra  ecce:(ionaìe  ;  nei  quaì  caso  quegli  elementi  sono  tutti, 
e  solo,  gli  elementi  non  nulli  di  questa  sotto-algebra. 

135.  Se  A^  e  una  sotto-algebra  di  A,  un  elemento  di  A^  eccezio- 
nale per  A  è  tale  anche  per  A^  ;  ma  non  è  detto  che  un  elemento,  il 
quale  sia  eccezionale  per  A^ ,  risulti  tale  anche  per  A. 

Però  : 

Se  A^  h  una  sotto-algebra  invariante  di  A,  un  elemento  di  A^  h  ec- 
cezionale, 0  non,  per  A,  secondo  che  è  tale  per  A^ . 

Per  dimostrare  il  teorema  basta  evidentemente  far  vedere  che,  se  x 
ò  un  elemento  di  A^  eccezionale  per  A^,  x  è  tale  anche  per  A. 

Ora  ciò  è  presso  che  immediato. 

Infatti,  siccome  A^  è  invariante  in  A,  e 

(x  Ay  =  X .  A  X  A  ^  X  A^  j 

e  quindi  x  A  o  è  zero,  o  è  un'algebra  pseudonulla,  perchè  tale  b  x  A^  . 
La  proposizione  dimostrata  può  anche  enunciarsi  cosi  : 
Se  un'algebra  A  h  dotata  di  sotto-algebra  eccezionale  e    questa    è   E, 

l'eventuale  sotto-algebra  eccezionale  di  una  sotto-algebra  invariante  di  A  è 

l' intersezione  di  questa  con  E. 

§8. 
Somme  dirette. 

136.  La  somma  5  dei  sistemi  S, ,  ...  ,  5„,  di  un'algebra  si  dirà 
più  propriamente  la  loro  somma  diretta,  se  S, ,  . . .  ,  S^  sono  comple- 
mentari in  S  (cioè  l'ordine  di  S  e  la  somma  degli  ordini  di  S, ,  ... ,  5„), 
e  se  inoltre  è 

(1)  S.S.  =  0  (t, /=  I,  ...,  m;  Ì5i£/). 

Per  esprimere  che  S  è  somma  diretta  di  S, ,  .  .  .  ,  5^,,    scriveremo  : 

(2)  5  =  5. +S,+  ...  +S„,. 

Dal  sussistere  della  (2)  segue  in  primo  luogo  l'esistenza  della 
somma  diretta  T  di  /  qualunque  dei  sistemi  5, ,  .  . .  ,  5„,  (/  <<  w)  ;  e 
in  secondo  luogo  che  S  è  la  somma  diretta  di  T  e  dei  rimanenti  m  —  / 
sistemi  S.. 
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Cosi  pure  e  chiaro  clic,  se  sussiste  l.i  (2)  ed  è,  per  cs., 

5  è  la  somma  diretta  di   T  ,  .  .  .  ,   T",  ,  S, ,  .  .  .  ,  5,^  ;    e    se    sussiste    la 

(2)  ed  è  inoltre 

U,^S.  (y=i,  ...,m>, 

anche  i  sistemi   U    sono  dotati  di  somma  diretta. 

137.  Un'algebra  si  dice  riducibile,  se  può  pensarsi  come  somma 
diretta  di  sue  sotto-algebre  ;  irriducibile  nel  caso  contrario.  Evidente- 
mente : 

Un'algebra  riihicibile  e  sempre  decomponibile  nella  somma  diretta  di 
due  0  più  algebre  irriducibili. 

A  questo  proposito  e  utile  osservare  che  : 

Se  nella  (2)  ciascuno  dei  sistemi  5, ,  . . .  ,  5,,  è  un'algebra,  S  risulta 
un'algebra  riducibile. 

Infatti  dalla  (2)  si  trae,  ricordando  le  (i), 

(3)  5^  =  5; +  5;+  ■••+5:; 
ma,  essendo  S, ,  .  .  .  ,  5^,  delle  algebre,  si  ha 

(4)  5:^5,,  ...,  s:z,s„^, 

dunque 

D'altronde  e  S  ^  Oj  essendo  tali  S, ,  .  .  .  ,  5„,  ;  dunque  5  e  un'al- 
gebra. Dopo  di  che  è  ben  chiaro  che  essa  è  riducibile. 

Avvertasi  che,  in  base  alle  (4)  e  all'osservazione  che  chiude  il  n° 
precedente,  la  (3)  può  scriversi  nella  forma  più  precisa 

(j)  5^  =  5:  +  s:-f ... +51. 

Notisi  pure  che  dalla  (2)  discende  non  solo  la  (5),  ma  l'eguaglianza 
più  generale 

5'  =  5:  +  s:+  •..+s:., 

dove  r  è  un  intero  positivo  qualunque,  e    che    anche    questa,    se    sussi- 
stono le  (4),  può  mettersi  nella  forma  più  precisa 

5'  =  5;-f  s;+  ...  +5:.. 
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Da  essa  si  deduce  che  : 

L'indice  di  un'algebra,  la  quale  sia  somma  diretta  di  pia  altre,  h  il 
massimo  degli  indici  di  queste  ; 
e  che  : 

Un  algebra,  la  quale  sia  somma  diretta  di  più  altre,  è  pseudonulla 
quando,  e  solo  quando,  anche  queste  siano  pseudonulle. 

138.  Se  l'algebra  A  h  somma  diretta  delle  algebre  A^,  ...,  -<4,„, 
ciascuna  di  queste  e  una  sotto-algebra  invariante  propria  di  A. 

Infatti  è,  per  i  y^.  j  ^  m, 

4  <  A,        A^A  =  A.iA,  +  •  •  •  +  ^J  =  A]  ^  A., 

AA.  =  (A,-\---^  +AJA.  =  A]^A.. 

Segue  che  : 

Un'algebra  semplice  e  necessariamente  irriducibile. 

139.  Se  A^,  ...,  A^^  sono  sotto-algebre  invarianti  di  A,  comple- 
mentari in  A,  A  è  riducibile  ed  è  la  somma  diretta  di  A^,  . . .  ,  A^. 

Infatti  è  (n°  92),  per  j,  l  =  i,  .  .  .  ,  m  e  j  =i^  l, 

A-  Al  Z.  A.  n  Al  =  o. 

140.  Se  l'algebra  A  e  somma  diretta  delle  algebre  A^,  . .  .  ,  A^ 
ed  x  è  un  elemento  qualunque  di  A,  si  ha  per  x  (n°  8j)  una,  ed 
una  sola,  eguaglianza  della  forma 

con  X    (;  =  1,  •  .  •  ,  w)  elemento  di  A^. 

Se  accanto  alla  (6)  si  ha  per  l'elemento  y  d'i  A  l'eguaglianza  ana- 
loga 

(7)  y  =  y:+'--+y„,^ 

con  y    in  A  .  essendo 

A^Ai=o  (j,  1=1,  ...,m ,1:^1), 

e  quindi  anche 

Xjy,  =  o, 
sarà 

(8)  xy  =  x,y,-\-  •••  +  x„j,„ . 

Segue  che  è,  per  es., 

xy  =y, 


CAPITOLO    II.  —  LE    ALGEBRE    E    I    LORO    SISTEMI.  24 1 

quando,  e  solo  quando,  sia 

perche  x^  y  e  un  elemento  dì  A  ,  e  y  e  rappresentabile  nella  forma 
(7)  in  un  modo  solo. 

Si  ha  pertanto  che  : 

x)  Se  X  è  per  y  un  modulo  sinistro  (destro)  —  in  particolare  un 
modulo  — ,  tale  è  x    per  ^    (;  =  i,  . . .  ,  m);  e  viceversa. 

Per  conseguenza  : 

|i)  L'algebra  A  e  dotata  di  qualche  modulo  sinistro  (destro)  —  in 
particolare  di  modulo  —  quando,  e  solo  quando,  lo  stesso  accade  per  cia- 
scuna delle  algebre  A  .  E  in  caso  affermativo,  il  modulo  di  A  è  la  somma 
dei  moduli  di  A^,  ...,  A^,  oppure  i  moduli  sinistri  (destri)  di  A 
sono  tutti,  e  solo,  gli  elementi  di  A  della  forma 

",  +  •  •  •  +  «™ , 

con  u.  modulo  sinistro  (destro)  di  A  . 

Ragionamenti  analoghi  a  quello  che  ha  servito  per  stabilire  la  a) 
dinno  subito  che  : 

•^)  Se  X  è  per  y  un  nullifico  sinistro   (destro)  —  in   particolare,    un 
nullifico  —,  tale  e  x   per  y.  (y  :=  i,  . . .  ,  ni);  e  viceversa  \ 
e  che  : 

^)  Gli  elementi  x  e  y  sono  permutabili  quando^  e  solo  quando,  tali 
siano  X    d  j    (/  =  I,  .  .  .  ,  ni). 

Quindi  : 

z)  L'algebra  A  e  dotata  di  nullifici  sinistri  (destri)  —  in  particolare 
di  nullifici  —  quando,  e  solo  quando,  lo  stesso  accade  per  una  almeno 
delle  algebre  A  .  E  in  caso  affermativo  i  nullifici  sinistri  (destri),  o  i 
nullifici,  di  A  sono  tutti,  e  solo,  gli  clementi  di  A  della  forma 

con  le  V  non  tutte  nulle  e  con  v  ,  se  non  eguale  a  ^ero,  nullifico  sinistro 
(destro),  oppure  nullifico  di  A  ; 
inoltre  : 

^)  L'algebra  A  è  commutativa  quando,  e  solo  quando,  è  tale  ciascuna 
delle  algebre  A  ; 

G.   ScoKZA.  —  Ilaria  generale  dttlt  al^thri.  jl 
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e  : 

7j)  L'algebra  A  l  dotata  di  sotto-algebra  coltrale  (piando,  e  solo 
quando,  lo  stesso  accade  per  una,  almeno,  delle  algebre  A  ;  nel  qiial 
caso,  se  una  sola  delle  algebre  A-  h  dotata  di  sotto-algebra  centrale,  que- 
sta h  anche  la  sotto-algebra  centrale  di  A  ;  se  no,  la  sotto-algebra  centrale 
di  A  h  la  somma  diretta  delle  sotto  algebre  centrali  di  quelle  fra  le  alge- 
bre A    che  ne  son  dotate. 

Dalla  (8)  si  deduce  che,  qualunque  sia  l'intero  positivo  r,  è 
Ì9)  x'  =  x;+  ...  -{-xl; 

dunque  : 

8)  L'elemento  x  l  pseudonullo  quando,  e  solo  quando,  gli  elementi 
X| ,  .  .  .  ,  .v^  non  siano  tutti  nulli  e  quelli  non  nulli  siano  pseudonulli  ; 
nel  qual  caso,  il  grado  di  x  h  il  massimo  dei  gradi  di  x^,  . .  .  ,  x^. 

Di  qua  si  potrebbe  dedurre  di  nuovo  la  proposizione  che  chiude  il 
""  U7  J  poi  ^i  q'J3  e  dalla  (8)  si  trae  che: 

t)  L'elemento  x  è  eccezionale  in  A  quando,  e  solo  quando,  gli  ele- 
menti X| ,  . .  .  ,  x^  non  siano  tutti  nulli  e  ciascuno  di  quelli  non  nulli 
sia  eccezionale  per  la  relativa  algebra  A  ; 

quindi  in  particolare,  d'accordo  con  i  n'   135  e  138,  un  elemento   ecce- 
zionale di  una  delle  algebre  A    è  tale  anche  per  A. 

Segue  che  : 

x)  L'algebra  A  e  dotata  di  sotto-algebra  eccezionale  quando,  e  solo 
quando,  lo  stesso  accade  per  una  almeno  delle  algebre  A^  ;  nel  qual  caso, 
se  una  sola  delle  A  è  dotata  di  sotto-algebra  eccezionale,  questa  è  anche 
la  sotto-algebra  eccezionale  di  A  ;  se  no,  la  sotto-algebra  eccezionale  di  A 
e  la  somma  diretta  delle  sotto-algebre  eccezionali  di  quelle  fra  le  algebre 
A  ,  che  ne  son  dotate. 

Dal  fatto  che  A  possiede  modulo  quando,  e  solo  quando,  lo  stesso 
accade  per  ciascuna  delle  A  e  dalla  (9)  si  deduce  la  seguente  genera- 
lizzazione della  (9)  medesima  : 

X)  Se  /(;)  ^  un  polinomio  nel  corpo  in  cui  son  date  le  algebre  A  e 
A^,  ...  ,  A^,  si  che  si  possa  parlare  della  funzione  razionale  intera 
/(x)  di  X  in  A,  si  può  parlare  anche  della  funzione  razionale  intera 
/(x)  di  X    in  A-  {j  =  1,  ...  j  m)  ed  è 
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e  qui  ^,  naturalmente, 

/(O  =  o, 
quando,  e  solo  quando,  sia 

Se  'p(;)  ò  il  primo  membro  dell'equazione  minima  di  x,  e  «p  (;)  è 
quello  dcirequazione  minima  di  .v  in  A  {j  =  i,  .  .  .  ,  fn),  siccome  da 
(p(x)  c=  o  segue 

si  ha  che  <p($)  è  divisibile  per  ciascuno    dei    polinomi    'p. (;),    e    quindi 
anche  per  il  loro  minimo  comune  multiplo. 

D'altronde,  se  /*(;)  è  un  polinomio  divisibile  per  ciascuno  dei  po- 
linomi 9  (;),  con  i  coefficienti  nel  corpo  in  cui  sono  definite  A  e 
A^,  ...y  A^^,  si  può  certo  parlare  delle  funzioni  razionali  intere 
^(^,))  •"  ■>  ^(^'J>  ^Wj  ed,  essendo 

F(x.)=:  ...  =F(xJ  =  o, 
è  anche 

F(x)  =  o, 

cioè  F(^)  è  divisibile  per  <p(^);  dunque: 

(a)  //  primo  membro  dell'equazione  minima  di  x  h  il  minimo  comune 
multiplo  dei  primi  membri  delle  equa::jo)n  minime  di  x, ,  . .  .  ,  x^  in 
A^,  .  .  .  ,  A^^^  rispettivamente. 

In  particolare  : 

v)  Se  A,  e  quindi  anche  ciascuna  delle  A  ^  è  dotata  di  modulo,  per 
il  rango  p  di  x  si  ha 

e  ^p,>  •••  »  p^p»,»      p^p.  +  •••  +p,.. 

se  p    t  il  rango  di  x    in  A  . 

La  (9),  fattovi  r  =  2,  dà  che  : 

$)  L'elemento  x  h  un  automodulo  quando,  e  solo  quando,  gli  ele- 
menti X| ,  .  .  .  ,  x^  non  siano  lutti  nulli  e  ciascuno  di  quelli  non  nulli 
sia  un  automodulo. 

Se  nella  (8)  ciascuno  degli  elementi  y  descrive,  e  indipendente- 
mente dagli  altri,  la  relativa  algebra  A- ,  l'elemento  y  descrive  A  ;  dun- 
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quc  è  (n°  136,  in  fine) 

xA  =  x^A^  + f-^..,^„» 

e,  per  un.i  ragione  analoga, 

Ax  =  A  X    4-  •  •  •  -j-  ^   X    . 

Ili  I  m      m 

Si  deduce  da  ciò  che: 

0)  La  airatteristica,  0  la  nullità  sinistra  (destra),  di  x    in  A    h    la 
somma  delle  caratteristiche,  0  delle  nullità,  sinistre  (destre)  di  x^  in    ^, , 
X,  /;/  ^,,  ...  ,  x„,  in  A^; 
e  quindi  : 

-)  L'elemento  x  h  per  A  un  divisore  sinistro  (destro)  dello  Tj-ro 
quando,  e  solo  quando,  gli  elementi  x, ,  . .  .  ,  x^,  non  siano  tutti  nulli,  e 
uno  almeno  0  sia  nullo,  0  sia  un  divisore  sinistro  (destro)  dello  7j,ro  per 
la  relativa  algebra  A.. 

Aggiungasi  che  : 

p)  Se  A,  e  quindi  anche  ciascuna  delle  algebre  A^,  ...,  A^,,  h 
dotata  di  modulo,  l'elemento  x  di  A  e  dotato  di  inverso  quando^  e  solo 
quando^  ciascuno  degli  elementi  x^ ,  .  .  .  ,  x„,  è  dotato  di  inverso  in  quella 
delle  algebre  A-  che  lo  contiene  ;  e  in  caso  affermativo  Vinverso  di  x  h  la 
somma  di  questi  inversi  di  x^ ,  . . .  ,  x^ . 

Dopo  ciò  è  evidente  che  : 

a)  5^  A,  e  quindi  anche  ciascuna  delle  algebre  A^,  ...,  A^j  t  do- 
tata di  modulo,  gli  elementi  x,  y  di  A  sono  equivalenti  quando,  e  solo 
quando,  _)', ,  •  •  -  ,  y„  sono  rispettivamente  equivalenti   a   x, ,  .  .  .  ,  x^    in 

§9- 
Prodotti  diretti. 

141.  Siano  5  e  T  sistemi  di  un'algebra,  tali  che  ciascun  elemento 
di  S  sia  permutabile  con  ciascun  elemento  di  T,  e  tali  inoltre  che  il 
prodotto  5T,  eguale  questa  volta  a  TS,  abbia  per  ordine  il  prodotto 
degli  ordini  di  S  e  T. 
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Allora  ST  si  dice  più  propriamente  il  prodotto  diretto  di  S  e    T 
e  si  suole  indicare  anciic  con 

SXT. 

Naturalmente  per  un  tal  prodotto  vale  la  proprictA  commutativa. 
Siano  p  e  (j  gli  ordini  di  S  e   T  e,  suppostili  non  nulli,  sia 

5  =  0^,  •••  ,  'i^l  r  =(/;.,  ...  ,  h^), 

per  modo  che  «,,  ...,  a  ,  al  pari  di  b^^  ...,h  ,  saranno  indipendenti. 
Siccome  S  y<^  T  e  dell'ordine  p  q  ed  e  d'altronde 

5X  T=:{aJ>^,  ...  ,  a^b^,  a^b^,  ...,  a>,^,  ...  ,  a^b^) 

gli  elementi  aj',  (/  =  i,  .  .  .  ,  p,  /  =  i,  .  .  .  ,  -7)  sono  indipendenti; 
quindi  gli  elementi  di  SX  ^  sono  dati  tutti,  e  ciascuno  una  volta  sola, 
dall'espressione 

l...pi...q 

al  variare  delle  a  tra  i  numeri  del  corpo  nel  quale  è    definita    l'algebra 
considerata. 
Posto 

le  /    risultano  elementi  di   T  e  si  ha 


; 


l...pi...q  l.p 

Z  Z  v^^  =  Z^^- 

quindi  (attesa  pure  la  permutabilità  di  ciascun  elemento  di  S  con  cia- 
scun elemento  di  T)  si  può  anche  dire  che  gli  elementi  5  X  ^  sono 
dati  tutti,  e  ciascuno  una  volta  sola,  dall'espressione 

i...p  i.p 

i  I 

al  variare  delle  /  fra  gli  elementi  di   T. 

Se  i  siste/ni  S  e  T  sono  delle  algebre,  tale   ^  pure    il    loro   prodotto 
diretto. 

Infatti  nell'ipotesi  attuale  e  certo  S^^o,   T:^o  e  dunque  Sy^T^o  ; 
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poi  è  5*  ^  S,   P  ^  T  e  quindi 

(5X  Ty  =  S.TS.T  =  S.ST.T=S'T  Z,ST. 

143.  A  proposito  dei  prodotti  diretti  di  sistemi  giova  tener  presenti 
le  osservazioni  che  seguono. 

<;)  Dall' tsi stenda   del  prodotto    diretto    5  X  (  7^  X  ^)    "on    segue 
quella  del  prodotto  diretto  (S  y<  T)  yc  U. 

Infatti,  se  è   U  =  o,  ì  prodotti  diretti   T  y^  U   ed    SxC^^Xt/) 
esistono  certamente  e  sono  entrambi  nulli,  qualunque  siano  i  sistemi    S 
e  T;  e  quindi  anche  se  non  esiste  il  prodotto  diretto  5  X  ^• 
In  modo  analogo  si  vede  che  : 

h)  Dilli' esistenza    del   prodotto    diretto    (S  X  ^)  X  ^   "^"    ^^gf*^ 
quella  del  prodotto  diretto  Sy^{T  y^  U). 
Però  è  chiaro  che  : 

e)  Se  i  prodotti  diretti  S  X  {T  y^  U)  ed  {S  y<^  T)  y^  U  esistono 
entrambi  è 

5x(rx  t/)  =  (5x  r)xf/. 

d)  Se  i  sistemi  S  e  T  sono  dotati  di  prodotto  diretto,  lo  stesso  ac- 
cade per  S'  e  T,  se  h  S'  Z.  S,  T  Z.  T. 

Per  accorgersene  basta  osservare  che,  se  gli  ordini  di  S,  T,  5'  e 
T'  sono,  rispettivamente,  p,  </,  p'  e  q'  {p'  Z.  p,  q'  Z  q),  si  possono 
sempre  scegliere  p  elementi  indipendenti  di  S  e  q  elementi  indipendenti 
di  7",  per  modo  che  p'  di  quelli    stiano    in    S'    e    q'    di    questi    stiano 

in  r. 

Da  d)  si  deduce  che  : 

e)  Dall' esisten:^a  del  prodotto  diretto  S  y(,  (T -\-  IT)  segue    quella 
dei  prodotti  diretti  S  y^  T  ed  S  y^  U  ;  dopo  di  che  è  chiarameute 

SxiT-{-U)  =  Sy,T-\-Sy<U. 
Invece  : 
/)  Dall' esisten:{a  dei  prodotti  diretti  S  yi  T  ed  S  y<^  U  non    segue 
quella  del  prodotto  diretto  S  yC,(T -\-  U). 

Siano  infatti  u  e  v  due  elementi  indipendenti  di  un'algebra  per  i 
quali  sia 

U^  =:  U,  UV  =^  VU  =  O,  V^  =■  V\ 
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—  ipotesi  che  sono  certo  realizzabili,   come    si    vede    supponendo    nelle 
(7)  del  n°  77  /)  ^  2  e  poi  prendendo  u  =^  e,  , ,  v  =  c^ ,  —  e  si  ponga 

S  =  (fi),         T  =  (u),         U  =  (u-}-  v). 

Qui  i  prodotti  diretti  5  X  ^  ed  5  X  ^  esistono  e  sono  entrambi 
eguali  ad  5;  poi  è 

S(T-{-  U)  =  ST-{-  SU  =  S. 

Ora  l'ordine  di  S  è  i,  l'ordine  di   T -\-  U,  essendo   evidentemente 

è  2,  per  conseguenza  l'ordine  di  S{T -\-  U)   non    è   il    prodotto    degli 

ordini  di  S  e  T  -\-  U,  e  ì\  prodotto  diretto  5x  (^-|-  U)    non  esiste. 

g)  Se  S,   r, ,  . .  .  ,   r^  sono  sistemi  di  un'algebra  tali  che  esistano 

la  somma  diretta  T^-\-  -  -\-T^  e  il  prodotto  diretto  Sy<i{T^-\-  •••  -f~^m)i 
è 

5x(r.  4-  •••  +  7^J  =  5xr.  +  ...  +sxT„, 

e  quindi  anche 

(7^,  4-  •  •  •  +  TJ  X  s  =  r  X  s  +  •  •  •  +  T„  X  5. 

Per  e)  sì  ha  intanto  che  i  prodotti  diretti  5  X  ^,  >  •  •  •  j  -5  X  ^„ 
esistono,  tutto  si  riduce  dunque  a  far  vedere  che  essi  sono  dotati  di 
somma  diretta. 

Ora  ciò  è  immediato. 

Infatti  l'ordine  di 

sx  r,+  ...  -I-5X  r,==sx(r.+  ...  +  rj 

e  evidentemente  la  somma  degli  ordini  di  S  X  j^,  »  •  •  •  ?  5  X  ^,„  ;  poi» 
una  volta  che  ciascun  elemento  di  5  è  permutabile  con  ciascun  elemento 
di  r^ ,  .  .  .  ,  r„, ,  e  che  i  sistemi  T  ,  .  .  .  ,  7,,  sono  dotati  di  somma 
diretta,  si  ha,  per  ;",  /  =  i,  .  .  .  ,  m,  j  ^  l  '■ 

(5xr)(sxr,)-5'rr,  =  o. 

Avvertasi  che  : 

/;)  Dall' csistcn::a  dei  prodotti  diretti  e  della  somma   diretta    impli- 
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cati  dall'espressione 

5x^+5x7-, +  ---+5X  r., 

pilo  dcdursi  resistenza  del  prodotto  diretto  fegnale  ad  essa) 

5x(r +  ...  +  r,), 

ma  non,  sen:;^altro,  quella  della  somma  diretta 

Ciò  perche  da 
non  segue,  senz'altro  —  si  pensi  al  caso  S  =  o  — , 

Ma  questa  conseguenza  può  essere  evidentemente  dedotta,  se  S 
contiene  un  elemento  s  per  il  quale  si  abbia 

sT.Ti=  T.T,  (j,l=i,...,m;jy6T), 

e  quindi  anche 

s'T.T,  =  T.T.; 

,     l  ;      " 

dunque,  in  particolare  : 

i)  Se  S,  T  ,  . .  .  ,   7^  sono  sistemi  di  un'algebra  con    modulo    ed 
S  contiene  il  modulo,  dalV esistenza  di 

5  X  r,  4-  5  X  r,  +  •  •  •  +  5  X  r  „ 

segue  quella  di 

5x(r +  r  +  ...  +  rj 

ed  e,  naturalmente, 

5  X  r,  +  . . .  +  5  X  r ,  =  5  X  (r  +  •  •  •  4-  T„y 

143.  Le  relazioni  più  semplici  tra  due  algebre  B  t  C,  dotate  di 
prodotto  diretto,  e  l'algebra  A  eguale  a  questo  prodotto  sono  fornite 
dai  teoremi  seguenti. 

a)  Se  B  e  C  sono  entrambe  commutative,  tale  e  pure  A. 
Infatti  in  tal  caso  ciascun  elemento  di  B  (di  C)  è  permutabile  non 
solo  con  ciascun  elemento  di  C  (di  5),  ma  anche  con  ciascun  elemento 
di  B  (di  C). 

b")  Se  B^ ,  C,  sono  sotto-algebre  di  B  e  C,  rispettivamente,  B^y^C^ 
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esiste  ed  è  una  sotto-algebra  di  A.  Poi  e  /i,  X  ^,  ""'^  sotto-algebra  pro- 
pria di  A  quando,  e  solo  quando,  una  almeno  delle  algebre  B^ ,  C,  è, 
per  la  relativa  algebra  B  o  C,  una  sotto-algebra  propria. 

La  prima  parte  di  questo  enunciato  discende  subito  dall'osserva- 
zione d)  del  n°  precedente  ;  la  seconda,  dal  fatto  che  l'ordine  di  B^yiC^ 
è  il  prodotto  degli  ordini  di  B^  e  C^y  mentre  l'ordine  di  A  è  il  pro- 
dotto degli  ordini  di  B  e  C. 

Aggiungasi  che  : 

e)  Se  B^  è  invariatite  in  B  e  C^  e  invariante  in  C,    />,  X  C,    e 
invariante  in  A. 

Infatti  da 

A  =  BC=  CB,        C^B  =  BC^,        CB^^B^C, 

e  da 

B,BZ,B,,        BB^Z^B^,        C^CZ^C^,        CC^ZC^, 

segue 

B^C^.A==  B^.C^C.BZB,C^B  =  B^BC^ZB^  C, , 
J.B^C^  =  C.BB^.C^  Z  CB^C^  =B^CC,ZB^C^. 

Occorre  appena  avvertire  che  la  proposizione  e)  continua  a  sussi- 
stere, se  nel  suo  enunciato  si  pone  <(  semi-invariante  sinistra  (destra)  » 
per  ((  invariante  ». 

Come  è  chiaro  : 

d)  Se  t  h  un  intero  positivo  qualunque,  e  A'  =^  B'  y^  C  ; 
dunque  : 

e)  L'algebra  A  e  pseudonulla  quando,  e  solo  quando,  e   tale    una 
almeno  delle  algebre  B  e  C; 

e  inoltre  : 
j)  Se  B  e  C  non  sono  pseudonulle,  l'indice  di  A  è  il  massimo 
degli  indici  di  B  e  C  ;  se  una  sola  delle  algebre  B  e  C  e  pseudonulla, 
l'indice  di  A  e  l'indice  di  quella  delle  due  algebre  B  e  C,  che  è  pseudo- 
nulla ;  se  B  e  C  sono  entrambe  pseudonulle,  l'indice  di  A  è  il  minimo 
degli  indici  di  B  e  C. 

In  particolare  : 

G     SCOKII.  —  Teoria   gtneralc  lidie  al^ehrt.  Ji 
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g)  L'india  di  A  h  i  quando^  e  solo  quando,  gli  indici  di  B  e  C 
sono  entrambi  eguali  ad  i. 
Da  b)  e  e)  discende  che  : 

h)  Se  A  h  semplice,  tali  sono  pure  B  e  C  ; 
e  tenendo  presente  anche  e)  si  deduce  che  : 

i)  Se  A  h  semi- semplice,  tali  sono  pure  B  e  C. 
Siano  b  e  e  elementi  qualunque  di  Z^  e  C,  rispettivamente,  cosicché 
a  •=  bc  è  un  elemento  di  A. 

Da  A  =^  B  y^  C,  tenendo  presente  la  permutabilità  di  ciascun  ele- 
mento di  B  con  ciascun  elemento  di  C  e  ricordando  l'osservazione  d) 
del  n°  142,  si  deduce  : 

aA  =  bcBy:C  =  bBcC  =  bBXcCy 

Aa  =  By^Cbc  =  BbCc  =  Bby<Cc; 

dunque  : 

;')  La  caratteristica  sinistra  (destra)  di  a  in  A  e  il  prodotto   delle 
caratteristiche  sinistre  (destre)  di  b  in  B  e  di  e  in  C. 
Aggiungasi  che  : 

k)  L'elemento  a  è  pseudonullo  (eccezionale  in  A)   quando,    e    solo 
quando,  b  e  e  non  sono  nulli  e  almeno  uno  di  essi  è  pseudonullo  (eccezio- 
nale per  la  relativa  algebra  B  0  C). 
Infine  è  chiaro  che  : 

l^  Se  B  e  C  sono  entrambe  dotate  di  modulo,  lo  stesso  accade  per 
A  e  il  modulo  di  A  è  il  prodotto  dei  moduli  di  B  e  C\ 
e  che  : 

vi)  Se  B  e  C  sono  dotate  di  automoduli,  il  prodotto  di    un   auto- 
modulo di  B  e  un  automodulo  di  C  e  un  automodulo  di  A. 


CAPITOLO  111. 

LA  TFORIA  DIÌLLA  COMPOSIZIONE  DELLE  ALGEBRE. 


Le  algebre  complementari  delle  sotto-algebre  invarianti. 

144.  Gli  elementi  x,  )•  di  un'algebra  A  si  dicono  congrui,  oppure 
incongrui,  rispetto  a  un  suo  sistema  5  come  modulo,  e  si  scrive,  per 
indicare  ciò, 

X  ^  y,         oppure         x  ^  y     (mod  S), 

secondo  che  la  differenza  x  —  y  è,  o  no,  un  elemento  di  S. 

Come  è  chiaro  : 

La  congruerf^a  rispetto  a  un  sistema  è  una  relazione  riflessiva,  sim- 
metrica e  transitiva  ; 

quindi,  rispetto  a  un  suo  qualunque  sistema  5  come  modulo,  gli  ele- 
menti di  un'algebra  possono  distribuirsi  in  classi,  due  elementi  del- 
l'algebra risultando  congrui,  o  incongrui,  rispetto  ad  S,  secondo  che 
appartengono,  o  non,  alla  stessa  classe. 

Sono  queste  le  classi  che  si  diranno  le  classi  di  A  mod  5.  Cia- 
scuna di  esse  è  individuata  da  uno  qualunque  dei  suoi  elementi. 

Occorre  appena  avvertire  che  quando,  e  solo  quando,  è  S  =  o  la 
relazione  di  congruenza  mod  S  coincide  con  la  relazione  di  eguaglianza  ; 
e  che,  se  per  i  sistemi  T  ed  C7  si  ha  T  ^  U,  elementi  congrui  ri- 
spetto a  T  sono  tali  anche  rispetto  ad  t/,  ed  elementi  incongrui  ri- 
spetto ad   U  sono  tali  anche  rispetto  a  T. 

145.  Da 

X  ^  y        e        x'  ^  y'     (mod  S) 
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segue  evidentemente 

X  +  .V'  =  ).  +  /     (mod  5), 

e,  se  X  è  un  numero  del  corpo  nel  quale  è  definita  l'algebra  A,  da 

X  ^  y     (mod  S) 
discende 

a  A'  ^  xy     (mod  5). 

Cosicché,  se  si  denota  con  [x]  la  classe  mod  S  individuata  dall'ele- 
mento .Y,  si  potranno  definire  la  classe  x-[x]  o  x[.v],  prodotto  sca- 
lare di  X  per  [.v],  la  classe  [x] .  x  o  [x]  x,  prodotto  scalare  di  [x] 
per  X,  e  ìa  classe  [.v]  -|-  [.v'],  somma  delle  classi  [.v]  e  [x'J,  ponendo, 
per  definizione, 

a  [x]  =  [x  xl         [x]  X  =  [x  a],          [x]  +  [v']  =  [.v  +  .v']. 

Evidentemente  si  ha 

^[x]  =  [x]x         e         [x]  +  [a-']  =  [x']  +  M; 

e,  se  anche  (i  è  un  numero  del  corpo  suddetto  e  x"    un    elemento    di 
A,  si  ha  : 

^a[.v]  -  ^,a[4         \[x]  +  [x']\  +  [x"J  =:  [x]  +  \[x']  +  [x"]|. 

Dopo  ciò,  date  tre  o  più  classi  mod  S  (distinte,  o  non),  è  chiaro 
che  cosa  sia  da  intendere  per  loro  somma;  e,  date  ni(^  i)  classi 
mod  5  (distinte,  o  non),  che  cosa  sia  da  intendere  per  loro  combina- 
zione lineare  secondo  numeri  assegnati  di  quel  corpo. 

Avvertasi  che,  se  T  è  un  sistema  complementare  ad  S  in  A,  sic- 
come ciascun  elemento  di  A  può  pensarsi,  e  in  un  modo  solo,  come 
somma  di  un  elemento  di  5  e  un  elemento  di  T,  si  ha  corrispondenza 
biunivoca  tra  l'insieme  degli  elementi  di  T  e  l'insieme  delle  classi  di  A 
mod  5,  quando  si  faccia  corrispondere  a  ciascun  elemento  di  T  la  classe 
che  lo  contiene. 

In  tale  corrispondenza  a  una  combinazione  lineare  di  elementi  di 
T  risponde  la  combinazione  lineare,  secondo  gli  stessi  numeri  rispettivi, 
delle  classi  di  A  modS  omologhe  a  questi  elementi;  quindi,  se   gli    or- 
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dilli  di  A  ed    S   sono    ;/    ed    m,    per    modo    che    quello    di    T   risulta 
n  —  ///  ; 

t  possibile  scegliere  n  —  m  classi  di  A  mod  S,  si  che  ciascuna  classe 
di  A  mod  S  possa  pensarsi,  e  in  un  modo  solo,  come  combina:(ione  lineare 
di  quelle  n  —  m. 

146.  Si  supponga  ora  che  5  sia  una  sotto-algebra  invariante  di  A. 
Sotto  tale  ipotesi,  da 

X  ^  y         e         x'  ^  y'  (mod  5) 

segue  che  e  pure 

xx'  ^  yy'  (mod  S). 

Infatti  è,  per  ipotesi, 

X  =  y  -i-x^      x'  =  y'  -\-  ^:^ 

con  V  ^  \.'  elementi  di  S  ;  quindi  è 

XX'  =yy'  -{-y::^'  -|- ^jy'  -f- -^'. 

Ma  y:^',  :^y\  :;^:^\  essendo  5  invariante  in  A,  sono  elementi    di    S, 

dunque  è 

xx'  =  yy'  +  /, 

con  t  in  S;  cioè,  come  volevasi, 

xx'  ^  yy'  (mod  5). 

Nell'ipotesi  che  5  sia  una  sotto-algebra  invariante  di  A,  può  dun- 
que definirsi  il  prodotto  [v]. [.v'],  o  [-v][.v'],  della  classe  [.v]  per  la 
classe  [x']  ponendo,  per  definizione  : 

[x][.V]  =  [,v.V]. 

Come  è  chiaro  : 

//  prodotto  di  classi  ora  definito   gode   della  proprietà   associativa    e 
della  proprietà  distributiva  rispetto  alla  somma  di  classi  ; 
e  inoltre  si  ha,  col  significato  precedente  di  a  e  fi, 

a[x]/^[.v'J  =  a?M[x']. 

147.  Le  osservazioni,  che  siamo  venuti  facendo,  possono  evidente- 
mente esser  raccolte  nell'importante  teorema  (di  Molien)  : 
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Se  B  i-  una  sotto-algebra  invariante  propria  di  un'algebra  A  e  gii 
ordini  di  A  e  B  sono  n  ed  ni  (;/  >  m),  le  classi  di  A  niod  B  costitui- 
scono, nel  corpo  in  cui  ì"  definita  A,  un'algebra  di  ordine  n  —  ni,  quando 
per  esse  si  pongano  le  dcfini:^ioni  di  somma,  prodotto  scalare  e  prodotto 
nei  modi  piit  sopra  indicati. 

Quest'algebra  si  dirà  l'algebra  complementare  di  B  rispetto  ad 
A^  o  anche  l'algebra  differenza  di  A  e  B,  e  si  denoterà  con  A  —  B. 

Avvertasi  esplicitamente  che  non  in  ogni  caso  esiste  in  A  una  sotto- 
algebra equivalente  all'algebra  A  —  B.  Ma,  se  C  è  un  qualunque  si- 
stema complementare  a  B  in  A,  e,  detti  ,v,  y  degli  elementi  di  C,  si 
definisce  come  prodotto  di  .v  per  y  in  C,  l'elemento  di  C  che  appartiene 
alla  classe  mod  B  individuata  dal  prodotto  di  x  per  y  in  A,  mentre  le 
somme  e  i  prodotti  scalari  si  definiscono  in  C  come  in  A,  è  chiaro 
che  l'insieme  degli  elementi  di  C  si  muta,  con  queste  convenzioni,  in 
un'algebra  C  equivalente  all'algebra  A  —  B. 

L'algebra   C  si  dirà  dedotta  da  C  riferendo  C  al  modulo  B. 

A  questo  proposito  giova  avvertire  che  però: 

Se  l'algebra  A  e  somma  diretta  delle  algebre  B  e  C  (cosicché,  per 
il  n°  138,  ciascuna  di  queste  è  invariante  propria  in  A),  B  è  equiva- 
lente all'algebra  A  —  Ce  Ce  equivalente  all'algebra  A  —  B. 

Notisi  infine  che  : 

Se  A  e  un'algebra  pseudonulla  e  B  e  una  sotto-algebra  invariante 
propria  di  A,  l'algebra  complementare  di  B  rispetto  ad  A  è  anch'essa 
pseudonulla. 

148.  Sia  A  un'algebra  dotata  di  sotto-algebra  eccezionale,  e  sia 
questa  E. 

Se  E  coincide  con  A,  ossia,  se  A  e  pseudonulla,  non  e  il  caso  di 
parlare  dell'algebra  A  —  E;  ma,  se  A  ^  E,  cioè,  se  y^  è  non  pseudo- 
nulla e  non  semi-semplice,  l'algebra  A  —  E  esiste. 

Ebbene,  dico  che  in  tal  caso  : 

L'algebra  A  —  E  è  priva  di  elementi  eccezionali. 

Indicato  con  x  un  qualunque  elemento  di  A,  si  indichi  con  [x]  la 
classe  mod  E  che  esso  determina,  per  modo  che,  al  variare  di  x  in  A, 
[x]  descrive  l'algebra  A  —  E. 

Sia  ora  [v]  un  elemento  <ì\  A  —  E  nullo  0  eccezionale. 
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Qualunque  sia  .v  in  A,  h  classe 

sarà  un  elemento  di  A  —  E  nullo  o  pseuJonuUo  ;  quindi,    se    r    è    un 
intero  positivo  abbastanza  elevato,  sarà 

Ciò  significa  che  {xyj  è  un  elemento  di  E;  quindi  .x)',  o  e  zero, 
o  è  pseudonullo. 

Ma  allora,  essendo  .v  un  qualunque  elemento  di  A^  y  è  nullo  o 
eccezionale  in  A,  ossia  y  è  un  elemento  di  £";  e  quindi  [)']  è,  come 
volevasi,  necessariamente  nullo. 

Il  teorema  dimostrato  può  enunciarsi  come  segue  : 

L'algebra  coinplenientare^  rispetto  a  un  algebra  non  seini-scniplice  e 
non  psciuionulla,  della  sotto-algebra  eccezionale  è  un  algebra  semi-semplice, 
che  non  è  certo  una  zj^ro-algebra  di  ordine  i. 

149.  Se  B^  e  B^  sono  sotto-algebre  invarianti  proprie  di  A  e 
B^  <^  B^,  A  —  5,  contiene  una  sotto-algebra  invariante  (propria)  equi- 
valente a  B^  —  B^. 

Per  le  ipotesi  fatte  è  chiaro  (n°  SS)  che  B^  è  invariante  propria  in 
B^  ;  quindi  esiste,  intanto,  l'algebra  B^  —  B,. 

Elementi  di  B^  congrui  rispetto  a  B^  sono  anche  elementi  di  A 
congrui  rispetto  a  B^  ;  dunque  ciascuna  classe  di  B^  mod  B^  è  conte- 
nuta in  una,  ed  ima  sola,  classe  di  A  mod  B^ . 

Ma  allora  è  chiaro  intanto  che  le  classi  di  A  mod  B,  in  cui  si  di- 
spongono le  classi  di  B^  mod  B^  costituiscono,  in  A  —  J5,  ,  una  sotto- 
algebra propria  equivalente  a  5,  —  B^. 

Dico  che  tale  sotto-algebra  è  inoltre  invariante  in  A  —  B^. 

Infatti  sia  [x]  un  elemento  qualunque  di  A  —  -S, ,  e  [y]  un  ele- 
mento qualunque  contenuto  nella  sotto-algebra  in  discorso,  essendo 
sempre  [.v]  e  [y]  le  classi  di  A  mod  B^  determinate  dagli  elementi  x 
ed  V. 

Sarà  X  un  elemento  qualunque  di  A,  mentre  y  si  potrà  pensare 
come  un  elemento  qualunque  di  B^  ;  quindi,  attesa  l'invarianza  di  5,  in 
A,  xy  e  yx  saranno  anch'essi  elementi  di  B^  e  le  classi  [jv]  [^'j  e  [y]  [x] 
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s.iranno,  A  pari  di  [v],  clementi  della  nostra  sotto-algebra.  E  ciò   signi- 
fica, appunto,  che  questa  e  invariante  in  A  —  B^. 

150.  Il  teorema  precedente  può  essere  invertito;  cioè: 

Si  B^  e  una  sotto-algebra  invariante  propria  di  A  e  A  —  B^  contiene 
una  sotto-algebra  invariante  propria  D,  esiste  in  A  una  sotto-algebra  in- 
variante propria  5,,  con  B^^  B^  e  B^  —  B^  equivalente  a  D. 

Sia  [.v]  un  elemento  di  D,  essendo  [x]  la  classe  di  A  mod  B^  in- 
dividuata dall'elemento  .v,  e  si  dica  B,  la  sotto-algebra  di  A  riempita 
dagli  elementi  di  A  costituenti  la  classe  [a],  al  variare  di  questa  in    D. 

Siccome  D  è  sotto-algebra  propria  di  A  —  5^ ,  sarà  B^  «<  A,  e, 
siccome  [o]  =^  B, ,  sarà  B^"^  B/,  poi,  essendo  D  invariante  in  A  —  5, , 
dall'essere  [.v]  un  elemento  di  D  e  [y]  un  elemento  di  A  —  B2  segue 
che  [xy]  e  [y  x]  sono  anch'essi  degli  elementi  di  D,  quindi  dall'essere 
X  un  elemento  dì  B^  e  y  un  elemento  di  A  segue  che  anche  xy  ed 
VA'  sono  elemcnii  di  B^.  Si  conclude  che  B^  e  mvariante  in  A. 

D'altronde  è  chiaro  che  B^  è  invariante  in  B^ ,  essendo  tale  in  A, 
e  che  B,  —  B^  è  equivalente  a  D,  dunque  ecc. 

Dai  due  ultimi  teoremi  discende  subito  che  : 

Se  B^  e  una  sotto-algebra  invariante  massima  di  A,  A  —  B^e  sem- 
plice ;  e  viceversa. 

151.  Se  B^  e  B^  sono  sotto-algebre  distinte  invarianti  massime  di  A 
ed  è  B  o  B^  :=  C  ^  o,  C  è  una  sotto-algebra  invariante  massima  di 
B^  e  B^.  Inoltre  A  —  B^  e  A  —  B^  sono  rispettivamente  equivalenti  a 
B^-  C  e  B^  —  C. 

Intanto  è  evidente  (n°  92)  che  C  è  invariante  in  A  e  quindi  an- 
che in  B^  e  B^,  e  che  C  è  sotto-algebra  propria  tanto  per  B^,  quanto 
per  B^. 

Adesso  si  ponga 

B=C  +  D^         con         C  o  D,  =  o, 
B^=  C-\-  D^        con         C  n  D^  =  o, 

per  modo  che  sarà  pure 

D,  o  D^  =  o. 

Essendo  (n°  91) 

A  =  B,-\-B,, 
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sarà 

A  =  /)•_  -f-  D^        e        A=  H^  -f  /)_ . 

Se  indichiamo  con  D^  e  D^  le  algebre  che  si  deducono  dal  sistema 
/),  riferendolo    una  volta,    in   A,  al    modulo  B^ ,    un'altra  volta,   in   B^  , 

al  modulo  C,  le  algebre  D,  e  D,  sono  rispettivamente  equivalenti  alle 
algebre  A  —  B,  e  B^  —  C. 

Ora  siano  .v  ed  y  degli    clementi  di  D^  e  quindi    di  D,  e  D^.   Le 

combinazioni  lineari  di  x  e  v  in  D,  e  D^  coincidono  con  quelle  di  x,  y 
in  D,  ;    il  prodotto    di  x   per  y,  in  D^ ,  è   l'elemento    di  D,  congruo  a 

xy  mod  5,,  t//  /), ,  è  l'elemento  di  D,  congruo  a  xy  mod  C;  ma  que- 
sti ultimi  elementi  di  D,  coincidono  (n°  144),  perchè  C<^B^,  dunque 

le  algebre  D^  e  D^  coincidono,  e  le  algebre  A  —  5,  e  B^  —  C  sono 
equivalenti. 

Allo  stesso  modo  si  vede  che  sono  equivalenti  A  —  i5,  e  B^  —  C. 

Ma,  essendo  5,  e  B^  invarianti  massime  in  A,  A  —  5,  e  A  —  B, 
sono  semplici,  dunque  sono  tali  anche  B,  —  C  e  B^  —  C,  e  C  e  in- 
variante massima  tanto  per  B^ ,  quanto  per  B^ . 

Notisi  che: 

Se,  ferme  rimanendo  le  ipotesi  fatte  su  B^  <-'  5^,  è  B^  n  B^  =  o 
(nel  qual  caso,  per  il  teorema  del  n°  159,  A  è  la  somma  diretta  di 
5,  e  5,),  le  algebre  A  —  B^  e  A  —  B,  sono  rispettivamente  equivalenti 
a  B^  e  B^y  e  B^,  B^  sono  semplici. 

§  2. 
Serie  di  composizione  e  serie  di  differenze. 

152.  Data  un'algebra  A,  sia 

(0  ^.  =  ^,         ^,,  •••  ,  ^,  C/^0 

una  serie  di  algebre  tali  che  A,  sia  semplice  e  A^  (i  <^l ^t,  se  />i) 
sia  una  sotto-algebra  invariante  massima  di  A,_  . 

Allora  la  serie  (i)  si   dice   una   serie  di   composizione  di  A,  e 

G.   Scorza.  —  Tteria  imtraie  delle  alfehre.  jj 
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la  serie  delle  algebre  semplici  (n°   150) 

si  dice  una  serie  di  differenze  di  A. 

Un'algebra  ha  certo  cjualche  serie  di  composizione  e  può  averne 
più  di  una.  Ma: 

Due  serie  di  differen::e  di  una  stessa  algebra  contengono  io  stesso  nu- 
mero di  algebre,  e  le  algebre  dell'una  serie  sono,  a  meno,  in  caso,  del- 
Vordinc,  equivalenti  a  quelle  dell'altra. 

Siano 

(2)  A,,         A^,  ...,  A, 
e 

(3)  A,,        A[,...,A[ 

due  diverse  serie  di  composizione  dell'algebra  A^  =  A. 

Poiché  il  teorema  è  ovvio  per  le  algebre  di  ordine  i,  esso  sarà 
dimostrato  per  l'algebra  A^ ,  quando  sia  fatto  vedere  che  esso  sussiste 
per  A^ ,  se  sussiste  per  le  algebre  di  ordine  inferiore  a  quello  di  A^ . 

Supponiamo  che  ciò  sia  e,  considerate  le  algebre  A^  e  A[,  poniamo 
in  primo  luogo  che  sia 

A^n  A[=C^o. 
Se 

ree 

è  una  serie  di  composizione  di  C,  giacché  C  é  invariante  massima  tanto 
in  A^y  quanto  in  A[  (n°  151)  saranno 

(4)  ^.,        ^.,        C,        C,,        Q,  ... 
e 

(5)  ^.,      A,      c,      e,,      e,,... 

due  nuove  serie  di  composizione  di  A^ . 

Le  serie  di  differenze  corrispondenti  alle  serie  (4)  e  (5)  sono  co- 
stituite dallo  stesso  numero  di  algebre  e,  per  il  teorema  del  n°  151,  le 
algebre  di  una  serie  sono,  a  meno,  in  caso,  dell'ordine,  equivalenti  a 
quelle  dell'altra;  ma  poiché,  per  ipotesi,  il  teorema  sussiste  per  A^  e 
A'^,  lo  stesso   accade   per   le   serie  di   differenze   corrispondenti  a  (2)  e 
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(4),  a  (3)  e  (5),  dunque  le  scric  di  differenze  corrispondenti  a  (2)  e 
(^)  soncì  proprio  costituite  dello  stesso  numero  di  algebre  (cosicché 
/  =  /»),  e  le  algebre  dell'una  scric  sono,  a  meno,  in  caso,  dell'ordine, 
equivalenti  a  quelle  dell'altra. 

Poiu'amo  in  secondo  luogo  che  sia 

A^  n  A[  =z  o. 

Allora  (n°  151,  in  line)  A^  e  A[  sono  semplici,  /  =  /;=:  2  e  le 
serie  di  differenze  corrispondenti  alle  serie  (2)  e  (5)  sono 

A,-A^,     A^        e         A^-A[,     A[; 

poi  A^  è  equivalente  ad  A^  —  ^.^  -'^\  equivalente  ad  A^  —  A^^  dun- 
que tee. 

Dal  teorema  dimostrato  discende,  in  particolare,  che: 
Se  gli  ordini  delle  algebre  costituenti  i  termini  di  una  serie  di  compo- 
sizione di  un'algebra  sono  m^,  ...  ,  ;;,,  l'aggregato  degli  interi 

(la  cui  somma  è  l'ordine  n^  dell'algebra  data)  è,  a  meno,  in  caso,  dell'or- 
dine, indipendente  dalla  serie. 

153.  Un'algebra  pseudonulla,  se  è  di  indice  ^2,  non  è  certo  sem- 
plice, e,  se  è  dell'indice  2,  ossia  è  una  zero-algebra,  è  semplice  quando, 
e  solo  quando,  è  di  ordine  i. 

Intanto  l'algebra  complementare  di  una  sotto-algebra  invariante 
propria  di  un'algebra  pseudonulla  è  pseudonulla  (n°  147),  dunque,  atteso 
che  le  algebre  di  una  serie  di  differenze  sono  tutte  semplici,  si  ha  che  : 

La  serie  di  differente  corrispondente  a  una  qualunque  serie  di  com- 
posi:;jone  di  un'algebra  pseudonulla  di  ordine  n  l  costituita  da  n  ^ero- 
algebre  di  ordine  i. 

Quindi,  in  particolare: 

Ogni  algebra  pseudonulla  di  ordine  n  ^  i  possiede  sotto-algebre  in- 
varianti (massime)  di  ordine  n  —  i. 

Queste  osservazioni,  come  risulterà  subito,  possono  essere  notevol- 
mente generalizzate. 

154.  Se  A  è  un'algebra  con  Vindice  r'^  i,  l'algebra 

A'  —  A'  (I  ^«</^r), 
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dove  A'  —  A'  sta  per  A\  se  }■  j  =  r  e  A'  =  o,  ^  un  algebra  pseudo- 
nulla  di  indice  /;,  se  h  t:  il  niiuiino  intero  positivo  per  il  quale  risulta 
ih^j. 

Essendo,  per  le  ipotesi  fatte, 

A'  >  A'        e        A'  •  A'  =  A>  •  A'  =  A>^'  Z,  A> , 

A',  se  non  è  zero,  è  una  sotto-algebra  invariante  di  A',  cosicché  in- 
tanto si  può  ben  parlare  dell'algebra  A'  —  A' . 

Adesso  siano  x,,  ...  ,  .v^  elementi  di  A'  e  [atJ,  ...,  [xj  le  classi 
mod  A' ,  cioè  gli  elementi  di  A'  —  A' ,  che  essi  individuano. 

Giacché 

[x,][a-J  ...  [xJ  =  [a-,a-,  ...  xj, 

e  giacché  (^'^  =  A'^  é  il  sistema  di  ordine  minimo  contenente  tutti  i 
prodotti  del  tipo  x^x^  ...  x^,  con  le  x  \n  A' ,  è  chiaro  che 

{A'  -  A')' 

è  zero  quando,  e  solo  quando,  è  A^  Z.  A' ,  cioè  i  k^j.  E  da  ciò 
segue  appunto  l'enunciato. 


In  particolare: 

Le  algebre 

A-  A\ 

A'  —  A',  .. 

•  ,  A'-^ 

A' 

sono  tutte  delle  ■::^ero- algebre. 

155.  Dimostriamo  ora  che: 

Se  A  e  un  algebra  di  indice  r  '^  i  ed  e  ^  la  differenza  degli  ordini 
di  A  ed  A',  in  ciascuna  serie  di  differente  di  A  esistono  v  termini  che 
sono  altrettante  ^ero-algebre  di  ordine  i. 

Se  A"  =  o,  ossia  A  é  pseudonulla,  il  teorema  (n°  153)  é  già  di- 
mostrato; supponiamo  dunque  che  ciò  non  sia. 

Si  indichino  con  n  ed  n'  gli  ordini  di  A  ed  A\  per  modo  che 
l'ordine  della  zero-algebra  A  —  A'  sarà  n  —  n\  e  si  indichi  con 

una  serie    di    composizione   di  A  —  A'   (n°    153),   per    modo   che  D, 
(/  =  I,  .  .  .  ,  n  —  n')  sarà  una  zero-algebra  di  ordine  n  —  n'  —  l-\-  1. 
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Avvertasi  che,  essendo  A  —  A'  una  zero-algebra,  D^,  per  l  ^  i^ 
e  invariante  non  solo  in  D,  ^ ,  ma  addirittura  in  A  —  A^  (cfr.  n°  99). 

In  corrispondenza  alle  sotto-algebre  invarianti  proprie  D^,  D  , ...,  D^„, 
di  ^  —  ^' ,  per  le  quali  è 

D^  >  D,  >  . . .  >  D     , 

(e  delle  quali,  naturalmente,  e  il  caso  di  parlare  solo  quando  sia 
n  —  "' >  0'  esistono  in  A,  per  quanto  è  detto  nel  n°  150,  delle 
sotto-algebre  invarianti  proprie  A^,  ...  ,  A^^  ^_,,  per  le  quali  è 

A^^ A, :>••:> A   ,> A' 

e 

A^  —  A'  (k  =  2,  ...  ,  n  —  n') 

equivalente  a  £)^ . 

Ciò  porta  che  A^  —  A'  è  una  zero-algebra  di  ordine  n  —  «'  —  k-{-  1, 
che  l'ordine  di  A^  è 

{n  —  n'  —  k  -{-  I )-{-»'  =  «  —  ^  -{-  I) 

cioè  che  gli  ordini  di 

(6)  A^  =  A,        A,,...,A„_„„        A^ 

sono,  successivamente, 

n,         n  —  1,  ...  ,  n'  -\-  I,         n\ 

e  che  quindi  le  algebre  (6)  possono  considerarsi  come  i  primi  ;/  —  n' -\~  i 
termini  di  una  serie  di  composizione  di  A. 
Ma,  per  /  =  i,  2,  .  .  .  ,  w  —  «', 

dove  A^^^  =  -^^ ,  se  l  =  ti  —  «',  è  una  zero-algebra  (di  ordine  i)  per- 
chè A,^^y  contenendo  A\  contiene  ^';  (cfr.  il  ragionamento  del  n°  1^4), 
dunque  i  primi  ;/  —  v'  termini  della  serie  di  differenze  corrispondente 
alla  detta  serie  di  composizione  sono  tutti  delle  zero-algebre  di  ordine  i. 

Se  r  =  2,  è  u  —  «'  =  V  e  il  teorema  è  dimostrato;  se  no,  si 
indichi  con  n"  l'ordine  di  A'. 

Ragionando  su  A'  e  A"  —  A^  come  è  stato  ragionato  su  A  ed 
A\  si  trova  che  esiste  una  serie  di  differenze  di  A'  i  cui  primi  ti'  —  ;;" 
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termini  sono  delle  zero-algebre  di  ordine  i,  cioè  una  serie  di  differenze 
di  A  i  cui  primi  (w  —  ;/')  -f-  ("'  —  "")  =  '^  —  ""  termini  sono  tutti 
dello  zero-algebre  di  ordine   i. 

Dopo  ciò,  se  r  =  5,  e  quindi  ;/  —  ;;"  =  v,  il  teorema  è  dimo- 
strato; se  no,  si  passeri  a  considerare  A^  <C  A\  e  si  continuerà  a  ra- 
gionare come  or  ora  ò  stato  detto  per  A'. 

In  ogni  caso  si  Unisce  sempre  per  riconoscer  l'esattezza  dell'enun- 
ciato. 

Nei  ragionamenti  fatti   è    poi   contenuto   implicitamente  il  teorema: 

Ogni  algebra  di  ordine  n  ^  1  e  di  indice  >  i  possiede  qualche 
sotto-algebra  invariante  (massima)  di  ordine  ti  —  i. 


CAPITOLO  IV. 

PROPRIETÀ  FONDAMENTALI  Dl-GLI  AUTOMODULI. 


Osservazioni  preliminari. 

156.  Se  X  e  un  elemento  di  un  algebra  A,  diverso  da  ^ero  e  non 
psetidonnllo,  di  indice  sinistro  (destro)  k,  il  sistema  x^  A  (il  sistema  Ax'') 
è  un^algebra  che  possiede  almeno  un  modulo  sinistro  (destro). 

Consideriamo,  per  fissar  le  idee,  il  sistema  x'' A.  Esso,  o  è  zero,  o 
è  una  sottoalgebra  semi-invariante  sinistra  in  A  (n°  93);  ma  qui  la 
prima  alternativa  deve  essere  esclusa,  perchè,  se  no,  essendo  x  "^'  con- 
tenuto in  x'' A,  sarebbe  .v*'^'=o,  contrariamente  alle  ipotesi  fatte  su  x; 
dunque  è  dimostrato  intanto  che  x""  A  è  un'algebra. 

Ora  sia  /;  un  qualsivoglia  intero  superiore  a  k. 

Sarà,  per  la  definizione  di  indice  sinistro, 

(i)  x\x''A  =  x''^'A  =  x'A; 

e  poi,  essendo  h'^k,  sarà  a'' =  x^.x''"^  un  elemento  dell'algebra  x^  A. 
Ma  allora  la  (i)  esprime  che  x''  ha,  in  x'' A,  caratteristica  sinistra  eguale 
all'ordine  dell'algebra;  e  quindi  .v*^,  come  volevasi,  possiede  qualche 
modulo  sinistro  (n°  105). 

157.  Perchè  un  algebra  possegga  qualche  automodulo  occorre  e  basta 
che  non  sia  pseudonulla. 

Che  la  condizione  sia  necessaria  è  bene  evidente,  perchè  un  ele- 
mento diverso  da  zero  di  un'algebra  pseudonulla  è  pseudonullo,  e  quindi 
non  è  certo  un  automodulo. 


264  PARTE  II.  —  LA  TEORIA  GENERALE  DELLE  ALGEBRE. 


Clic  sia  sufficiente  risiilt-i  dall'osservare,  in  primo  luogo,  che  un'al- 
gebra non  pseudonulla  contiene  almeno  un  elemento  diverso  da  zero  e 
non  pseudonullo  e  quindi  (n"  156)  almeno  una  sotto-algebra  con  qual- 
che modulo  sinistro  (destro);  e,  in  secondo  luogo,  che  ogni  tale  mo- 
dulo è  un  automodulo. 

158.  Se  un'algebra  A  possiede  un  solo  automoduìo,  u^,  e  per  un  suo 
elemento  x  ^  o  non  ne  esiste  un  altro  v,  sì  che  si  abbia 

xy  =  «,      -  {oppure     yx  =  uj, 

X  è  un  elemento  ecccT^ionale. 

Infatti  il  sistema  xA  (oppure  il  sistema  Ax),  o  è  zero,  o  è  una 
sotto-algebra  di  A  che,  non  contenendo,  per  ipotesi,  u^ ,  è  priva  di  auto- 
moduli e  quindi  (n°  157)  è  pseudonulla. 

In  particolare  : 

Se  un  algebra  t  dotata  di  modulo  e  non  possiede  automoduli  diversi 
dal  modulo,  ogni  suo  eventuale  divisore  dello  ^ero  è  un  elemento  ecce- 
zionale. 

159.  Se  un'algebra  dotata  di  modulo  possiede  un  automodulo  diverso 
dal  modulo,  la  differen:^a  tra  il  modulo  e  Vautomodulo  è  ancora  un  auto- 
modulo ;  i  due  automoduli  sono  mutuamente  nullifici,  e  ciascun  elemento 
dell'algebra,  che  abbia  un  modulo  (un  nullifico)  nell'uno  di  essi,  ha  un 
nullifico  (un  modulo)  nell'altro. 

Si  abbia  infatti  un'algebra  col  modulo  /(  e  l'automodulo  u^  ^  u. 

Posto 

u^  —  u  —  u^ , 

si  ha  M^  ^  o  e  poi 

u\  =  u'  —  uu^  —  u^  u  -f-  u]  =■  u  —  u^  =  u^; 

quindi  u^  è  intanto  un  automodulo. 
Poi  è 

(2)       un=u^{ji — ?t  )=?i^ — '^,=05     u^u={ii — uyi=u^ — '*,=0j 

dunque  gli  automoduli  u^  e  u^  sono  mutuamente  nullifici. 

Infine,  se  x  è  un  elemento  di  A  avente  u^ ,  ad  es.,  per  modulo,  è 

X.U.  =:z  XU.  .U,   =  X  .U    U,  =  O, 
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c  quindi    .V  h.i    in   ti^    un   nullifico;    mentre,    se  v  è    un  elemento  di  A 
avente  u^  per  nullifico,  e 

e  quindi  y  hi  in   n,   un   modulo. 

Badando  alle  (2)  si  trae  che  : 

Se  un'algebra  t  dotata  di  modulo,  o^ni  suo  eventuale  automodulo  di- 
verso dal  modulo  è  un  divisore  (sinistro  e  destro)  dello  :(^ero. 

160.  Se  M,  t  un  automodulo  per  l'algebra  A,  il  prodotto  u^  A  (il 
prodotto  Au^)  è  un'algebra,  ed  è  l'insieme  degli  elementi  di  A,  ciascun 
dei  quali  ha  in  u^   un  modulo  sinistro  (destro). 

Consideriamo,  per  fissar  le  idee,  il  prodotto  m,  A.  Esso  contiene 
l'elemento  «,  •  «,  =  «,  ^  o,  quindi  non  è  zero,  ed  è  (n°  9})  un'alge- 
bra (semi-invariante  sinistra  in  A\ 

Adesso  sia  X  un  elemento  di  /*,  A.  Sussisterà  per  x  almeno  una 
eguaglianza  della  forma 

con  V  in  A,  e  quindi  sarà 

«,.r  =  u\y  =z  uj  =  x; 

cioè  X  avrà  in  u^  un  modulo  sinistro. 

Viceversa,  se  x  è  un  elemento  avente  in  u^  un  modulo  sinistro,    è 

X  =  «,.x, 

e  quindi  .v  è  bene  un  elemento  di  u^  A. 

L'intersezione  delle  algebre  u^  A  e  Au^,  che  è  certo  diversa  da  zero, 
perche  contiene  «^ ,  e  quindi  e  un'algebra,  e  l'insieme  degli  elementi  di 
A  che  hanno  per  modulo  u^. 

Ma,  se  X  ha  per  modulo  u, ,  è 

X  =  M,.VM,; 
e  viceversa,  se  un  elemento  è  della  forma 

con  V  in  A,  esso  ha  in  u^  un  modulo;  dunque: 

G.    S(.OKtA.  —  1  tcria   gtntralt  Jtlle  aìftbrc.  }4 
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L'insieme  degli  elementi  di  A  ciascun  dei  quali  ha  un  modulo  ncl- 
l'automodnlo  u,  h  l'ahebra  u  Au  . 

t  o  ir 

Naturalmente  l'algebra  ",Au^  e  dotata  di  modulo,  e  il  suo  mo- 
dulo è  »j . 

Di  qua  e  dal  teorema  del  n°  159  discende  che; 

Se  l'algebra  A  h  dotata  di  modulo,  u^  e  un  suo  autoniodulo  diverso 
dal  modulo,  e  u^  e  la  diffcrenip.  tra  il  modulo  e  u^,  l'insieme  degli  cle- 
menti che  hanno  in  u^  un  nullifico  e  l'algebra  u^Au^,  col  modulo  u^. 

Automoduli  mutuamente  nuUifici. 

161.  Automoduli  di  un'algebra,  a  due  a  due  mutuamente  nullifici, 
sono  indipendenti  e  la  loro  somma  e  un  automodulo,  che  e  un  modulo  per 
ciascuno  di  essi. 

Siano  M, ,  .  .  .  ,  ti  (p  ^  i")  automoduli  di  un'algebra  a  due  a  due 
mutuamente  nuUifici,  per  modo  che  sarà 

(l)  U]  =  «, ,  IL  U.  =  O      (i,j=i,...,p;i^j); 

e  sia 

con  le  a  numeri  del  corpo  in  cui  è  definita  l'algebra. 
Dalla  (2),  tenendo  conto  delle  (i),  si  deduce 

«.(«.«.  +  •••  +^^)  =  ''-.^^  =  0      (i=i,  ...,  p); 

e  di  qua,  essendo  /r^o,  a^=:o;  dunque  u^,  ...,  u    sono  indipendenti. 
Segue  che  è 

d'altronde,  per  le  (i),  è  pure 

(„_  _!_...  -{-u^y  —  «_-}-...+  u^, 
e 

".(",  4-  •  •  •  +  O  =  (",  -[-•••+  O^.  ^^u   0  =  1,...,/'); 
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dunque  M,  -f"  '  ■  ■  "f"  "/  •-'  ""  automoUulo,  che  è  modulo  per  ciascuno 
degli  automoduli  dati. 

Vi  è  luogo  qui  a  qualciie  osservazione  ulteriore. 

Se 

>,,__!_ ...  +  A^,//^,      e      vh^  +  ...  4-x;,»p 

sono  combinazioni  lineari  di  r/^,  ...  ,  11  ,  si  ha,  in  virtù  delie  (i), 

(3)  i\",+- -f-\'ga:^+ -  +^;",)=\>:".+ -  +\K''r> 

dunque  il  sistema,  di  ordine  p,    generato    da  z/^,  ...  ,  zr,  è  un  algebra 
commutativa,  col  modulo  «,  -f-  •••  -\-  'Lì  somma    diretta    di  p  algebre 
di  ordine  i,  coi  moduli  m^,  ...  ,  11  . 
Dalla  (5)  discende  in  particolare 

dunque  la  combinazione  'X^  «<_  -|-  •••  -j-  a  «  attesa  l'indipendenza  di 
», ,  ...  ,  Il  ,  risulta  un  automodulo  quando,  e  solo  quando,  non  tutte 
le  X  siano  nulle  e  sia  inoltre 

X,  =:  Xj ,   .  .  .  ,  X^,  =  >.^  ; 

cioè  quando,  e  solo  quando,  le  X  non  siano  tutte  nulle  e  quelle  non 
nulle  siano  tutte  eguali  ad   i. 

Da  ciò  discende  che  gli  automoduli  della  suddetta  algebra  commu- 
tativa sono  dati  tutti  da  u^,  .  . .  ,  u  e  dalle  loro  somme  3.  k  a  k 
(À;  =  2,  .  . .  ,  p),  elementi,  che  per  l'indipendenza  di  u^ ,  .  . .  ,  u  ,  ri- 
sultano certo  tutti  quanti  distinti;  dunque  essi  sono  in  tutto  2^  —  i. 

Raccogliendo  le  osservazioni  fatte  si  ha  il  teorema  : 

Se  un'algebra  d'ordine  n  contiene  p  autoinoduli,  a  due  a  due  miitna- 
mente  niillifici  se  p>  i,  h  p  ^n  ;  ed  è  p  ^=  n  quando,  e  solo  quando, 
l'algebra  sia  dotata  di  modulo,  commutativa  e,  se  n  '^  i,  somma  diretta 
di  n  algebre  di  ordine  1  ;  nel  qual  caso  essa  contiene  in  tutto  2"  —  i 
autotnoduli. 

162.  Se  u  e  V  sono  automoduli  di  un'algebra  mutuamente  nullijìci 
ed  i 

«  =  «,+  •••+  «f» 

con  u^,  .  .  .  ,  u    automoduli,  a  due  a  due  mutuamente  nullijìci  se  />  ^  i, 
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attche  ciascuno  di  questi  uìlinii  automoduli  <•    mutuamente,  uuìlijìco  con  v. 
Infatti  ciascuno  degli    automodiili  u.,    avendo  un    modulo    in  u,  ò 
un  elemento  dell'algebra  uAu,  se  J  è  l'algebra  data,  e  poi  e 

V .uAu  =^  vu.Au  =  o, 

uAu.v  =  u  A-uv  =  o. 
Segue  che  : 
Se  u  e  V  sono  automoduli  di  un'algebra  mutuamente  nuìlifici  ed  è 

"  =  «.+   •••   +'^;>» 

con  u  ,  . . .  j  u  aulomoduli,  a  due  a  due  viutuamente  nuUifici  se  p  '^  i, 
e  i\,  .  .  .  ,  V  automoduli,  a  due  a  due  mutuamente  nullifici  se  q^  i, 
V  eguaglianxji 

«  +  ^  =  «,  +  •  •  •  +  «^  +  ^.  +  •  •  •  +  ^, 

dà  una  decomposizione  dell' autoìnodulo  u  -\-  v  in  una  somma  di  automo- 
duli a  due  a  due  mutuanmite  nullifici. 

163.  5^  l'automodulo  u  dell'algebra  A  e  somma  degli  automoduli 
u^,  .  .  .  ,  u  ,  a  due  a  due  mutuamente  nullifici,  la  caratteristica  sinistra 
(destra)  di  u  h  la  somma  delle  caratteristiche  sinistre  (destre)  di  m,  ,  ...,  u^. 

Da 

"  =  ",  +  •  •  •  +  «^ 

si  trae  intanto  (n°  82) 

uA  Z^u^A  -\-  •  •  •  -\-  u^A; 

ma,  essendo  u^  r=  uu-  (;'  =  i,  •  •  ■  ,  p),  si  ha 

u.Az=ti,.uAZuA^ 
e  quindi 

u^A-]-  '•■  -j-u^A  ^uA; 
dunque  è 

uA  =  u^A  -\-  '  ■  '  ~\-  u^A. 

D'altronde  nessuna  delle  algebre  UjA  ha  elementi  non  nulli  comuni   , 
con  la    somma    delle    rimanenti,    perchè    gli    elementi    di  m,  A,  per  es., 
hanno  in    u^    un    modulo    sinistro,    mentre   gli    elementi    delle   algebre 
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tt^Jl,  . . .  ,  Il  A  hanno  in  ti^  un  nullifico  sinistro,  dunque  ti^  A^  . . .  ,  11  A 
sono  complementari  in  u  A  e  hi  caratteristica  sinistra  di  u  è  la  somma 
delle  caratteristiche  sinistre  di  //,,  ...  ,  ti  . 

Allo  stesso  modo  si  prova  che  la  caratteristica  destra  di  ;/  è  la 
somma  delle  caratteristiche  destre  di  «^ ,  ...  ,  Uf. 

Dalla  proposizione    dimostrata    discende    che    se    le    nullità  sinistre 

(destre)  di  ti  ed  ti    si  indicano  con  v  e  v    (/  =  i,  .  .  .  ,  p),  e  l'ordine  di 

A  è  n,  si  ha 

i..  P 

; 
164.  Se  11  e  un  antoinodtilo  di  un'alfiebra  A  ed  è 

«  =  ».  +    •••    +  «;,, 

con  H^,  .  .  .  ,  /<;,  (/)  ^  2)  atitomodtili  a  due  a  due  mutuamente  nuUifici, 
posto 

A,.  =  u^Au.  («■  /,  =  1,  ...,p), 

si  ha 

(      o,  se     j  =;é  L 

e  i  p^  sistemi  A.     sono  complementari  in  u  A u. 
Infatti,  per  ;  ^  /,  è 

e,  per  ;  =  /,  è 

Ai.i  Ah  =  '^  •  ^  "y  ^  ■  'h  ^  ».  A  »h  =  Ai,h  • 
Poi  da 

«^"  =  (Z".)^(Z«,) 

si  trae 

uAu^y  A-  .: 
'./ 

d'altronde,  essendo  tiu  =  n..  ti  u  =  u  ,  e 

A-.  =:  u  .  u,  A  u.  .u^uA  u, 

e  per  conseguenza 

1.../. 

Z^.,y  ^"^«, 
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dunque  è,  int.into, 

Il  Ali  =^  '^  A.  ■ . 

'./ 

Per  dimostrare  compiutamente  il  teorema  non  resta,  dunque,  se 
non  far  vedere  che  uno  qualunque  dei  sistemi  A.  ,  poniamo  A.  .  ,  non 
ha  elementi  non  nulli  comuni  con  la  somma  di  tutti  gli  altri. 

Ora  ciò  è  immediato,  poiché  da 

n    xu     =z  y^  Il  X    u  . 

'./ 

con  .V  e  le  x.  ■  elementi  di  .^  e  con  la  somma  estesa  a  tutte  le  disposi- 
zioni (;',  ;)  a  due  a  due  degli  indici  i,  .  .  .  ,  p,  con  eventuali  ripetizioni, 
diverse  dalla  disposizione  (z\  ,  /,),  segue,  moltiplicando,  membro  a  mem- 
bro, a  sinistra  per  ir    e  a  destra  per  n.  , 

u    xu     ^=y^u.u.x..iiu     =  o. 

'./ 

Dalle  (4)  segue,  per  i  ^  j, 

Al.  =  o; 
quindi  : 

Un  sistema  A.  . ,  con  i  :^  j,  0  t  :iero,  0  è  una  :;ero-algebra. 

Invece  è  chiaro  che  : 

//  sistema  A.,  (t  =:  i,  ...,/))  è  un'algebra  col  modulo  u.  ; 
quindi  per  i  =  j  =  l  ^=  h  nelle  (4),  dei    due    segni  ^,  vale  quello  in- 
feriore. 

Il  sistema  Air  A,  contenendo  «  ,  è  certo  diverso  da  zero;  dunque 
(n°  93)  esso  è  una  sotto-algebra  invariante  di  A. 

Segue  che,  se  y^  è  semplice,  è 

Au.A  =  A; 
e  quindi  : 

Se  A  è  semplice,  le  (4)  possono  essere  sostituite  dalle  relazioni  piti 
precise 
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Avvertasi  clic  in  tal  caso,  risiiltani.lo,  in  particolare, 

<,^„.  =  <,.  ■ 

è  certo  A.  .  :^  o,  e  quindi  : 

Se  A  i  semplice,  i  sistemi    A^    ,  con    iy^jj    sono    tutti    delle    T^ero- 

algebre. 

« 

I  sistemi  di  Peirce  legati  ad  un  automodulo. 

l65.  Sia  /<,  un  automodulo  dell'algebra  A  e  siano  D, ,  5, ,  N,  i 
sistemi  costituiti  dagli  elementi  di  A,  ciascun  dei  quali  ha  in  h^  un  nul- 
lifico destro,  un  nullifico  sinistro,  o  un  nullifico,  rispettivamente. 

Per  ragioni  analoghe  a  quelle  addotte  nel  n°  léo  w,  D,  y  D,  h 
l'insieme  degli  elementi  di  A  ciascun  dei  quali  ha  in  ti^  un  modulo  sini- 
stro e  un  nullifico  destro,  ed  S,  //,  ^  S,  e  l'insieme  degli  clementi  di  A 
ciascun  dei  quali  ha  in  n^   un  nullifico  sinistro  e  un  modulo  destro. 

La  somma  degli  ordini  di  m^D,  ed  N",  eguaglia  (n°  103)  l'ordine 
di  D,  ;  d'altronde 

/(,D,  niV,  =0, 

perchè  un  elemento  non  nullo  di  A  non  può  avere  in  m,  un  modulo 
sinistro  e,  nel  tempo  stesso,  un  nullifico,  dunque  è 

(I)  D,  =  «,/), +  Ar.. 

Analogamente  si  vede  che 
i^~)  5,  =  5., +  N,. 

Accanto  alle  (i)  e  (2)  si  hanno  le  uguaglianze 

(3)  ^  =  ^H,  +  D, 

(4)  A  =  u^A  +  S^, 

che  si  dimostrano  allo  stesso  modo;  e  in  ciascuna  di  queste  quattro 
uguaglianze  i  sistemi  che  compariscono  a  secondo  menìbro  sono  com- 
plementari nel  sistema  che  comparisce  a  primo  membro. 
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D.illa  (3)  si  deduce 

(5)  u^A  =  u^Au,  +//,/:>,, 

con  ti^Ati^  e  w, /),  complcmenuri  in  ti^A;  quindi  la  (4)  diviene,  ba- 
dando alla  (5)  e  alla  (2): 

(6)  A  =  u,Jn,-\-u,D,+S,u^+N„ 

dove  i  sistemi  che  compariscono  a  secondo  membro  sono  complemen- 
tari in  A. 

La  (6),  formula  fondamentale  dovuta  a  B.  Peirce,  può  enunciarsi 
nel  modo  che  segue: 

5^  «,  è  un  atitomodulo  di  un'algebra,  un  gnalsivoglia  elemento  x  di 
questa  può  mettersi,  e  in  un  modo  solo,  nella  forma 

dove  x^  ha  in  u^  un  modulo,  x,  ha  in  u^  un  modulo  sinistro  e  un  nul- 
lifico destro,  x,  ha  in  u^  un  modulo  destro  e  un  nullifico  sinistro,  e  x  ha 
in  «,  un  nullifico. 

È  facile  esprimere  mediante  x  ed  u^  gli  elementi  x^,  ...  ,  x^,  di 
cui  parla  quest'enunciato. 

Si  trova  subito,  infatti: 

.X  =.u  xu  ,  X  ^u  X — u  xu  ,    X  ^=xu  — u  xu  ,    X  =x — u  X — xu  — u  xu, . 

I  Il'2  I  ll'j  I  Il'4  1  I  II 

166.  I  sistemi  che  conipariscono  nel  secondo  membro  della  (6)  si 
diranno,  per  brevità  di  discorso,  i  sistemi  di  Peirce  legati  o  rela- 
tivi all'automodulo  u,  . 

Di  essi,  il  primo,  u^Au^  è  in  ogni  caso  diverso  da  zero  ed  è 
un'algebra  (col  modulo  ;^_);  il  secondo,  u^D^,  e  il  terzo,  5^  m,  ,  sono, 
ciascuno,  o  zero,  o  una  zero-algebra,  perchè  è 

(",  J^y  =  ^^  •  D,  u^  .  Z),  =r  o,         (S,  ;*,y  =  5. .  /^.  5. .  M,  =  o  ; 

e  il  quarto,  N^,  o  i  zero,  o  è  un'algebra. 

Notisi  poi  esplicitamente  che: 

1)u^Ah^  è  l'insieme  degli  elementi  di  A  aventi  in   u^    un   modulo; 

II)  u,  D^  e  l'insieme  degli  elementi  di  A  aventi  in  «,  un  modulo 
sinistro  e  un  nullifico  destro; 
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III)  5,  «,  e  l'insieme   degli  elementi  di  A  aventi  in  m,  un    modulo 
destro  e  un  nullifico  sinistro; 

IV)  AT,  e  l'insieme  degli  elementi  di  A  aventi  in  n^  un  nullifico. 
Badando  a  queste  osservazioni,  in  particolare  badando  che  «,  A  m,  è 

un'algebra  con  modulo  e  quindi  di  indice  i,  e  indicando  per  brevità 
con  P^,P^,P  ,P  i  successivi  sistemi  di  Peirce  legati  ad  «,  ,  si  ha  per 
essi  la  tavola  di  moUipìicaxjone  espressa  dalle  seguenti  relazioni  : 


p,p,  =  o,  P:  =  o, 

pp.  =  0,       PP,  =  0, 


P.P^=o,         P,P,  -o, 
P^P.^P,,      PJ.Z^P,, 


P]  =  o, 

p.p.^p.^ 


p  p  =0, 

>        4  ' 

P'  ^P  ; 

4  ^    4  ' 


o,  con  schematismo  evidente,  dalla  tabella  : 


p. 

p. 

p> 

p. 

p, 

p, 

^p. 

0 

0 

p. 

0 

0 

^p. 

^p. 

p. 

^p. 

^p. 

0 

0 

p. 

0 

0 

^^, 

A  proposito  dei  sistemi  D^  S,,  A'^,  giova  poi  tener  presenti  anche 
le  osservazioni  che  seguono. 

Intanto  ciascun  elemento  del  prodotto  S,  D, ,  per  le  definizioni  stesse 
di  5,  e  D, ,  ha  in  u^  un  nullifico  sinistro  e  destro,  cioè  un  nullifico, 
dunque  e  : 

Poi  la  (6)  dà 

DA  =  D.uAu4-D.hD4-  D  (Su   -f-  N  )  ; 

I  II  li  I        I       I      I  I  V     I      I      1  ly  ' 

ma  e  D,  u,  r=  o,  dunque,  badando  alla  (2),  resta 

G.    ScoRtA.  —  Ttori*   ^tnerale  dtUt  aìgtbre.  5J 
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Allo  Stesso  modo,  dalla  (6)  e  dalla  (i),  si  deduce 

...  Ili' 

quindi  e 

D,A  =  AS.  =  D.5.. 


§  4- 
Automoduli  primitivi  e  autonioduli  principali. 

167.  L'automodulo  m,  dell'algebra  A  si  dice  primitivo,  per  A,  se 
in  A  non  esistono  automoduli,  diversi  da  ii^ ,  che  abbiano  in  11^  un  mo- 
dulo; si  dice  invece  principale,  per  Aj  se  in  A  non  esistono  automo- 
duli, che  abbiano  in  u^  un  nullifico. 

Val  quanto  dire  che  ti^  è  un  automodulo  primitivo,  se  il  primo  si- 
stema di  Peirce  legato  ad  «,  non  contiene  automoduli  diversi  da  u^  ;  è 
un  automodulo  principale,  se  il  quarto  sistema  di  Peirce  legato  ad  «,  è 
privo  di  automoduli,  ossia  è  zero,  o  un'algebra  pseudonulla  —  nel  quale 
ultimo  caso,  come  risulterà  tra  poco,  A  è  dotata  di  elementi  eccezionali 
e  l'algebra  pseudonulla  in  discorso  è  addirittura  contenuta  nella  sotto- 
algebra eccezionale  di  A. 

168.  Se  li'  e  un  automodiil 0  non  primitivo  delì'aJgebra  A,  esiste  in 
A  almeno  un  automoduìo  u",  tale  che  il  primo  sistema  di  Peirce  legato 
ad  u"  sia  una  sotto-algebra  propria  di  quello  legato  ad  u'. 

Infatti,  se  /('  è  per  A  un  automodulo  non  primitivo,  il  primo  si- 
stema di  Peirce  relativo  ad  u\  cioè  l'algebra  u'Au'  contiene  almeno 
un  automodulo,  e  sia  u'\  diverso  da  u'.  Ora  per  l'algebra  u'  Au'  u'  è 
modulo;  dunque  u"  è,  per  quest'algebra,  un  divisore  dello  zero  (n°  159) 
ed  è,  come  volcvasi, 

u"  Au"  =  u"  u' .  A.u'  u"  =  u"  .  n  Au'  .u"  <^u'  A  a'. 

Siccome  un'algebra  non  può  contenere  una  successione  infinita  di 
automoduli,  si  che  il  primo  sistema  di  Peirce  legato  ad  uno  qualunque 
di  essi  abbia  una  sotto-algebra  propria  nel  primo  sistema  di  Peirce  le- 
gato al  successivo,  si  deduce  dalla  proposizione  ora  dimostrata  che: 

Un'algebra  dotata  di  automoduli,  0,  ciò  che  e  lo  stesso,  non  pseudo- 
nulla, possiede  sempre  almeno  un  automodulo  primitivo. 
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Da  essa  segue  anclic  che: 

Se  V  h  un  automoduìo  di  uii'til^i-hra,  esiste  sempre,  in  (jiiestu,  almeno 
un  automoduìo  primitivo  (distinto  o  non  da  v)  avente  in  v  un  modulo^ 
cioè  situato  nel  primo  sistema  di  Pì:irce  relativo  a  v. 

169.  5('  u'  h  un  automodulo  non  principale  dell'algebra  A,  esiste  in 
A  almeno  un  automodulo  n" ,  tale  che  il  quarto  sistema  di  Peirce  le- 
gato ad  ti"  sia  contenuto  nel  quarto  sistema  di  Piurce  legato  ad  u',  ma 
non  coincida  con  esso. 

Infatti  sia  N'  il  quarto  sistema  di  Fi;[rce  relativo  ad  u'. 

Siccome  u'  non  è  principale  per  A,  N'  è  un'algebra  non  pscudo- 
nulla;  quindi  esiste  in  N'  almeno  un  automodulo.  Sia  v'  uno  di  que- 
sti e  pongasi 

n"  =  u'  4-  v'. 

L'automodulo  v',  essendo  contenuto  in  N',  ha  un  nullifico  in  u'  ; 
dunque  u"  (n"  161)  è  un  automodulo,  nei  quale  tanto  u'  quanto  v' 
ha  un  modulo. 

Si  indichi  ora  con  N"  il  quarto  sistema  di  Peirce  relativo  ad  u". 

Siccome  ciascun  elemento  di  N"  ha  un  nullifico  in  /<",  ogni  tale 
elemento  avrà  pure  un  nullifico  sinistro  in  /('  u"  =  u'  e  un  nullifico 
destro  in  u"  u'  =  ti',  cioè  un  nullifico  in  /('.  Ciò  significa  che  N"  è 
contenuto  in  N'. 

Intanto  v'  è  in  N\  ma  non  è  in  A^",  appunto  perchè  v'  ha  in  u" 
non  un  nullifico,  ma  un  modulo;  dunque  è  proprio,  come  volevasi, 

N"  <  N'. 

Dal  teorema  dimostrato  (ctr.  n°  168)  discende  subito  che: 
Un'algebra  dotata  di  automodiili,  0,  ciò  che  ^  lo  stesso,   non  pseudo- 
nulla, possiede  sempre  almeno  un  automoduìo  principale. 

170.  Nel  n°  precedente  è  stato  osservato  che  u"  è  modulo  non 
solo  per  »',  ma  anche  per  v'. 

Ciò  porta  che  ciascun  elemento  di  N"  ha  un  nullifico  anche  in  v\ 
e  quindi  il  quarto  sistema  di  Peirce  relativo  a  v'  nell'algebra  N'  con- 
tiene N". 

Suppongasi  ora,  come  è  lecito,  in  virtù  dell'ultima  proposizione  di- 
mostrata, che  v'  sia  per  A"   un  automodulo  principale. 
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Allora  il  quarto  sistema  di  Peirce  relativo  a  v'  in  N'  è  zero,  o 
un'algebra  pseudonulla,  quindi  anche  N"  è  zero,  o  un'algebra  pseudo- 
nulla, e  u"  risulta,  per  ^,  un  automodulo  principale. 

Insomma  : 

Se  II'  h  liti  iì liti) modulo  non  principale  dcW algebra  A,  t  possibile  tro- 
vare in  A  un  automodulo  v' ,  avente  un  nullifico  in  u' ,  tale  che  la  somma 
u'  -{-  v'  risulti  un  automodulo  principale  di  A. 

La  condizione  che  u'  non  sia  un  automodulo  principale  è  necessa- 
ria per  la  validità  di  questo  teorema,  anche  se  si  lascia  cadere  per  v'  la 
condizione  di  avere  un  nullifico  in  u\  perchè  risulterà  tra  poco  che  la 
differenza  fra  automoduli  principali  distinti  di  una  stessa  algebra  è,  per 
questa,  un  elemento  eccezionale,  e  quindi  non  può  essere  un  automodulo. 

171.  Un'algebra  dotata  di  modulo  ha  un  solo  automodulo  principale, 
e  questo  e  il  modulo. 

Infatti  sia  A  un'algebra  col  modulo  u  e  sia  v  un  automodulo  prin- 
cipale di  A. 

Se  fosse  v  ^  u,  posto  u  —  v  =  Wj  w  sarebbe  un  automodulo  di 
A  avente  in  v  un  nullifico  (n°  159).  Ma  questo  è  assurdo,  per  l'ipotesi 
fatta  su  V,  dunque  è  v  =:  u,  q  iì  teorema  è  dimostrato. 

172.  5^  u  è  un  automodulo  principale  per  l'algebra  A,  un  elemento 
di  A  che  abbia  in  u  un  nullifico,  0,  soltanto,  un  nullifico  sinistro  (destro), 
0  è  nullo,  0  è  eccezionale. 

Si  dicano,  infatti,  Z),  5,  AT,  con  N  =  D  n  S,  gli  insiemi  degli  ele- 
menti di  A  ciascun  dei  quali  ha  in  u,  rispettivamente,  un  nullifico  de- 
stro, un  nullifico  sinistro,  o  un  nullifico. 

Il  prodotto  S  D  è,  per  quanto  sappiamo,  (n°  166)  contenuto  in  N; 

intanto  N,  o  e  zero,  o  è  un'algebra  pseudonulla,  una  volta  che  u  è  per 

A  un  automodulo  principale,  dunque  esiste  un  intero  positivo  r,  per  il 

quale  è 

(5Dy  =  o, 
e  per  conseguenza 

(DSy""  =  DiSDyS  =  o. 
Ma  è  pure 

A.DS  =  AD.S^DS, 

DS.A  =  D.SA  Z,DS, 
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pcrclic  e  (n"  95) 

ADZ^l),        SAZ^S, 

dunque  D5,  o  e  zero,  o  è  una  sotto-algebra  invariante  pseudonulla  di  A. 
Ora  e  (n°   166) 

DA  =  AS=  ])S, 

dunque  ciascun  elemento  di  D  ed  5,  e  per  conseguenza  anche  di  N,  se 

non  e  zero,  è  eccezionale. 

Essendo 

nDZ,D,        ShZ^S, 

segue  dal  teorema  dimostrato  che  : 

5t'  u  h  un  automodulo  principale  per  l'algebra  A,  ciascuno  dei  tre 
ultimi  sistemi  di  Peirce  legati  ad  u,  se  non  h  xero,  l  una  sotto-algebra 
di  elementi  eccezionali  in  A. 

Avvertasi  che,  se  questi  tre  sistemi  sono  tutti  eguali  a  zero,  ò 
A  =  u Au  ed  u  è  il  modulo  di  A. 

Da  ciò  si  trae  subito  che  : 

Un  algebra  priva  di  modulo  e  necessariamente  dotata  di  sotto-algebra 
eccezionale. 

E  infatti  una  tale  algebra  o  è  pseudonulla;  o  possiede  qualche  auto- 
modulo principale,  e  per  ognuno  di  questi  i  tre  ultimi  sistemi  di  Peirce 
non  sono  tutti  eguali  a  zero;  quindi  essa  è  in  ogni  caso  dotata  di 
elementi  eccezionali. 

173.  Un'algebra  semi-semplice,  che  non  sia  una  zero-algebra  di 
ordine   i,  è  priva  di  elementi  eccezionali,  dunque: 

Un  algebra  semi-semplice,  che  non  sia  una  x.^ro-algebra  di  ordine  i, 
è  necessariamente  dotata  di  modulo. 

Ora  nel  n°  158  ò  stato  osservato  che,  se  un'algebra  dotata  di  mo- 
dulo non  possiede  automoduli  diversi  dal  modulo,  ogni  suo  eventuale 
divisore  dello  zero  è  addirittura  un  elemento  eccezionale,  per  modo  che 
una  tale  algebra,  se  non  è  primitiva,  non  è  neppure  semi-semplice  ; 
dunque  : 

Fra  le  algebre    a  modulo  primitivo    sono  semi-semplici  tutte,    e  solo, 
quelle  che  siano  addirittura  primitive  ; 
e: 
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Un'aìc^chra  semi-setnpìice,  che  non  sia  n^  una  :^ero-aìgebra  di  ordine 
I,  ne  un'algebra  primitiva,  possiede  necessariamente  degli  automoduli  di- 
versi dal  modulo. 

174.  Un  automodulo  non  primitivo  può  sempre  pensarsi  come  una 
somma  di  automoduli  primitivi  a  due  a  due  mutuamente  nullifici. 

Sia  u  un  automodulo  non  primitivo  dell'algebra  A. 

Poiché  u  non  è  primitivo,  esiste  in  uAn  (n°  168)  qualche  auto- 
modulo, diverso  da  «,  primitivo  in  A.  Sia  //,  uno  di  questi,  e  poniamo 

u  =  u^  -|-  v. 

Per  l'algebra  uAu  u  è  modulo,  e  u^  è  un  automodulo  diverso  dal 
modulo;  dunque  (n°  159)  x;  è  un  automodulo,  situato  in  uAu  al  pari 
di  u  ed  M|,  mutuamente  nullifico  con  «, .  Inoltre  è  (cfr.   n"   168) 

v Av  <^  uAu. 

Se  v  è,  come  «, ,  un  automodulo  primitivo  di  A,  il  teorema  è  di- 
mostrato. Se  no,  in  virtù  di  un  ragionamento  analogo  a  quello  or  ora 
sviluppato,  sarà  possibile  trovare  in  vAv  due  automoduli  mutuamente 
nullifici  u^  e  w,  con  u^  primitivo  in  A,  tali  che  sia 

v=  u^-\-  w, 

u'Au'<^vAv; 
quindi  sarà 

u  =  u^  4-  u^  -j-  zv, 

con  Wj ,  «j,  tu  a  due  a  due  mutuamente  nullifici  (n°  162)  e  con  u^,  n^ 
automoduli  primitivi  di  A. 

Adesso,  se  tv  è  primitivo  in  A,  il  teorema  è  dimostrato;  se  no,  si 
ragionerà  su  tu  come  si  è  già  ragionato  su  v. 

Il  procedimento,  conducendo  ad  una  serie  di  algebre 

u  Au,        vAv,        tv  Au\   ... 

con  gli  ordini  successivamente  decrescenti,  non  può  essere  illimitata- 
mente proseguito,  quindi  è  certo  che  in  ogni  caso  si  finisce  per  espri- 
mere u  nella  forma  voluta. 

A   complemento  della  proposizione  ora  dimostrata  avvertasi  che: 
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È  certo  non  primitivo  un  aiitotnoJnìo  che  possa  pensarsi  come  somma 
di  antomoduli  (primitivi  o  non)  a  due  a  due  mutuamente  nulli/ici. 
Infatti,  se  è 

u  =  u^-\-   •••  -f-  u^,  f/'^2), 

con  »,  «1 ,  .  .  .  ,  n  automoduli  di  un'alf^cbra  e  con  gli  «  a  due  a  due 
mutuamente  nullifìci,  ciascuno  degli  automoduli  u.  è  diverso  da  u  (per 
l'indipendenza  di  /<, ,  ...  /()  ed  ha  un  modulo  in   11. 

175.  Se  u  è  un  automodulo  non  principale  per  l'algebra  A  ed  è 

"  =  »,  +  •••  +  '^,  ('^  0. 

con  «, ,  .  .  .  ,  u^  automoduli  primitivi,  e,  se  t  '^  i,  a  due  a  due  mutua- 
mente nullijici,  esiste  in  A  almeno  un  autoinodulo  principale,  che  è  somma 
di  più  che  t  automoduli  primitivi,  a  due  a  due  mutuamente  nullifìci. 

Infatti  esiste  in  A  almeno  un  automodulo  v,  avente  in  u  un  nulli- 
fico, per  cui  u  -\-  v  risulta  un  automodulo  principale  di  A;  quindi  per 
giustificar  l'enunciato  basta  applicare  a  v,  se  v  non  è  primitivo,  il  teo- 
rema del  n°  precedente,  e  poi  ad  /(  e  t^  il  teorema  che  chiude  il 
n°   162. 

176.  Le  caratteristiche  di  un  automodulo  sono  in  ogni  caso  posi- 
tive, perchè  un  automodulo  non  può  essere  un  nullifico  ;  quindi  da  ciò 
che  è  detto  nei  n'   174  e   163  segue  che: 

Fra  gli  automoduli  di  un'algebra  non  pseudonulla  quelli  a  caratteri- 
stica sinistra  (destra)  minima  sono  certo  primitivi  ; 
e  così  da  quanto  è  detto  nei  n'  170  e  163  discende  che: 

Fra  gli  automoduli  di  un'algebra  non  pseudonulla  quelli  a  caratteri- 
stica sinistra  (destra)  massima  sono  certo  principali. 

177.  Se  11^  è  un  automodulo  dell'algebra  A  col  modulo  u,  e  si  pone 
u^  =.  u  —  ìi^,  gli  automoduli  di  A  contenuti  nell'algebra  n^  A  (^nell'alge- 
bra Au^)  sono  tutti,  e  solo,  gli  elementi  della  forma 

con  A',  aiitomodulo  del  primo  sistema  di  Pi:irci£  legato  ad  u^  e  x^  ele- 
mento comune  al  sistema  u^Au,  (al  sistema  u^Au^)  e  all'algebra  x^A 
(all'algebra  Ax^). 
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E  fra  cotesti  automoduìi  qucìli  della  forma 

con  .Vj  demento  di  n^Ati^  {di  n^AuJ,  sotto  tutti  equivaJettti  ad  ii^. 

Se  11,  =  ti,  è  11^  =  o,  e  il  teorema  è  evidente.  Supponiamo  dun- 
que clic  ciò  non  sia,  per  modo  che  ti^  sarA  un  automodulo,  ;/,  e  ii^  sa- 
ranno mutuamente  nuUifici,  e,  posto 

^i,i  =   "i'^^^i  (i,i=  1,2), 

per  questi  sistemi  A^     varranno  tutte  le  osservazioni  del  n°   164  e  sarà 

Limitandoci  a  considerare  soltanto  il  caso  dell'algebra  u,  A^  dalla 
(i),  badando  che 

deduciamo 

e  qui  A,,  è  il  primo  sistema  di  Peirce  legato  ad  ti^,  A^^  =  ti^Ati^^ 
se  non  è  zero,  e  una  zero-algebra,  e  ^,  , ,  A^  ^  sono  complementari 
in  ti,^  A. 

Segue  che,  se  jc  è  un  elemento  di  ti^  A,  si  ha  per  x  una,  ed  una 
sola,  eguaglianza  della  forma 

(2)  x  =  x^-]rx^, 

con  -Vj  m  A^  ^  Q.  x^  in  A^  ^. 

Ora  dalla  (2),  badando  che 

perchè,  addirittura, 

,  ,  <,<,  =0  =  ^:^,, 

discende 

(3)  ^'  =  <  +  ^.^.; 

e  qui  x]  è  un  elemento  di  ^,  ,,  e  x^x^  un  elemento  di  A,^,  perchè  è 
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dunque  .v  risulta  un  automodulo  quando,  e  solo  quando,  e 

-^,  +  -^  ^  ^'  -^,  =^,y  x,^.  =  '^.  • 
D'altronde  è  x]  ^=  x^  solo  a  patto  che  x,  sia  nullo  o  un  automo- 
dulo di  y^,  , ,  e  quando  .v^  :=  o  risulta  x*  =  o,  dunque  è  dimostrato  in- 
tanto che  X  e  un  automodulo  (di  ti^  A)  quando,  e  solo  quando,  x,  è  un 
automodulo  di  y^,  ,  e  x^  e  un  elemento  di  A^  ,  avente  in  x^  un  mo- 
dulo sinistro,  cioè  un  elemento  comune  ad  A^  ^  e  all'algebra  x,  A.  In 
particolare,  e  provato  che  ciascun  elemento  di  u^  A  della  forma 

con  Xj  in  /^,  j ,  è  un  automodulo. 

Per  convincersi,  infine,  che  un  automodulo  di  questa  forma  è  equi- 
valente ad  /t, ,  basta  osservare  che  è 

indi 

(U  +  Xj(»,   -f  XJ(U  —   Xj   =  (u^    +  Xj(/t  —   Xj  =:   /(,  , 

e  poi  che  ii  -f-  -v^  è  l'elemento  inverso  di  11  —  x^ ,  perchè  è 
(n  +  xj(«  —  xj  =  /^. 

Se  «j  è  primitivo,  l'algebra  A^  ,  non  contiene  automoduli  diversi 
da  «, ,  dunque  : 

Se  11^  è  un  automodtdo  primitivo  delValgebra  A  col  modiiìo  ti, 
gli  ek/ncnti  di  u^A  (Jt  A 11^)  che  riescono  automoduli  sono  tutti,  e  solo, 
quelli  della  forma 

con  x^  contenuto  in  u^A{u  —  '<,)["^  ("  —  '^)^'^]'  ^  ciascuno  di  tali 
automoduli  è  equivalente  ad  u^ ,  e  quindi  è,  anch'esso,  primitivo. 

Avvertasi  che  entro  l'alf^ebra  u^  A  (e  osservazioni  analoghe  potreb- 
bero essere  fatte  per  Au^\  A^  ^,  se  non  e  :^ero,  e  una  :^ero-algebra  inva- 
riante^ perchè  è 

A^  ^  .u^A  =  ^,  ,  u^.A  =  o, 

e  che,  se  A^  ^  è  un'algebra  primitiva  (il  che  esige  naturalmente  che  u^ 
sia  un  automodulo  primitivo)  e  A^  ,  non  è  :^erOy  A^  ^  e  la  sotto-algebra 
eccezionale  di  u^A,  perche  se  tale  sotto-algebra  avesse  ordine  superiore  a 
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quello  di  A^^,  essendo  A^  ,  e  A^^  complementari  in  ll^A,  essa  avrebbe 
qualche  elemento  non  nullo  comune  con  A^  ,  . 
Dalle  (2)  e  (5)  si  rileva 

X^  =  .V,  X, 

e  di  qua,  successivamente, 

x'  =  x^x^  =  x|x, 

X"*  ::=  X,  x">   rr:  xi  X, 
ì 


dunque  e,  per  r  intero  positivo  qualunque, 

x'  =  x;4-x;-'x,. 

Qui  x\  è  in  -^,,,  e  x]~' x^  in  A^/,  dunque: 

L'elemento  x  di  n^  A  risulta  lero  0  pseudonullo  quando^  e  solo  quando^ 
tale  ex,. 

Segue  che: 

Se  A^  /e  un'algebra  primitiva,  A^  ,  e  l'insieme  degli  elementi  di  u^  A 
ciascun  dei  quali  e  :(ero  0  pseudonullo. 

Notisi  che  se  «,  è  primitivo  in  ^  e  non  è  ^^  ^  =r  o,  l'algebra  u^  A 
dà  esempio  di  un'algebra  con  più  di  un  automodulo  (e  in  numero  fi- 
nito, o  non,  secondo  che  è  finito,  o  non-,  il  corpo  in  cui  A  è  definita), 
in  cui  ogni  automodulo  è  primitivo  e  principale  nel  tempo  stesso,  ap- 
punto perchè  tutti  i  suoi  automoduli  sono  equivalenti. 

Aggiungasi  che  ciascun  suo  automodulo  è  modulo  sinistro  per  tutti 
gli  automoduli,  perchè  da  w_  -f- x^  e  u^  ~{-y2i  '^^^  ^2  ^  }'?  ^"^  ^1,2' 
segue 

(u,  +xjOt,  4- vj  =  u^  4-)-^. 

I  teoremi  di  questi  ultimi  quattro  numeri  troveranno  più  avanti 
chiarimenti  e  determinazioni  maggiori. 

§5. 

Gli  automoduli  dell'algebra  complementare 

della  sotto-algebra  eccezionale. 

178.  Si  supponga  che  A  sia  un'algebra  non  semi-semplice  e  non 
pseudonulla,  e  sia  E  la  sua  sotto-algebra  eccezionale. 
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Sar:\  E  <^  A  e  l'algebra  A  —  /:,  coniplcnicntarc  di  E  rispetto  ad 
A,  sarA  (n"  148)  priva  di  elementi  eccezionali,  cioè  semi-semplice  e  do- 
tata di  modulo. 

Se,  detto  X  un  elemento  di  A,  si  denota  con  [x]  la  classe  di  A 
mod  E  individuata  da  x,  al  variare  di  x  in  A,  [x]  descriverà  l'algebra 
A  -  E. 

Ciò  posto,  è  ben  chiaro  ciie  : 

Se  u^  è  un  automoduìo  di  A,  [/<J  è  un  automodulo  di  A  —  E. 

Infatti  è 

[",]■  =  [";]  =  [",]- 

e  non  è 

[".]  =  [o]> 
perchè  u^  non  sta  in  E. 

Viceversa,  si  supponga  che  la  classe  [y],  individuata  dall'elemento 
y  di  A,  sia  un  automodulo  di  A  —  E. 

Dico  che  : 

Esiste  in  [y]  qualche  automodulo  di  A. 

Giacché  [y]  è  un  automodulo  di  y^  —  £"  si  ha 

quindi  per  nessun  intero  positivo  r  può  essere  y''  =  o,  perchè  altrimenti 
sarebbe 

b']  =  M- 

Segue  che  l'algebra  potenziale  generata  da  y  non  è  pseudonulla,  e 
che  quindi  essa  ammette  qualche  automodulo. 
Se  M,  è  un  tale  automodulo  ed  è 

con  le  a  numeri  del  corpo  in  cui  è  definita  l'algebra  A,  sarà 

K]=^[y]+-.[y'-]+  •••  +-.w=(^+^+  •••  +OW, 

ossia 

dove 

«  =  «.  +  «.+  *••  -{-""h- 
Siccome 
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segue 

ma  [>]9»^[o],  dunque  a'=ra.  Intanto  e  certo  a.  ^  o,  perchè  altrimenti 
sarebbe  [",]  =  [o],  cioè  ;/,  in  £,  ciò  che  è  impossibile;  dunque  è 
a  =  I,  cioè 

ed  »,  è  un  automodulo  di  A  appartenente  alla  classe  [y]  niod  E. 

Si  conclude  che  : 

Se  H^  percorre  gli  automoduli   di  A,  [«J  percorre  gli  automoduli  di 
A  — E; 
e  quindi  (n°   173)  : 

Se  A  possiede  un  solo  automodulo,  A  —  E  è  primitiva. 

179.  Le  osservazioni  precedenti  possono  essere  precisate. 

Dimostriamo,  infatti,  che  : 

Se  [// J  è  un  automodulo  primitivo  di  A  —  £",  con  m,  automodulo 
di  A,  u^  è  un  automodulo  pritnitivo  di  A. 

Infatti  si  dica   v  un    automodulo    contenuto   in  u^  A  u^ ,  per  modo 
che  sarà 
(i)  v  =  u^xu^, 

indicando  con  x  un  conveniente  elemento  di  A. 
Dalla  (i)  si  trae 

dunque  [v]  è  un  automodulo  di  [w,](-^  —  £")[«,]. 
Segue,  per  l'ipotesi  fatta  su  [mJ,  che 

quindi  «,  —  i',  o  è  zero,  o  è  un  elemento  eccezionale. 

D'altronde,  essendo  v  un  automodulo  dell'algebra  u^Au^  col  mo- 
dulo M, ,  la  differenza  u^  —  v  (n°  159)  è  nulla,  o  è  un  automodulo, 
dunque  è  proprio 

M,   —  X/  =  O, 

e  v  coincide  con  u^.  Val  quanto  dire  che  m,  è  un  automodulo  primi- 
tivo di  A. 

La  proposizione  dimostrata  è  invertibile  ;  e  cioè  : 
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Se  u^  }  tot  tiiitotnotlulo  primitivo  ili  //,  [//J  è  ini  aitlomodiilo  pri- 
mitivo di  A  —  E. 

Sia  intatti  [:'J  un  automodiilo  di  ['<,J(/^  —  £)[r/J.  Sari,  indicando 
con  X  un  conveniente  elemento  di  A, 

M  =  K]WK1-[",A^], 

e  per  il  ragionamento  del  n"   178,  esisterà    nell'algebra    potenziale  gene- 
rata da  u^xu^   un  automodulo,  diciamo  /<^ ,  di  //,  per  il  quale  sarà 

Siccome  u^xii^  è  un  elemento  di  uAn^,  tutta  l'algebra  potenziale 
generata  da  n^xn^  e  contenuta  in  11^  A 11^,  dunque  u^  sta  in  u^Au^  e, 
per  l'potesi  fatta  su  u^ ,  si  ha  u^  =  ",  • 

Ma  allora  è  pure 

e  questo  significa  appunto  che  [/t  J  e  un  automodulo  primitivo  di  A  —  E. 

Insomma  : 

Se  u^  percorre  gii  aiitomodiiìi  primitivi  di  A,  [/(,]  percorre  gli  auto- 
moduli  primitivi  di  A  —  E; 
e  : 

Due  autovwdiili  di  A,  i  quali  differiscano  per  un  elemento  ecce::Jo}iale, 
sono  insieme  primitivi  0  insieme  non  primitivi. 

i8o.  Proseguendo  le  considerazioni  dei  due  ultimi  n' ,  supponiamo 
che  u  sia  un  automodulo  principale  di  A. 

Dico  che  [/<]  è  automodulo  principale,  cioè  (n°  171)  modulo,  per 
A  — E. 

Infatti,  dei  quattro  sistemi  di  Peirce  legati  ad  u,  gli  ultimi  tre  sono 
contenuti  in  £",  dunque  perchè  la  classe  [x]  percorra  l'algebra  A  —  E  non 
è  necessario  che  x  percorra  tutta  l'algebra  A  ;  basta  che  x  descriva  il 
primo  sistema  di  Peirce  legato  ad  /<,  cioè  l'algebra  uAu. 

Val  quanto  dire  che  ogni  elemento  di  ^  —  £  è  della  forma 

["]W[4 

e  che  quindi  [»J  è,  come  volevasi,  il  modulo  di  A  —  E. 
Segue  che  : 
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Se  un  algebra  ammette  più  automoduli  principali  (e  quindi  non  è 
né  pseudonulla,  ne  semi-semplice),  questi  sono  tutti  congrui  fra  loro  ri- 
spetto alla  sotto-algebra  eccezionale. 

In  altri  termini  : 

5^  M,  V  sono  automoduli  principali  di  una  stessa  algebra,  la  diffe- 
ren:;a  u  —  v  h  nulla,  o  ecce:^onale. 


CAPITOLO  V. 

LE  COORDINATE  IN  UN'ALGEBRA. 


Coordinate,  parametri,  matrici,  determinanti,  tracce 
di  un  elemento  di  un'algebra. 

181.  Sia  A  un'algebra  di  ordine  n  nel  corpo  V. 

Un  aggregato  di  unità  di  ^  è  un  suo  qualunque  aggregato  di  n 
elementi  indipendenti. 

Se  Mj ,  . .  .  ,  u^  è  un  tale  aggregato,  per  ogni  elemento  x  di  ^ 
sussiste  una,  ed  una  sola,  eguaglianza  della  forma 

con  le  e,  numeri  di  P;  quindi  x  e  l'n-complesso  (;,,  ...  ,  c,^)  di  P  si 
individuano  reciprocamente.  I  numeri  di  questo  «-complesso  si  dicono 
le  coordinate  di  x  rispetto  alle  unità  u^,  .  .  .  ,  u^^ ,  o,  semplicemente, 
quando  non  vi  sia  luogo  ad  equivoci,  le  coordinate  di  x. 

Notisi  che  la  i'"*  coordinata  di  ?r  è  eguale  ad  i,  mentre  tutte  le 
altre  {se  «>  i)  sono  nulle;  e  che  le  coordinate  dello  :^ero  di  A  (rispetto 
a  qualsiasi  aggregato  di  unità)  sono  tutte  nulle. 

182.  Se  le  coordinate  del  prodotto  u^  u  (t,  j  =^  1,  •  .  .  ,  n)  si  in- 
dicano con 

1Ci,;.i  '  Yi,;,l  »     •   •   •    '     Yi.y.n  > 

gli  >/'  numeri  y^  . ,  si  dicono  le  costanti  di  moltiplicazione  di  A 
rispetto  ad  «, ,  .  .  .  ,  u^. 
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Dare    la   tavola    di    moltiplicazione    di    A    rispetto    alle    unità 
/<,,  .  .  .  ,  u^  significa  assegnare  le  n'  costanti  y,    /  • 
Dovendo  essere 

(w.M.)u,  =  /<,(?//',), 

qualunque  siano  i  valori  di  i,  ;',  /  nella  serie  i,  .  .  .  ,  «,  ed  essendo 

I  .  Il  1 .  11 

(«    M  )m,   =    Yy         U    U,  =:    Vy.        Y    ,     U   . 

r  T,s 

sarà 

r  r 

qualunque  siano  i  valori  di  t,  /,  /,  s  nella  serie  i,  .  . .  ,  «. 

Le  «'  costanti  di  moltipìica^onc  sono  dunque  legate  fra  di  loro  da 
n*  relazioni. 

Si  vedrà  tra  poco  che  queste  relazioni  sono  caratteristiche  per  le 
dette  costanti. 

183.  Perche  l'algebra  A  sia  commutativa  occorre,  evidentemente,  e 

basta  che  sia 

uu   =  u   ti.,  " 

per  I,  ;  =r  I,  .  .  .  ,  n  ;  dunque  : 

Perchè  A  sia  commutativa  occorre  e  basta  che  sia 

^i.i.i  =  ^j,i.i  ii,j,l=i,...,  n). 

184.  I  parametri    sinistri    (destri)   dell'elemento    x    dato    dalla        J 
(i)  —  rispetto  alle  unità  u, ,  .  .  .  ,  u^  —  sono  le  coordinate  degli  n  pro- 
dotti xu^  (degli  n  prodotti  «,x). 

Se  si  pone 

(3  )  ^  «.  =  Z  ^  '.,,  ";  '  ".  '^  =  'HK  i  ";  ' 

con  le  ;|   ,  e,'.'    numeri  di  F,  i  parametri  sinistri  di  x  sono    gli    n^    nu- 
meri ^1  . ,  mentre  quelli  destri  sono  gli  «^  numeri  l'!.. 

Le  formule  che  danno  i  parametri  di  x,  sinistri  e  destri,  mediante 
le  costanti  di  moltiplicazione  e  le  coordinate  di  x  si  assegnano  subito. 
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Si  ha  infatti,  per  la  (i), 
e  quindi,  confrontando  con  le  (3), 


(^)  ^:,,  =  2^  T;...;  ^^/ ,  K,  =  Z  Y../.,  '^/ 


Per  ragioni  di  opportunità  e  di  simmetria,  accanto  ai  parametri 
sinistri  e  destri  di  x,  giova  introdurre  anche,  col  Frobenius,  gli  «^  nu- 
meri ^,^  dati  dalle  formule 

Essi  si  diranno  i  parametri  (senz'altro)  di  x  —  rispetto  alle  unità 


^» 


Avvertasi  che  per  l'unità  Ui  i  parametri  sinistri  sono  dati  dalle 

fi.i,!  (t,  /=  r,  ...  ,  m) 

quelli  destri  dalle 

e  i  parametri,  sen^^altro,  dalle 

ti.j.l  (i,  j  =  i,  . . . ,  n). 

Per  lo  zero  dì  A  è  poi  chiaro  che  sono  nulli  —  rispetto  a  qualsiasi 
aggregato  di  unità  —  i  parametri  di  tutte  e  tre  le  specie. 
185.  Le  matrici 

(7)  iR.,ii,    mji    II;:;,  Il 

si  diranno,  ordinatamente,  la  matrice,  la  matrice  sinistra  e  Li  ma- 
trice destra  di    x  (rispetto    ad  ?<,,...,  m^);    e  si    indicheranno   con 

Per  l'unità  m,  si  ha,  evidentemente, 

(^.,  =  IIy..,.JI,      K,  •=  IIy,..,II,      i^:,  =  IIy.,/,,4 
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e  per  lo  zero  di  A  è 

ì\  =  K  =  K  =  o- 

I  determinanti  delle  ni.urici  (7)  si  diranno,  ordinatamente,  il  de- 
terminante, il  determinante  sinistro  e  il  determinante  destro 
di  X  —  rispetto  ad  n^,  .  .  .  ,  tt^^  —  ;  e  si  denoteranno  con  ^^,  ìi[  e  S". 

Avvertiamo  subito  che,  per  quanto  si  vedrà  più  innanzi,  gli  ultimi 
due  dipendono  da  m,  ,  .  .  ,  ,  «,_  solo  apparentemente.  Essi  sono  dunque 
dei  veri  e  propri  caratteri  di  .v. 

186.  Se  a  è  un  numero  di  T  e  x,  y  sono  elementi  di  A,  si  vede 
subito  che  è  : 


(8) 

P-a.   =«H-x» 

Kx=aP'^ 

ri'.  =  «i-:, 

(9) 

ax                    X  ' 

^L  =  -"^:, 

s;',  =  .-s: 

e 

'f 

(io)   p-,., 

=   P-.  +   P-V, 

pL,  =  h-:  +  k, 

v-'L,  =  e 

Dalle  (io)  e  (8)  discende  che  le  matrici  dell'elemento  x,  dato  dalla 
(i),  si  esprimono,  mediante  le  matrici  omonime  delle  unità  u^,  ...,  ti^^ 
con  le  formule 

>'  i  i 

187.  Fra  le  n*  relazioni  (2)  le  n\  che  si  ottengono  tenendo  fermi 
gli  indici  f,  /  e  facendo  variare  ciascuno  degli  indici  ;',  s  nella  serie 
I,  . .  .  ,  «,  esprimono  che  la  matrice  sinistra  dell'unità  u^  è  permutabile 
con  la  matrice  destra  dell'unità  «^ .  Quindi,  per  le  ultime  due  delle  (11): 

Dire  che  le  costanti  y,  ;  soddisfanno  alle  condizioni  (2)  vai  quanto 
dire  che,  qualunque  siano  gli  elementi  x,  y  di  A,  e 

Fra  le  «*  relazioni  (2)  le  n' ,  che  si  ottengono  tenendo  fermi  gli 
indici  ;",  s  e  facendo  variare  ciascuno  degli  indici  i  ed  /  nella  serie 
I,  .  . .  ,  n,  esprimono  che 

y."  y.     —  y.    (yJ  )     ; 
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e  da  questa  eguaglianza,  valida  per  tutti    i  valori  di  ;  ed  Sj  si  trae,  per 
le  (11),  che  è,  qualunque  siano  x  ed  y  in  A  : 

(13)  f^>,  =  ^Cp-x)-.- 

Segue  che  : 

Le  n*  rela:{ioni  (2)  fra  le  costatiti  y.  ,  equivalgono  alla  relazione 
(13),  ove  si  intenda  che  in  questa  x,  y  siano  elementi  qualunque  di  A. 

Giova  qui,  rilevare  col  Frobenius,  un'altra  conseguenza  interessante 
delle  relazioni  (2). 

Nell'algebra  A^  accanto  all'elemento  x  dato  dalla  (i),  si  consideri 
l'elemento  y  con  le  coordinate  r,^ ,  .  .  .  ,  y)^  e  i  parametri  sinistri  71]  ; 
poi  si  dica  :(  l'elemento  le  cui  coordinate  C,,  •  •  •  ,  ^„  sono  date  da 


(/=   I,    ...  ,    H), 


cioè,  per  le  (6),  da 
(■4) 


Indicati  con  le  ^_     i  parametri  di  ;(  sarà,  tenendo  conto  delle    (2), 


^  = 

-  ir 

Ji  = 

\  ...ji 

= 

ZT.-,;.r.. 

h,k,r 

r.k^k-^h 

h.k.r 

^ 

r 

> 

quindi  è 

(15) 

V;  =  V- 

>,• 

Così,  se  si  indica  con  t  l'elemento,  le  cui  coordinate  sono  date  da 


cioè  da 
(16) 


I  ...M 

^  =  Zt/..,/^'^.» 


si  trova,  con  un  calcolo  simile  al  precedente, 

07)  (.,  =  fxxi^;')_.. 

188.  Accanto  alle  ultime    due    delle  (8)    e  delle    (io)   giova  tener 
presenti  le  formule  che  esprimono  le  matrici,  sinistra  e  destra,  del  prò- 
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dotto    xy    degli    elementi  x,  y  di  A,    con    le    coordinate  $,,  ...  ,  ^^  e 
Tji,  .  .  .  ,  7)^,  mediante  le  matrici  omonime  di  -v  ed  y. 
Essendo 


.V 

si  ha 


cosicché,  intanto,  per  le  coordinate  ^, ,  . .  .  ,  C„  di  x)»  si  ha 

(19)  ^,    =    ^Tfc.k.r^h^à- 

Dopo  ciò,  se  si  pone 

f^:,  =  11^- yll,         K;  =  ll^.-yll» 
si  ha,  badando  alla  prima  delle  (5),  alla  (19)  e  alle  (2), 

(20) 

fc,f  r 

e,  analogamente, 
quindi  è 

(22)  K.,-K{*^ 

e 

Le  (22)  e  (23)  danno 

poi  dalle  (22),  (23)  e  (24)  discende  che,  se  j  è  un  intero  positivo  qua- 
lunque, si  ha  : 

(2;)  K'  =  K',    i-:'=K 
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e 

(26)  s;. -=^:',     K'  =  K'- 

189.  Se  y^  ò  dotata  di  qualche  modulo  sinistro  (destro),  per  cia- 
scuno di  questi  i  parametri  sinistri  (destri)  con  indici  eguali  sono  eguali 
a  I,  mentre  quelli  con  indici  ditFcrenti  (se  ;/  ^  i)sono  nulli.  Cosicché 
per  ciascuno  di  essi  la  matrice  sinistra  (destra)  è  identica. 

In  particolare,  se  A  è  dotata  di  modulo,  le  matrici  sinistra  e  destra 
di  questo  sono  entrambe  identiche. 

Da  quest'ultima  osservazione  —  che,  al  pari  della  precedente  ò  in- 
vertibile —  e  dalle  formule  (8),  (io),  e  (25)  discende  il  teorema  gene- 
rale : 

Se  g{c,)  è  ìui  poìììiomio  in  V  —  privo  di  termine  noto,  se  A  è  priva 
di  modulo  —  e  ^(x)  è  la  corrispondente  funzione  ragionale  intera  dell'ele- 
mento X  di  A,  le  matrici,  sinistra  e  destra,  di  ^(x),  sono  date  da 

190.  Se  si  suppone  che  x  sia  l'elemento  corrente  di  A,  cioè,  se  si 
suppone  che  le  ^, ,  .  .  .  ,  ;,,  siano  variabili,  col  campo  di  variabilitA  r,  le 
matrici  p.^ ,  [x^ ,  |x"  e  i  determinanti  ^^ ,  S'  e  ^'^'  si  dicono,  ordinatamente, 
la  matrice,  la  matrice  sinistra,  la  matrice  destra,  il  determi- 
nante, il  determinante  sinistro  e  il  determinante  destro  di 
A  —  rispetto  alle  unità  «, ,  .  .  .  ,  u^  —  . 

191.  La  somma  degli  elementi  principali  della  matrice  sinistra 
(destra)  di  x  sì  dice  la  traccia  sinistra  (destra)  di  x,  e  si  denoterà 
con  al  (<j").  Come  si  vedrà  tra  poco  essa  è  indipendente  dalla  scelta 
delle  unità  m,  ,  .  .  .  ,  u^;  essa  è  dunque  un  vero  e  proprio  carattere  di  x. 

Se  X  si  considera  come  l'elemento  corrente  di  A,  a[  (<j")  si  dice 
anche  la  traccia  sinistra  (destra)  di  A. 

Se  A  e  dotata  di  qualche  modulo  sinistro  (destro),  per  ciascuno  di 
questi  la  traccia  sinistra  (destra)  è  uguale  ad  //. 

In  particolare,  se  A  è  dotata  di  modulo,  le  tracce  di  questo  sono 
entrambe  eguali  ad  n. 

192.  Se  X  è  un    numero  di  V  e  v,  y    sono    elementi    di    A,   sussi- 
stono le  uguaglian:^e  : 

(27)  <.  =  ^<,      C  =  «<'; 
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(28)  ff'       =g'4-g',  c"      =<y"4-G"; 

(29)  o'   =  <t'  ,       <t"  =  <y"  . 

V      '/  \  V  VX  '  XV  yx 

Le  (27)  e  (28)  sono  evidenti  ;  basta  dunque  dimostrare  le  (29). 

Per  questo  indichiamo,  come  prima,  con  ^^,  ...  ,  ^^  le  coordinate 
di  X,  con  7)^ ,  .  .  .  ,  7),,  quelle  di  v,  e  con  le  C[,  e  ^|'  i  parametri,  sini- 
stri e  destri,  di  .vv- 

Sarà,  badando  alla  (19)  e  alla  (2), 

(30)  '  "'  '•'''''' 

e  quindi 

I  .  ..w 

(31)  <^',x=   Z  TM,'Y),,/,.^r'''^- 

Ma  il  secondo  membro  della  (31)  si  muta  nell'ultimo  della  (30), 
ove  si  scambino,  fra  loro,  gli  indici  di  sommazione  h,  k  e,  fra  loro,  gli 
indici  j,  /  ;  dunque  è 


^^. 

=  ';. 

AUo 

stesso 

modo  si 

trova 

(32) 

a"   = 

I .  .n 

V 

r,i    

'1  i    

e   di 

qua 

discem 

de,  come 

or 

ora. 

=  < 

Avvertasi  che,  essendo 

I . . .« 
xy=  ^Irr^.UM., 
«.;■ 

se  si  indicano  con  z'.  .  ed   e"    le   tracce,  sinistra   e   destra,  del   prodotto 
«^  «  ,  sarà,  per  le  (27)  e  (28), 

e'    =yt'..l.-ri.         e         e"  = 'Ye"^».. 

xy  ^     •,;  ->.     '.  xy  Z—     h)  ^<    '; 

193.  La  caratteristica  della  matrice  sinistra  (destra)  di  x  è  (n°  6G) 
il  massimo  numero  di  elementi  indipendenti  che    possono    scegliersi  fra 
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gli  n  prodotti  xii^,  .  .  .  ,  xu^  ('^ -^'>  •  •  •  >  ''„^)-   Ma  e 

xA  =  (XH^,  .  .  .  ,  X  icj,         Ax  =  (a,  X,  .  .  .  ,  f<„  x), 

^  dunque  : 

<i)  L('  caratteristiche  (le  nullità)  delle  matrici,  sinistra  e  destra,  di  x 
sono  le  caratteristiche  (le  nullità),  sinistra  e  destra,  di  x  ; 

b)  L'elemento  x  h  un  divisore  sinistro  (destro)  dello  :{ero  quando,  e 
solo  quando,  non  è  nullo,  ma  e  a  detcniiinante  sinistro  (destro)  nullo  ; 

e)  L'elemento  x  è  un  nullifico  sinistro  (destro)  di  A  quando,  e  solo 
quando,  non  è  nullo,  ma  è  a  matrice  sinistra  (destra)  nulla  ; 

d)  Valgebra  A  ammette  qualche  modulo  sinistro  (destro)  quando,  e 
solo  quando,  il  suo  determinante  sinistro  (destro)  non  e  costantemente  nullo. 

Da  e)  e  dalle  ultime  due  delle  (ii)  discende  che: 

^)  L algebra    A    ammette    nullifici    sinistri    (destri)    quando,    e    solo 
quando,  le  matrici  sinistre  (destre)  di  «, ,  .  .  .  ,  /t„  sono  dipendenti  ; 
quindi,  ove  si    osservi  che,    se    un'algebra    possiede    un    modulo  destro 
(sinistro),  non  può  ammettere  nullifici  sinistri  (destri),  si  ha  che  : 

1/)  Se  l'algebra  A    e    dotata    di    qualche  modulo    destro   (sinistro),  le 
matrici  sinistre   (destre)   di  «, ,  .  . .  ,  u^  sono    indipendenti  ;  e  quindi  per 
^li  elementi  x,  y  di  A  e 
quando,  e  solo  quando,  sia 
X  =  y. 

Di  qua,  dalle  ultime  due  delle  (8)  e  delle  (io),  e  dalle  (22)  e  (23) 
si  ricava  che  : 

g)  Se  l'algebra  A  è  dotata  di  qualche  modulo  destro  (sinistro),  le 
matrici  sinistre  (destre)  degli  elementi  di  A  costituiscono,  entro  l'algebra 
regolare  di  ordine  n'  costituita  da  tutte  le  matrici  di  ordine  n  in  V,  una 
k  sotto-algebra  reciproca  (equivalente)  ad  A  ;  e  quindi  le  trasposte  delle  ma- 
trici sinistre  (destre)  degli  elementi  stessi  costituiscono,  entro  la  detta  alge- 
bra regolare,  una  sotto-algebra  equivalente  (reciproca)  ad  A. 

In  particolare  : 

h)  Se  l'algebra  A  è  dotata  di  modulo,  le  matrici  sinistre  (destre)  e 
le  trasposte  delle  matrici  destre  (sinistre)  degli  elementi  di  A  costituiscono, 
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entro  la  suddetta  algebra  regolare,  una  sotto-algebra  reciproca  (equivalente) 
ad  A. 

194.  Abbiamo  visto  nel  n"  187  die  la  matrice  destra  (sinistra)  d* 
un  elemento  dì  A  e  permutabile  con  la  matrice  sinistra  (destra)  di  ogni 
elemento  di  A,  o,  ciò  che  e  lo  stesso,  con  la  matrice  sinistra  (destra) 
di  A.  Ebbene  possiamo  dimostrare  col  Frobenius  l'interessante  teorema  : 

Se  il  determinante  di  A  non  e  costantemente  nullo,  e 

V  =  \K\\ 

k  una  matrice  in  V  permutabile  con  la  matrice  sinistra  (destra)  di  A, 
esiste  in  A  un  elemento  y  la  cui  malriu  destra  (sinistra)  e  eguale  a  v. 

Supponiamo,  per  fissar  le  idee,  che  v  sia  permutabile  con  la  ma- 
trice sinistra  di  A. 

Giacché  il  determinante  di  A  non  è  costantemente  nullo,  esiste  in 
A  un  elemento  x^^  con  le  coordinate  C, ,  •  •  •  ,  C,  e  i  parametri  X,..^  per 
il  quale  è 

quindi  è  possibile  determinare  in  V  n  numeri  y)^,  ...,  t)^  per  modo 
che  sia 

(35)  ZX^  =  Ì!\;^;' 

qualunque  sia  /  nella  serie  i,  .  .  .  ,  n. 

Si  indichi  con  ;y  l'elemento  di  A  che  ha  per  coordinate  /),,  ...  ,  r)^, 
e  si  indichino  con  le  •/)!'    i  parametri  destri  di  y. 

Essendo 


I   .  «I  .      in 


}  j.r  '  )  ^  J 

dalla  (^^-f)  discende 

(54)  Y\r,  =  't<rn 

i  t 

per  /  =  I,  . .  .  ,  n. 
Ora  è,  per  ipotesi, 

iìi)  Z\'^/,;  =  !Z^i./%-  (i,  /=  I,  ... ,  «). 
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dove  con  le  ;,'  si  sono  indicati  i  parametri  sinistri  dell'elemento  cor- 
rente X  di  A  con  le  coordinate  ;,,  ... ,  ;.,  ;  e  dalla  (35)  si  deduce  mol- 
tiplicando per  ^    e  sommando  ris|ietto  a  /, 

lv,-,,;;„!:,-ì\'.,v,.,!:,  =  I5:..ì\,':,. 

quindi  e,  badando  alla  (34), 

/  ^,,1  ->i.j  "»/  —  Z-  "*'.'  ^'•/  "*/  ' 
/.'  ;.' 

ossia  anche,  per  la  (12), 
Ma 


;■  />  *         ;■  *  / 

dunque  la  {^6)  può  scriversi  : 

(37)  ì:-'.aa=i<''^,a- 

Dalla  (37),  supponendo  successivamente  eguale  ad  i  una  delle  ^  e 
nulle  tutte  le  altre  (se  »  >  i  ),  si  deduce  che,  per  tutti  i  valori  degli 
indici  I,  /,  si  ha 

2-  ^.'  ';,'  =  2.  ^../  -;,'  ' 
e  di  qua,  essendo 

si  trae 

\;  =^!'/' 
per  /,  /  =  I,  .  .  .  ,  n. 

Ciò  significa  appunto  che  v  è  la  matrice  destra  dell'elemento  y  e 
quindi  il  teorema  e  dimostrato. 

Da  esso  si  deduce  : 

a)  Se    il  determinante    di  A  non  e  costantemente  nullo,    Valgebra  A 
ammette  modulo  ; 
e  quindi: 

G.  ScoR?».  —  Ttoria   rfnernìe  liiìlr  aìgrhrt,  }* 
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h)  Se  il  df  ter  minante  dì  A  non  e  costantemente  nullo,  noti  sono  tali 
n'e  il  suo  determinante  sinistro,  uè  il  suo  determinante  destro. 

Intatti  li  matrice  identica  in  V  di  ordine  n  è  certo  permutabile  con 
le  matrici,  sinistra  e  destra,  di  A;  quindi  esiste  in  A  un  elemento  con 
la  matrice  destra  identica  e  un  elemento  con  la  matrice  sinistra  identica. 

Tanto  basta  (n°  189)  per  concludere  che  A  è  dotata  di  modulo, 
questo  essendo  dato  dall'elemento  con  cui  vengono  a  coincidere  quelli 
di  cui  or  ora  si  è  detto. 

Le  osservazioni  a)  e  b)  non  sono  invertibili. 

Infatti  l'algebra  di  ordine  3  con  le  unità  u^,  u^,  n,  e  con  la  tavola 
di  moltiplicazione 

(/=  I.  2,  j), 


ti.  =  u 


"."; 


11.  11.    =   li 


un   =  u 

I    >  I 


u.u.  ■=  —  u 


H.   =  O, 


la  cui  esistenza  è  posta  fuori  dubbio  da  quanto  si  dirà  nel  §  5  di  questo 
capitolo,  è  dotata  di  modulo,  e  questo  è  u, . 

Pure,  se  si  indicano  con  ;, ,  ;^,  E    le  coordinate  del  suo  elemento 
corrente,  il  suo  determinante  è  dato  da 

^  l       l 


5.  ^, 


ed  è  costantemente  nullo  ;  mentre  i  determinanti,  sinistro  e  destro,  dati 
da 


^. 


^5 

"=  1 

=(;-;je;+;.y, 

y          y                    y 

0 

^1  1  ^j 

y          y 

0      0      ;j — ;, 

=(5,-^.)X?,+':,), 


non  sono  costantemente  nulli  (qualunque  sia  il  corpo  in  cui  l'algebra  è 
definita),  appunto  perchè  l'algebra  in  esame  è  dotata  di  modulo. 

195.  Suppongasi  che  l'algebra  A  sia  la  somma  diretta  delle  alge- 
bre A^  e  A^  con  gli  ordini  «, ,  n^  («^  -j~  "2  ^=  '0  '■>  ^iopo  ^i  che  è  le- 
cito supporre,  come  appunto  vogliamo  fare,  che,  nell'aggregato  di  unità 
?tj ,  ...,  M^,  le  prime  «,  costituiscano  un  aggregato  di  unità  per  A^., 
e  le  ultime  «^  un  aggregato  di  unità  per  A^ . 

Allora   delle    n'  costanti    di  moltiplicazioni    y^  .  ^    sono    certo    nulle 
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tutte  quelle  che  differiscono  dalle  n]  costanti,  per  le  quali  gli  indici  t, /,  / 
cadono  tutti  nella  serie  i,  ...  ,  ;z^,  e  dalle  //]  costanti,  per  le  quali 
^li  indici  stessi  cadono  tutti  nella  serie  «^  -j-  i ,  .  .  .  ,  «. 

Poi  di  queste  n]  ed  ti]  costanti,  le  prime  sono  le  costanti  di  mol- 
tiplicazione di  A  rispetto  al  suo  aggregato  di  uniti  u  .....  u  ;  le 
altre,  quella  di  A^  rispetto  al  suo  aggregato  di  unità  u^  ^^,   ...  ,  11^. 

Aggiungasi  che  delle  «*  relazioni  (2)  quelle,  per  cui  gli  indici 
i,  j,  l,  s  non  capitano  tutti  in  una  stessa  delle  dette  due  serie  si  con- 
vertono nell'identiti  0=0;  le  rimanenti  si  riducono  alle  n\  relazioni 

I  ..n^  1.  n, 

(38)  Z  T.-,;,r  Yr,/,,    =    Z  T/./.r  Y..r.,  (i.    /,    ^  =    I ,    •  ■  •  ,    «.), 

r  f 

che  legano  le  costanti  di  moltiplicazione  dell'algebra  A  ,  e  alle  «'*  rela- 
zioni 

(39)  Z   T..;,rT.,;,.  =     Z   T/./.rT.-.r..     (''  ;,  /,  ^  =  »,  +  I.  . . . ,  «), 

che  legano  le  costanti  di  moltiplicazione  dell'algebra  A^ . 

Se  per  l'elemento  .v  di  A,  con  le  coordinate  ;,,...,  ^^,  si  ha 

(40)  X  =  X,  +  X,  , 

con  X,  in  A^  e  x^  in  A^^  le  coordinate  di  x_ ,  in  .^^ ,  rispetto  ad  u^ ,  ... ,  «^ 
sono  le  ;,,...,;,_,  e  quelle  di  x^ ,  in  A^.,  rispetto  ad  //^_  ^^,  .  .  .  ,  u^ 
sono  le  ;       ,...,;. 

Intanto  dalla  (40)  discende 

[x  u ^     per     j  =  I,  .  .  .  ,  «  , 

k».»     per     i  =  ;/_  -f  I,  ...  ,  H] 
e  analogamente 

,  {ti  X  .     per     1=1,  .  .  .  ,  n  , 


\u,x^,     per     i  =  H,  -f-  I,  .  .  .  ,  n; 
dunque  : 

aj  Fra  i  parametri  sinistri  (destri)  ;|  (^!'  )  ^*  -'^  ^^'"^  fiulli  tutti 
quelli  per  cui  gli  indici  i,  j  non  cadono  entrambi  in  una  stessa  delle  due 
serie  i,  .  .  .  ,  n^  ed  n^  -\-  \,  .  .  .  ,  n  ;  quanto  ai  rimanenti,  quelli  per  cui 
i,  j  cadono  nella  serie  i,  ...  ,  ti^  sono,  in  A^,  i  parametri  sinistri  (de- 
stri) di  X,  —  rispetto   ad  u^ ,  .  .  .  ,  u^^    — ,  mentre   gli  altri  sono,  in  A^, 

i  parametri  sinistri  (destri)  di  x^  —  rispetto  ad  u^^  ^_,  .  .  .  ,  u^  —  . 
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Questa  proposizione  poteva  esser  dedotta  da  quanto  più  sopra  è 
stato  detto  per  le  costanti  y,  _;,  badando  alle  formule  (j);  dopo  di  che 
è  chiaro  come,  tenendo  conto  delle  (6),  si  arrivi  anche  per  i  parametri 
di  -v  a  un  teorema  analogo  a  quello  or  ora  enunciato  per  i  parametri 
sinistri  e  destri. 

Da  tutto  ciò  si  trae  subito  come  la  matrice,  la  matrice  sinistra  o 
la  matrice  destra  di  x  in  A  si  componga  mediante  le  matrici  omonime 
di  A-,  in  A^  e  x^  in  A^;  e  si  deduce  inoltre  che  : 

bj  II  determinante,    il  determinante  sinistro    o  il  determinante  destro 
di  X  ì:  il  prodotto  dei  determinanti  otnonimi  di  x,  in  A^  e  x^  in  A^  ; 
e  che  : 

e)  La  traccia,  sinistra  o  destra,  di  x  in  A  e  la  somma  delle  tracce 
omonime  di  x,  in  A^  e  x^  in  A^ . 

196.  Supponiamo  infine  che  l'algebra  C  sia  il  prodotto  diretto  di 
due  algebre,  delle  quali  una  sia  l'algebra  A  considerata  fin  qui  ;  l'altra 
l'algebra  5,  con  l'ordine  //j,  avente  un  aggregato  di  unità  in  v^,  . . .  ,  v^ 
e  le  rispettive  costanti  di  moltiplicazione  nelle  y^^ ,  (i-,  s,  t  t=  i,  ...  ,  ni). 

L'ordine  di  C  sarà  nm  e,  posto 

^.-.r  =■  U^V^  =1  V^U.        (i=  I,  ...  ,  n;  r=  1,  ...  ,  tn), 

gli  n  m  elementi  w.  ^  costituiranno  un  aggregato  di  unità,  di  C. 

Le  costanti  di  moltiplicazione  di  C  rispetto  alle  unità  w/.^  si  espri- 
mono subito  mediante  le  y  e  le  y'. 

Infatti  e 

i...n   I..  m 

quindi,  se  si  pone 

'{i,r;j,s;t,t  '{i,j,lìr,s,t') 

le  y"  sono  appunto  le  costanti  richieste. 

§  2. 

Trasformazioni  di  coordinate. 

197.  Per  l'algebra  A,  considerata  nel  §  precedente  e  per  la  quale 
si  intendono  mantenute  tutte  le  notazioni  ivi  fissate,  sia  //'",  ...  ,  «|.'' 
un  qualunque  aggregato  di  unità. 
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Fra  questo  e  l'aggregato  u^^  ...,  /*,_ ,  introdotto  più  sopra,  do- 
vranno passare  delle  relazioni  della  forma 

(i)  «';'  =  !lV;".  o-=i.  ••-.«). 

con  le  T^  .  numeri  del  corpo  T  e  col  determinante  |t.  \yé:o;  e  quindi, 
se  t|.     è  il  reciproco  di  t^     nella  matrice  ||t.  J|,  sari  pure 

(2)  u   =  y\'    //". 

Viceversa  è  chiaro  che  : 

Se  nelle  (i)  le  t  .  sono  numeri  del  corpo  V  con  |t.  [  =?é  o,  e  le 
U| ,  .  .  .  ,  u^  costituiscono  un  aggregato  di  unità  per  A,  tale  è  anche  per 
A  l'aggregato  costituito  da  u['\  ...  ,  »[^". 

198.  Se  le  coordinate  dell'elemento  .v  di  A,  rispetto  alle  unità 
Uj ,  .  .  .  ,  /<„,  sono  ;^ ,  .  .  .  ,  c^_  e,  rispetto  alle  unità  u[^\  .  .  .  ,  u['\ 
sono  ;'/',  .  .  .  ,  l['\  essendo,  per  le  (i), 


e,  per 

k  (2). 

si  ha 

j                            ''i 

(3) 

1 

e 

(4) 

(j  =  I,  .  .  .  ,  n), 


0=1,  ....  n). 


Le  (3)  si  dicono  le  formule  per  la  trasformazione  di  coordinate 
rispondente  al  passaggio  dalle  unità  /<^ ,  ...  ,  m,^  alle  unità  u\^\  ...  ,  m|,"  ; 
e  le  (4)  sono  le  formule  per  la  trasformazione  inversa. 

Avvertasi  che  : 

Formule  come  le  (5)  rappresentano  in  A  una  trasforma:^ione  di 
coordinate  quando,  e  solo  quando,  la  matrice  \\t.  .j|,  costituita  dai  numeri 
T.     di  r  che  vi  compariscono,  è  a  determinante  non  nullo. 

199.    Se    le   costanti    di    moltiplicazione    di    A   rispetto    alle    unità 
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U. 


.  ,  »'J'  si  indizino  con  le  y'/^,  si  ha,  da  un  canto, 

";"«;"  =  ì\:'',,«!". 

e,  dairaltro, 

«'■'m"'   =    >    T       T       11    U     =     >    T     .T       Y       ,11,    =     y   T     .T     .  t!   .V       ,  u\^\ 
1  I  -  r,i      i,/      r      s  /  r,t      s,/   I  r,i,lì      h  /         r,i      »,y      /),/  |  r,s,h      I      7 

r,(  f.s.fc  r,j,fc,; 

dunque  è 

Sono  queste  le  formule  che  danno  la  trasformazione  per  le  co- 
stanti di  moltiplicazione  corrispondente  alla  trasformazione  di  coordinate 
rappresentata  dalle  (3). 

200.  Si  indichino  con  le  ^'.'j  ,  ^'.'j  '  i  parametri  sinistri  e  i  para- 
metri destri  di  x  rispetto  alle  unità  u\'\  ...,  u['\  e  si  mantengano 
per  i  caratteri  analoghi  di  x  rispetto  alle  unit.i  m,  ,  . . .  ,  u^^  le  notazioni 
fissate  nel  n°  184. 

Si  avrà 

I   ..«  i...n 

ma  è 

(^)  2.-^/V-(I,     se     r  =  g, 

dunque  resta 

ossia,  ricordando  la  prima  delle  (5)  n°  184, 

(7)  l^' =  l-.i<A^' 

Analogamente  si  trova 

Se  le  matrici,  sinistra  e  destra,  di  x  rispetto  alle  unità  w','* ,  . . .  ,  m'J 
si  indicano  con  u'j'    e  u.^^'  ,  e  per  quelle  rispetto  alle  unità  u^,  ...  ,  «„ 
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si  mantengono    le  notazioni    fissate    nel  n"    185,    le  (7)    e  (8),    ove  si 
indichi  con  t  Li  matrice  1|t,  J|,  equivalgono  alle  uguaglianze 

(9)  ri"''  =  ^_.!^->::, 


e 

(IO)  i^f 

La  (7),  tenendo  conto  delle  (6),  dà 

e,  allo  stesso  modo,  la  (8)  dà 

I    ••»  I.   .n 

i  h 

dunque  : 

La    traccia    sinistra    (destra)    di    x    computata    mediante    le    unità 
u\'\  ...  ,  »'^"  coincide    con  quella  omonima  computata    mediante  le  unità 

", ,  ■  ■■  y  "., ; 

ossia  resta  stabilito,  com'era  stato  preannunziato  nel  n"  191,  che  le 
tracce,  sinistra  e  destra,  di  un  elemento  di  un'algebra  sono  dei  carat- 
teri dell'elemento. 

Dalle  (9)  e  (io),  prendendo  in  ciascuna  di  esse  i  determinanti  dei 
due  membri,  segue 

K"'i  =  Kj-ic-:i-Ki  =  M. 

e,  analogamente, 

dunque  : 

//  determinante  sinistro  (destro)  di  x  rispetto  alle  unità  u['\  ...  ,  u'^^ 
coincide  con  quello  omonimo  rispetto  alle  unità  «^ ,  .  .  .  ,  u^; 
con  che  resta  stabilito  ciò  che  era  stato  preannunziato  nel  n"   185. 

§  3- 
I  teoremi  fondamentali  di  esistenza. 

■  201.  Se  l'algebra  A,  con  le  unità  u^,  ...  ,  u^  e  le  relative  costanti 

ft     di  moltiplicazione  y_    ,  ('?  /»  Ij  =^  i,  ••  •  >  ") ,  è  equivalente  (reciproca) 
W^    all'algebra  A' ,  e  ti[,  .  . .  ,  u'^  sono  gli  elementi  di  A'  omologhi  agli  eie- 
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menti  «, ,  ...  ,  u^  di  A  in  un.i  corrispondenza  di  isomorfismo  (recipro- 
cit.A)  intercedente  fra  J  e  ^V,  è  chiaro  che  u[,  ...  ,  u^  costituiscono 
per  A'  un  aggregato  di  unitA,  e  che,  se  le  costanti  di  moltiplicazione 
di  A'  rispetto  ad  // ,  .  .  .  ,  ti'^  sono  le  y|.  . ,  (/,  /,  /  =  i,  .  .  .  ,  n),  si 
ha,  per  tutti  i  valori  degli  indici  i,  ;,  /, 

Ti,/,/  =  Y.-,/,/  U.-,/,;  =  T/,.-,/)- 
Viceversa,  se  le  algebre  A  e  A'  sono  definite  in  uno  stesso  corpo 
e  hanno  lo  stesso  ordine  «,  e  se,  indicate  con  le  y.  . ,  le  costanti  di 
moltiplicazione  di  A  rispetto  a  un  suo  aggregato  di  unità  «^ ,  . .  .  ,  n^_ 
e  con  le  y]  . ,  quelle  di  A'  rispetto  a  un  suo  aggregato  di  unità 
«', ,  .  .  .  ,  ni ,  si  ha,  per  tutti  i  valori  degli  indici  i,  /,  /, 

Y.-,;,/  ^^  ^i,j,ì  \Ìi,j,ì  ^^  Yy.i-,/)- 
è  chiaro  che  le  algebre  A  e  A'  sono  equivalenti  (reciproche),  poiché 
basta  far  corrispondere  all'elemento  di  A,  avente  le  coordinate  ^, ,  . . .  ,  ^^ 
rispetto  ad  ;ì_  ,  .  .  .  ,  u^,  l'elemento  di  A' ,  che  ha  le  stesse  coordinate 
rispetto  ad  h[,  .  .  .  ,  u'^ ,  per  avere  tra  A  e  A'  una  corrispondenza 
biunivoca  che  ne  metta  in  luce  l'equivalenza  (la  reciprocità). 

202.  Se  le  y.  . ,  {h  j,  /  =  i,  .  . .  ,  «)  sono  ti'  numeri  di  un  corpo 
r  legati  fra  loro  dalle  w*  relazioni 

T   . .  w  I . .  n 

(0  ZT„;,rYr,/,,    =^    ZT;,/,rY.>,.  0.    /,    ^   5  =    I ,    .  .  .   ,    «), 

r  r 

esiste  un'algebra  di  ordine  n  e  in  questa  un  aggregato  di  unità  tale  che 
rispetto  ad  esso   Valgebra  abbia  per  costanti   di  moltiplica:^one  appunto  le 

Naturalmente,  in  base  alle  osservazioni  precedenti,  l'algebra,  la  cui 
esistenza  è  affermata  dalla  proposizione,  che  ora  vogliamo  dimostrare, 
è  unica  di  fronte  alla  relazione  di  equivalen:;a. 

Si  definiscano  («  -\-  i)'  numeri 

ponendo 

se  nessuno  degli  indici  /),  q^  h  supera  n  ; 

/  (  

T«+-i,f,/i  l  f,n  +  ì,f>  J 
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per  />  =  I,  .  .  .  ,  //  -|-  I  ;  c 

per  tutti  gli  (litri  casi  in  cui  uno,  almeno,  degli  indici  />,  q,  h  è  eguale 
ad  «  -|-  '•  l^^'^li"^'  le  Y,  ,  sono  legate  fra  loro  dalle  relazioni  (i)  è 
chiaro  clic  le  y'^.h  *^°s'  definite,  sono  legate  a  loro  volta  dalie  relazioni 
dello  stesso  tipo 


(0 


.  w-t-i  I      n-t- 1 


Dopo  ciò  si  indichi  con  [j."  {q  =  i,  .  .  .  ,  n  -\-  1)  h  matrice  d'or- 
dine n  -\-  I 

IIym.JI- 

Se  q^  e  q^    sono   interi    della  serie  i,  ...,;;-}-  i^    si  ha,    per   le 
(2), 

2-  Yf,'?„''Yfc,^j,«  =    2l  yq„q2.i>'^p.'>>' 


M-"  f*"  =  f 

quindi  è  : 

(3) 

u."  il"  =  y  y'     ^u.'' 

Intanto    le  ;«  -f"  ^    matrici    y."  sono    indipendenti,    perchè    da    una 
relazione  della  forma 

con  le  X  in   P,  che  equivale  alle  («  -|-  i)'  relazioni 

>.  ''•^Yf,,,,),  =  o  (/>,  fc=  I,  ...  ,  «4- 1), 

'7 

segue,  per  ^  =  «  -|-  i, 

0=     >.  ^YL.„,.;,  =  «fc  (/j=  I,  ...,«+  I), 

dunque  le  dette  matrici,  in  virtù  delle  (5),  generano,  entro  l'algebra 
regolare  di  ordine  («  -j-  i)'  costituita  da  tutte  le  matrici  in  V  di  ordine 
«  -f-  I,  una  sotto-algebra  A'  di  ordine  ;/  -f-  ^  ^"'i^"?  rispetto  alle  unità 
p.',',  ...  ,  w.|,\ ,   ha  come  costanti  di  moltiplicazione  le  y1    >,• 
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L'algebra  A'  e  douta  di  modulo  e  il  suo  modulo  e  dato,  evidente- 
mente, dalla  matrice  (identica)  p.|,'^,  ;  entro  di  essa,  le  matrici  u.'/,  ... ,  [x|' 
generano  una  sotto-algebra  A  di  ordine  «,  avente  rispetto  alle  unità 
u'',  ...,  ;a"  le  costanti  di  moltiplicazione  y,  , ,  pcrciiè  dalla  (5),  in 
base  alle  posizioni    fatte  per  definire  le  yl    ;,)   si  trac,    per  q^,  q^  interi 

della  serie  i,  . . .  ,  «, 

1 Il 

K',  K',  =  Zy^,,,..'""-*  ' 

e  dunque  il  teorema  è  dimostrato. 

Avvertasi  che  Vaìgcbra  A  }  invariante  entro  l'algebra  A'. 

Infatti  è,  indicando  al  solito  con  {y-'l^^^  il  sistema  d'ordine  i  gene- 
rato da  u."  . , 

e  quindi 

A  A'  =  ^(y-1,)  -{-  A'  =  A  -\-  A'  =  A, 

A'A  =  (p.l,)y^  -}-  A'  =  A  -{-  A'  =  A. 

203.  Dal  ragionamento  ora  sviluppato  discende  subito  il  seguente 
bel  teorema  di  C.  S.  Peirce  : 

Un'algebra  qualsiasi  di  ordine  n  e  sempre  equivalente  a  una  sotto- 
algebra di  un  algebra  regolare  di  ordine  («  -f-  0^  • 

Nel  caso  in  cui  si  tratti  di  un'algebra  dotata  di  modulo,  o,  soltanto, 
di  qualche  modulo  sinistro  (destro),  questo  teorema  può  essere  ulterior- 
mente precisato. 

Infatti  se  un'algebra  possiede,  per  es.,  qualche  modulo  sinistro,  le 
matrici  destre  dei  suoi  elementi  [n°  195,  ^)]  costituiscono  un'algebra 
equivalente  alla  data  ;  dunque  : 

Un'algebra  di  ordine  n  dotata  di  modulo,  0,  soltanto,  di  qualche 
modulo  sinistro  (destro),  e  equivalente  a  una  sotto-algebra  di  un'algebra 
regolare  di  ordine  «^ . 

Aggiungasi  che,  per  quanto  è  stato  osservato  più  sopra  : 

Un'algebra  di  ordine  n  priva  di  modulo  e  sempre  equivalente  a 
una  sotto-algebra  invariante  di  un'algebra  con  modulo  e  di  ordine  n  -\-  1. 

Notisi  infine  che  le  (i)sono  certo  soddisfatte,  se  le  y.  ^  ^  sono  tutte 
nulle,  dunque  : 

In  ogni  corpo  esistono  :^ero-algebre  di  ordine  qualunque. 


CAPITOLO    V.  —  LK   COORDINATE   IN    UN  ALGEBRA.  307 

204.  Dal  teorema  del  n°  202  discendono  subito  alcune  conseguenze 
inicressanti. 

In  primo  luogo,  se  n'  numeri  y,  /  ('»  /»  /  =  i,  .  .  .  ,  //)  di  un 
corpo  I'  soddisfanno  alle  n*  relazioni  (i),  a  relazioni  dello  stesso  tipo 
soddisfanno  gli  ti'  numeri  y',  ;  ('>  />  '  =  i>  •  •  •  »  ")>  ^^  *-*»  P^*^  ^"^^'  ^ 
valori  degli  indici  /,  y,  /, 

dunque  : 

Eiistono  sempre  algebre  (tutte  eqiiivaìeìiti  tra  loro)  reciprocnc  a 
un  algebra  data. 

In  secondo  luogo,  se  le  yV),  *  {gì  /;,  A-  =  i,  .  .  .  ,  m)  sono  vV  nu- 
meri di  r  soddisfacenti  alle  vi^  relazioni 

I . . .  m  I . .  m 

2-  i'i.h.viip.q  =  X  ih.f.kiìxq  (g,  h,  p,  q=  1,  ...  ,  m), 

k  k 

gli  (/»  -j-  /;/)"'  numeri  y"'  ,^  (/,  v,  tt'  =  i,  ...,//  -j-  w),  che  si  otten- 
gono da  questi  e  dai  precedenti  «'  numeri  y,_  ;,  ponendo 

se  nessuno  degli  indici  t,  v,  tf  supera  n, 

y'"      =  y" 

se  ciascuno  degli  indici  /,  v,  w  cade  nella  serie  di  interi  «+  i,  ...,  n-\-m., 
e 

Yr.v.u.  =  O, 

in  tulli  gli  altri  casi,  soddisfanno  evidentemente  alle  (;/  -j-  m)'  relazioni 
aventi  per  essi  la  stessa  struttura  che  le  (i)  hanno  per  le  y,  .^,  ;  dun- 
que (cfr.  n"   195)  : 

Se  A  e  A'  sono  algebre  in  un  corpo  F  comunque  assegnate,  esiste 
sempre  un'algebra  in  V  (unica  di  fronte  alla  rela^^ione  di  equivalen::a), 
che  sia  la  somma  diretta  di  due  algebre  A^  e  A\ ,  con  A^  equivalente  ad 
A  e  A\  equivalente  ad  A'. 

Infme,  se,  ferme  restando  le  ipotesi  fatte  sui  numeri  y,  . ,  e  y",,i, 
si  definiscono  mediante  essi  (n  m)'  numeri 

y^',l;i.h:l.k  (i,  ;,  /  =  r,  .  .  .  ,  ,1  ;  g,  lì,  k=  l,  ...,  w;), 
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ponendo 

Ti.j;/,).;;,*    ii,/.'Ti;.)),l' 

questi  («  m)"'    numeri  soddisfanno,    come  subito    si    verifica,   alle  («  my 
relazioni 

l.-.W    l^.m  .     ,  !...«    I  ...  IH 

NT     >    Y^"  v<'>  —    V     y  Y»'*  Y<'' 

Z_   Z_  I».j;/,l>;',tT/.k;/.,j;r,.  —   Z_    .^    T;J;;/...;:>.Mi.o;rt;r.i 

;      *  l      k 

(',  /,  />,  r  =  I,  .  . .  ,  «  ;  a,  fc,  ^,  i  =  I,  .  . .  ,  m), 

dunque  : 

Se  A  e  A'  sono  algebre  in  tin  corpo  V  comunque  assegnate,  esiste 
sempre  un  algebra  in  V  (unica  di  fronte  alla  relazione  di  equivalenza), 
che  sia  il  prodotto  diretto  di  due  algebre  A^  e  A\ ,  con  A^  equivalente 
ad  A  e  A\  equivalente  ad  A'. 

205.  Se  ^  e  .^'  sono  algebre  definite  rispettivamente  nei  corpi  F 
e  r',  si  dice  che  A'  è  il  prolungamento  di  A  in  T',  se  T'  è  un 
prolungamento  di  T,  le  definizioni  delle  somme,  dei  prodotti  scalari  e 
dei  prodotti  per  A  rientrano  in  quelle  analoghe  per  A\  e  inoltre  uno 
(e  quindi  ogni  altro)  aggregato  di  unità  di  ^4  è  pure  nel  tempo  stesso 
un  aggregato  di  unità  di  A'. 

Rispetto  a  un  tale  aggregato  A  ed  A'  avranno  naturalmente  le 
stesse  costanti  di  moltiplicazione. 

Dopo  ciò  è  chiaro  che  : 

Se  il  corpo  numerico  F'  ha  un  sottocorpo  in  F,  per  ogni  algebra 
assegnata  in  F  esiste  un'algebra  in  V  che  pub  considerarsi  come  il  pro- 
lungamento in  V  di  un'algebra  in  F  equivalente  a  quella  data. 

Scelto  in  un'algebra  un  aggregato  di  unità,  le  coordinate  rispetto 
a  questo  dell'eventuale  modulo  dell'algebra  si  trovano  risolvendo  il 
sistema  di  equazioni  lineari,  a  cui  si  perviene  esprimendo  che  le  matrici 
sinistra  e  destra  di  un  suo  elemento  sono  identiche  ;  ora  i  coefficienti 
di  queste  equazioni  risultano  formati  con  le  costanti  di  moltiplicazione, 
dunque  : 

Se  l'algebra  A'  h  un  prolungamento  dell'algebra  A,  A  ed  A'  0 
hanno  lo  stesso  modulo,  0  sono  insieme  prive  di  modulo. 

Aggiungasi  che  : 

Sotto  la  stessa  ipotesi  del  teorema  ora  enunciato,  A  ed  A'  hanno  lo 
stesso  indice  e  sono  insieme  pseudonulle,  0  insieme  non  pseudonulle. 
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Avvertasi  che  : 

Se  A'  è  un  prolungamento  dcir algebra  A  e  A  !:  regolare,  tale  è 
pure  A'  ; 

ma  non  è  detto  che  A  debba  esser  regolare,  se  tale  è  A'.  Più  innanzi 
risulterà,  infatti,  che  l'algebra  dei  quaternioni  reali,  la  quale  è  primitiva, 
e  di  ordine  4,  e  quindi  non  regolare,  è  equivalente  ad  un'algebra  pro- 
lungabile nel  corpo  complesso  e  avente  in  questo  per  prolungamento 
un'algebra  regolare. 

Dopo  di  che  sari  anche  provato  che  : 

Algebre  non  equivalenti  possono  avere  proUingantenti  equivalenti. 

§4. 
Equazioni  fondamentali  ed  equazioni  minime. 

206.  Si  torni  a  considerare  nell'algebra  A  (di  ordine  «,  definita 
nel  corpo  F)  l'elemento  x,  con  le  coordinate  ;,,  ...  ,  ^^,  rispetto  alle 
uniti  «I ,  .  .  .  ,   /<^,  e  siano 

„>  _  iij:'  Il  L,"  _  II?"  Il 

V-x    lhi,;ll  ì  V'x    lh.,;ll 

le  sue  matrici,  sinistra  e  destra. 
Le  matrici  caratteristiche 

di  Y-[  ^  V-'x  (P*^^  modo  che  ^  è  una  indeterminata  e  ^.  è  zero  o  i, 
secondo  che  è  i^  j  o  i  =  ;')  si  diranno  matrici  caratteristiche, 
sinistra  e  destra,  di  x,  rispetto  alle  unità  «,,...,  «^  ;  e  i  loro 
determinanti  si  diranno  determinanti  caratteristici,  sinistro  e  destro, 
di  X. 

Dimostriamo  subito  che  : 

/  determinanti  caratteristici  di  x  noìi  dipendono  dalle  unità  «^ ,  . . . ,  u^. 

Infatti  si  passi  dalle  uniti  », ,  ...  ,  u^  alle  uniti  /<'/',  ...  ,  m|^"  le- 
gate a  quelle  mediante  le  formule 

e  si  indichi  con  t  la  matrice  (non  degenere)  ||t.  ,1|. 
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Se  p.*/'  e  u.*^''  sono  le  matrici,  sitiistia  e  destra,  tli  x  rispetto  alle 
uniti  »<;",  ..  .  ,  »/",  si  ha  (n°  200) 

e 

Pi  -I  l     «       -   I 

Se  si  indica  con  /  la  matrice  identica  in  1'  di  ordine  ;/,  le  matrici 
caratteristiche  di  a:  rispetto  ad  «, ,  ...  ,  /<__  sono 

quelle  rispetto  ad  «'/  ,  .  .  .  ,  //'J'  sono 
ed  è 

fxl">'  -  ^/ :==  ._.Kt::  ~u=  r_XK -  V)^z\, 

e  analogamente 

quindi,  prendendo  i  determinanti,  si  ha,  come  volcvasi, 

K""-?/|  =  K'-U|- 

Se  si  suppone  che  x  sia  l'elemento  corrente  di  .^^  le  matrici  e  i 
determinanti,  caratteristici,  di  x  si  dicono  anche  le  matrici  e  i  deter- 
minanti, caratteristici,  di  A. 

I  determinanti  caratteristici,  sinistro  e  destro,  di  x  si  denoteranno 
con 

Notisi  che  : 

Se  l'algebra    A  h  somma  diretta  delle  algebre  A^,  A^,   e  per  il  suo 

elemento  x  si  ha 

x  =  X,  -\-x^, 

con  X,  in  A^  e  x^  in  A^,  il  determinante  caratteristico  sinistro  (destro) 
di  x  è  il  prodotto  dei  determinanti  caratteristici  sinistri  (destri)  di  x,  in 
A.  e  X,  in  A, . 
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207.  Suppongasi  ora,  in  primo  luogo,  che  l'algebra  A  sia  dotata 
di  niodiilo. 

In  tal  caso,  al  variare  di  .v  in  A,  \j.[  descrive  un'algebra  reciproca 
ad  A^  p."  un'algebra  equivalente  ad  A.  Ma  è,  per  il  teorema  di  Cayley, 

■^:(!0  =  o,       A';(K')  =  o, 

dunque  e  pure 

a;(.x)  =  o,         A';(.v)  =  o. 

Suppongasi,  in  secondo  luogo,  che  l'algebra  A  sia  priva  di  modulo. 

Allora  (n°  202)  A  è  equivalente  a  una  sotto-algebra  invariante  A^ 

di     un'algebra    A[    di    ordine    n  -j-  i     dotata    di    modulo  ;    inoltre,    se 


u 


(I) 
I   » 


,  wj,"  è  l'aggregato  di  uniti  di  y^, ,  rispondenti  in  una  corri- 
spondenza di  isomorfismo  tra  A  ed  A^  alle  unità  «,  ,  .  . .  ,  «„  di  A^  e 
m|,'|,  è  il  modulo  di  A\ ,  le  costanti  di  moltiplicazione  y^^  ^  di  A[  rispetto 
ad  «'/',  ...,  f/",  /*I,'|,  si  ottengono  da  quelle  (di  A^  rispetto  ad 
«'_",  .  .  .  ,  «[/',  o,  ciò  che  è  lo  stesso)  di  A  rispetto  ad  «,,...,  «^ , 
già  denotate  con  y,^.;,  ponendo 

se  nessuno  dei  tre  indici  p,  </,  /;  è  superiore  ad  «, 

t  »  

Tn-t-I,/',/'  \f,tf^t,p  ' 

per  /)  =r  I,  .  .  .  ,  «  4-  I,  e 

per    tutti  gli  altri    casi  in  cui  uno,    almeno,    dei  tre  indici   è  eguale  ad 
«-fi. 

Ciò  posto,  se  .V,  è  l'elemento  di  A^  omologo  ad  .v  nella  detta 
corrispondenza  di  isomorfismo,  le  matrici,  sinistra  e  destra,  di  x,  in  A^ , 
rispetto  ad  /*'/*,  ...  ,  u|,'',  sono  le  matrici,  sinistra  e  destra,  di  .v  in  //, 
rispetto  ad  u, ,  ...  «„  ;  cioè,  (x'  e  a'^' .  Invece  le  matrici,  sinistra  e 
destra,  di  x,  in  A\^  rispetto  alle  unità  «'," ,  ...  ,  u'J*,  m|,'^,  sono  date, 
come  si  riscontra  subito,  dalle  matrici,  di  ordine  "  -f-  i,  che  si  ottengono 
aggregando  a  ciascuna  delle  matrici  u.^  e  [x'J  una  («  -f"  0™*  colonna 
di  elementi    tutti  nulli    e  una  («  -|~  0""*    ""'g^j    ^  "^"^    primi  n   elementi 
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sono  le  coordinate  di  x^  rispetto  ad  u['\  ...,  «J,"',  o  di  x  rispetto  ad 
»<,,  ...  ,  //,, ,  e  l'ultimo  è,  naturalmente,  nullo. 

Segue  che  i  determinanti  caratteristici  di  v,  in  A\  sono  dati  da  : 

Ma,  essendo  A[  dotata  di  modulo,  e,  per  l'osservazione  con  la 
quale  si  inizia  questo  n°, 

^:.(v.)-o,         a:'(.v,)  =  o; 

dunque  è  pure,  per  l'equivalenza  di  A^  ed  A, 

Le  equazioni 

a:©  =  o,         A';(;)  =  o, 

se  A  h  dotata  di  modulo,  o,  le  equazioni 

se  A  e  priva  di  modulo,  si  dicono  le  equazioni  fondamentali,  sini- 
stra e  destra,  di  x  in  A,  o,  semplicemente,  di  x  ;  o  anche  di  A,  se 
si  suppone  che  x  sia  l'elemento  corrente  di  A. 

Se  A  è  dotata  di  modulo,   e  questo  è  u,   ì  determinanti  sinistro  e 

destro  dell'elemento 

X  —  a  u, 

dove  a  è  un  qualunque  numero  di  F,  sono  dati  evidentemente  da 

a: (a)         e  a: (a); 

dunque  : 

Perchè  nelle  ipotesi  fatte  x  —  om  sia  nullo  o  un  divisore  dello  x^ero, 
occorre  e  basta  che  a  sia  radice  di  una  qualunque  delle  equazioni  fonda- 
mentali di  X. 

208.  Se  /i  è  dotata  di  modulo,  l'equazione  minima  di  x  m  A  k 
l'equazione  minima  di  \j.[  (di  [x")  nell'algebra  descritta  da  ;;/  (da  (a!^') 
al  variare  di  x  in  A,  la  quale  è  contenuta  nell'algebra  costituita  da 
tutte  le  matrici  in  V  d'ordine  «  e  ha  per  modulo  il  modulo  di  questa, 
cioè  la  matrice  identica  in   V  di  ordine  n. 
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Segue  (n°  127)  che  qucH'cquazlone  minima  e  l'equazione  minima 
di  '(t.'^  (di  p.',')  secondo  la  definizione  dei  n"  j  i  ;  quindi,  per  il  teorema 
di  Frobenius  dimostrato  nel  n°  35  : 

Se  A  e  dotata  di  niodido,  il  polinomio  0'(;)  [il  polinomio  Q"(;)]  è 
il  massimo  comtin  divisore  degli  aggiunti  degli  elementi  della  matrice 
sinistra  (destra)  di  x,  e,  infine, 

?  (;)  =  o 

è  l'equaiionc  minima  di  x,  si  ha,  per  i  determinanti  caratteristici,  sinistro 
e  destro,  di  x  : 

^:(0  =  (- ir?(;)^'(o, 

Suppongasi  invece  che  A  sia  priva  di  modulo. 

In  tal  caso,  riprese  le  notazioni  del  n"  precedente,  l'equazione  mi- 
nima di  .V  in  A  è  l'equazione  minima  di  x,  in  A^ ,  o,  ciò  che  è  lo 
stesso  (n°  127),  di  x^  in  A[;  dunque: 

Se  A  e  priva  di  modulo,  il  polinomio  0'^(;)  [il  polinomio  ^','(;)]  ^ 
il  massimo  comun  divisore  degli  aggiunti  degli  clementi  della  matrice  che 
si  ottiene  da  quella  sinistra  (destra)  di  x  orlandola  con  una  (ji  -\-  i)"* 
colonna  di  elementi  lutti  nulli  e  con  una  (»  -f-  i)""*  f^i^>  *  ^"'  primi  n 
elementi  sono  le  coordinate  di  x  rispetto  ad  w^ ,  .  . .  ,  n^  e  l'ultimo  e,  na- 
turalmente, nullo,  e,  infine, 

e  l'equa:;jone  minima  di  x,  si  ha,  per  i  determinanti  caratteristici,  sinistro 
e  destro,  di  x  : 

-^A:(;)=:(-iro(;)0;(;), 

-U':(;)  =  (-i)>(;)^;'(0- 

Avvertasi  che  nel  caso  contemplato  da  quest'ultimo  teorema  <p(^) 
è  certo  divisibile  per  ;  ;  e  quindi,  posto 

resta 

ì:(;)  =  (-o"-+(0«;«). 
^;'(0  =  (-■)"' ■KO'rco- 

G.    SCOUZA.  —  Ttori*    ftniralt   itUt  aigttre.  4O 
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Avvertasi  anche  clic,  per  quanto  e  detto  nel  n°  36  : 

Se  A  }'  dotata  di  modulo,  i    divisori    irriditcìhiìi  in   V  di  9  (;)  sono 

i  divisori,  ivi  irriducibili,  di  A[(;)  e  A'^'(;); 

mentre  : 

Se  A  h  priva  di  modulo,  i    divisori    irriducibili    ìii    V  di  'p(^)  sono 

quelli  di  u:©  e  u:©- 

209.  Se  .v  e  nullo  o  pseudonullo,  e  di  grado  r  —  i  {r^2)^ 
l'equazione  minima  di  x  e 

ossia  è 

e  viceversa  ;  dunque,  per  le  ultime  proposizioni  enunciate  : 

L'elemento  x  di  A  e  nullo  0  pseudonullo    quando,   e   solo  quando,  e 

Di  qua  discende  che  : 

Uti  elemento  di  A  nullo  0    pseudonullo  ha  entrambe  le  tracce  nulle. 

210  Grado  dell'algebra  A  k  \\  grado  (non  supcriore  all'ordine 
di  //)  degli  elementi  di  A  di  grado  massimo. 

Se  il  grado  di  un'algebra  e  eguale  al  suo  ordine,  l'algebra  e  poten- 
:i^iale  ;  e  viceversa. 

Se  A  è  dotata  di  modulo,  il  rango  di  ^  è  il  rango  (non  supe- 
riore all'ordine  di  A)  degli  elementi  di  A  di  rango  massimo. 

Equazione  minima  di  A  è,  in  ogni  caso,  l'equazione  minima 
del  suo  elemento  corrente. 

Se  il  corpo  numerico  F  in  cui  e  definita  A  e  infinito,  e  A  e  dotata 
di  modulo,  il  rango  e  il  grado  di  A  coincidono. 

É  chiaro  intanto  che  il  grado  di  A  non  supera  il  rango  di  A^ 
perchè  il  grado  ài  A  e  quello  di  un  suo  elemento  a  grado  massimo,  e 
per  un  qualsiasi  elemento  il- rango  non  è  inferiore  al  grado. 

Ciò  posto,  sia  u  il  modulo  dell'algebra  e,  detto  x  un  elemento  di 
questa  a  rango  massimo,  pongasi 

(  1  )  y  =i  X  —  a  ?^,         ossia         a -=  _y  -j-  a  m, 

con  a  numero  di  F, 
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In  virtù  delle  (i)  e  delle  eguaglianze,  che  da  esse  si  ricavano, 
(2)      )''  =  x'  — ja.v'-f-ja'x— «'«,       x'=_y'-|- 3a_y'-f-3  a'y-|-a'». 


è  chiaro  clic  y  e  .v  iianno  lo  stesso  raii^o,  e  quindi  anche  y  e  un  ele- 
mento dì  A  JL  rango  massimo. 

Poi,  sempre  per  le  (i)  e  le  (2),  se 

è  l'equazione  minima  di  x,  quella  di  }-  è 

^(/i)  =  o, 

se  '>(■/;)  è  il  polinomio  in  n  in  cui  si  cambia  'p(^)  ponendovi  r,  -|-  a 
per  e.. 

Ora  il  termine  noto  di  'l' (v;)  è  9(^)5  quindi,  essendo  T  infinito,  è 
lecito  supporre  a  scelto  cosi  che  risulti  cp  (a)  ^é  o. 

Segue  che  per  una  tale  scelta  di  a  _y  non  è  nò  zero  ne  un  divisore 
dello  zero  ;  quindi  il  rango  e  il  grado  di  y  coincidono,  e  lo  stesso  sta 
per  il  rango  e  il  grado  di  A. 

Avs'ertasi  espressamente  che  il  teorema  ora  dimostrato  può  non 
sussistere  per  un'algebra  con  modulo  in  un  corpo  finito. 

Per  es.  un'algebra  nel  corpo  C[2],  che  sia  somma  diretta  di  due 
algebre  di  ordine  i  coi  moduli  rispettivi  ti  e  v  —  e  una  tale  algebra 
esiste  certamente  —  ha  in  tutto  quattro  elementi,  e  cioè 

O,       11,      V,      Il  +  V, 

che  hanno,  successivamente,  i  gradi 

0,  I,       I,       I, 

e  i  ranghi 

I       2      ">      I  ■ 

1,  ^,     ^,      1  , 

quindi  essa  e  a  rango  2  e  grado   i. 


CAPITOLO  VI. 

I  TEOREMI  FONDAMENTALI    PER  I   VARI  TIPI  DI  ALGEBRE. 


Algebre  riducibili. 


211.  L'algebra  A  sia  somma  diretta  delle  algebre  A^^  ...  ,  A^^  e 
sia  n  un  automodulo  di  A. 

Allora  sussiste  per  u  un'eguaglianza  della  forma 

u  =z  u^    +  •  •  •  +  w,  (i  Z-tZ.  m), 

con  u.  automodulo  di  A^  e  con  gli  interi  f, ,  .  . .  ,  i,,  se  t  ^  i,  tutti 
distinti  ;  e  quindi,  se  è  /  >  i,  gli  automoduli  w.  ,  .  .  .  ,  u.  sono,  a  due 
a  due,  mutuamente  nuUifici. 

Da  ciò  segue  (n°  164) 

I..  ( 
n  A  u  =  Y  u    Ah    : 

^-       'r  'j  ' 

ma  è 

'^^    '    '  '       '"■'    '-'         u    A.  u.  ,     se     r  =  j: 

\      'r        'r       'r 

dunque  resta 

uAu^  y  11.  A   U;  , 

^—       't        '  r       r 

r 

e  : 

//  primo  sistema  di  Peirce  legato  ad  11  in  A  è  la  somma  (diretta) 
dei  primi  sistemi  di  Peirce  legati  ad  11.  ,  . . .  ,  u.  in  A^  y  . . .  ,  A.  , 
rispettivamente. 

D'altronde,  se  x  è  un  elemento  di  ^  ed  è 
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con  .v^  in  A  ,  x  lia  in  ti  un  nullilìco,  quando,  e  solo  quando,  i  singoli 
elementi  x_  ,  .  .  .  ,  .v^  hanno  un  nullilìco  nei  singoli  automoduli  rispet- 
tivi  u^  ,   .  . .  ,  u^  ;  dunque  : 

//  quarto  sistema  di  Fiiirce  legato  ad  u  in  A  e  la  somma  (diretta) 
dei  quarti  sistemi  di  Feirce    ledati    ad    n    .....  u     in  A    ,  .  .  .  ,  A    , 

rispettivamente,  e  (se  t  <C  tn)    delle    algebre    A    diverse  da  A^  ,  ...,  A.   . 

Da  ciò  discende  subito  che  : 

Se  un'algebra  A,  somma  diretta  di  più  altre  A^^  ...  ,  A^j  non  h 
pseudonullay  e  fra  quest'ultime  le  algebre  non  pseiidonulle  (certo  esistenti) 
sono  A^,  .  .  .  ,  A,,  {}  ^^^  ^  "0?  5''  aittomoduli  primitivi  di  A  sono 
tutti,  e  solo,  gli  automoduli  primitivi  di  A^,  .  .  .  ,  A,^;  e  gli  automoduli 
principali  di  A  sono  tutti,  e  solo,  gli  automoduli  della  forma 

con  v.  automodulo  principale  di  A. . 

212.  Se  l'algebra  A  dotata  di  modulo  e  somma  diretta  delle  due  al- 
gebre A^  e  A^,  ciascuna  di  queste  è  individuata  da  A  e  dall'altra. 

E  intatti  se,  conformemente  alla  proposizione  (i)  del  n°  140,  si 
indicano  i  moduli  di  A^  A^  e  A^  con  //,  u^  e  u^ ,  si  ha 

e  poi  è,  ad  es., 

A^  =  u^Aji,  =  u^Au^  =  (u  —  h^)A{h  —  u^). 

213.  Se  A^  è  una  sotto-algebra  invariante  propria  di  A  ed  A.,  A^ 
sono  entrambe  dotate  di  modulo,  A  è  la  somma  diretta  di  A^  e  di  un'al- 
gebra ulteriore  A^  (dotata  di  modulo  e  unica). 

Siano  u  ed  »,  i  moduli  di  A  ed  A^.  Giacché  u^  (n°  106)  è  per 
A  un  divisore  dello  zero,  sarà  u^  ^  u,  e  quindi,  posto 

M  =  Mj   -j-  U^  , 

M,  e  Mj  (n°  159)  saranno  due  automoduli  mutuamente  nullifici,  e  cia- 
scuno degli  elementi  di  A^  avrA  in  /<,  un  nullilìco,    per  modo  che  sarA 

«.  ^.  "=  ^.  «.  =  o- 
Poi  sari  (n°  164) 

A  =  u  A  u  =^  u ^  A  n ^  -\-  u^A  u^  -\-  u^  A  u^  -j-  u^  A  u^ . 
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Ma,  essendo  A^  inv.iri.inte  in  A  e  col  modulo  n^ ,  e 

uAu^A.         A    yl  n  A  u  , 
CI  oc 

A^  =  u,An^  ; 
e  inoltre  è 

«_  AUj  =  u^A.  n^  ^  A^  H^  =  o, 

M,  A  11^  =  11^.  A  M|  ^  «j  y^j  =  o, 

dunque  resta 

A  =  A^  -i-  n,Au^, 

dove  ti^Au^  è  1.1  sotto-algebra  degli  elementi  di  A  per  ciascun  dei  quali 
«,  ò  modulo. 

Ora  A^  e  /<^  ^-/  /(^  (n*^  1 64)  sono  complementari  in  A,  ed  è 

^^ .  u^  A  u^  =  A^  », .  ^  «^  =  o, 

e  analogamente 

".  A  n,  .A^=o, 

dunque  y^  è  la  somma  diretta  di  A^  e  u^Au^. 

Come  è  chiaro,  nel  ragionamento  fatto  è  implicitamente  contenuta 
la  proposizione  : 

Se  A^  è  una  sotto-algebra  invariante  (propria  0  no)  di  A,  ed  A^,  A 
sono  entrambe  dotate  di  modnh,  A^  è  la  sotto-algebra  degli  elementi  di  A 
ciascun  dei  quali  ha  un  modulo  nel  modulo  di  A^ . 

214.  Dal  teorema  ora  dimostrato  si  deduce  subito  che: 

5^  l'algebra  A  è  dotala  di  modulo  e  u^  e  un  suo  automodulo,  di- 
verso dal  modulo,  per  il  quale  sia 


A  e  riducibile. 
Infatti,  posto 


Wj  A  ^  Au^j 


A^  =  u^A  =  Au^, 


A^  (n°  93)  risulta  una  sotto-algebra  invariante  (propria)   di  A,  e,  coin- 
cidendo con  u^Au^j  ha  per  modulo  u^. 

Av\-crtasi  che,  essendo  A,  nelle  ipotesi  ora  fatte,  la  somma  diretta 
di  A^  e  un'algebra  ulteriore,  è,  non  solo,  u^A  =  Au^,  ma,  addiritturaj 
u^x  =  .v;<j,  per  ciascun  elemento  x  di  ^,  e  quindi  l'ultima  proposizione 
dimostrata  è  solo  apparentemente  più  generale  di  quest'altra  : 
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Se  Vaìgebra  A  h  tìotdta  ili  modulo  e  contiene  un  automodulo  diverso 
dal  modulo  e  permntahile  con  ciascuno    dei    suoi  elementi,  A  e  riducibile. 

Viceversa  è  chiaro  clic  : 

Se  un'algebra,  dotata  di  modulo,  e  riducibile,  essa  contiene  necessa- 
riamente automodtili  diversi  dal  modulo  e  ciascuno  permutabile  con  ogni 
suo  elemento. 

In  questi  ultimi  due  teoremi  consiste  il  cosi  detto  criterio  di 
ScHEFFERs,  per  la  riducibilità,  o  meno,    delle  algebre  dotate  di  modulo. 

Da  esso  si  trae  subito  che  : 

Un'algebra  commutativa  dotata  di  modulo  e  irriducibile  quando,  e 
solo  quando,  non  contiene  automoduli  diversi  dal  modulo. 

215.  Se  A  e  un'algebra  dptata  di  modulo  ed  h 

A  =  A^-\-A^, 
con  A^  e  A^  sistemi  diversi  da  ^ero,  per  i  quali  sia 

,.     ..    .,,  A,A,  =  A,A,=.o, 

A  e  riducibile. 

Infatti  si  ponga 

A^c^  A,  =  C        e        A^=i  C-{-  A[, 
con 

C  n  A[  =  o. 
Sarà 

A  =  A,-{.A[, 
con 

A,nA[  =  o        e        A^A\  =  A\A^=o. 

Se  fosse  .^'^=0,  sarebbe  A^=C,  ^2^^.  >  Az=A^  e  AA^=zo, 
con  A^  ^  o,  il  che  è  impossibile,  una  volta  che  A  è  dotata  di  modulo 
e  quindi  AA^  contiene  A,  ;  dunque  sarà  dimostrato  che  A  è  riducibile,  se 
faremo  vedere  che  A^  e  A[  sono  algebre. 

Per  questo  cominciamo  dall'osservare  che,  se  u  e  il  modulo  di  A, 
essendo  A^  e  A[  complementari  in  A,  si  ha  per  u  una  ed  una  sola 
eguaglianza  della  forma 

u  =  ».,  +  «; , 

con  u^  in  A^  e  u[  in  A\  ;  e    qui    è  certo    u^  ^^  o,  u\  ^  o,    perchè,  se 
fosse,  ad  es.,  u!^  =^  o,  u  starebbe  in  A^  e  sarebbe  A^A[  ^  A'^  ^  o. 
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Dopo  ciò,  se  .\\  è  un  qualunque  elemento  di  A^ ,  si  ha 

dunque  ciascun  elemento  di  J^  ha  per  modulo  u^ ,  e  u^  è  un  automo- 
dulo. Per  una  ragione  analoga,  ciascun  elemento  di  A[  ha  per  modulo 
h[,  e  u[  è  un  automodulo. 

D'altronde  u^  non    può    essere    modulo    per    alcun  elemento  di  A 
fuori  di  A^ ,  perchè  da 

X  =  .V,  +  x; , 

con  X  in  A,  x^  in  A^  e  x^  in  ^^,  segue 


con  X,  ^  X,  se  x[  ^  o;  dunque  A^  è  Valgebra  degli  elementi  di  ^, 
ciascun  dei  quali  ha  un  modulo  in  u^ .  E,  analogamente,  A[  è  ['algebra 
degli  elementi  di  A  ciascun  dei  quali  ha  un  modulo  in  ii'^ . 

Dal  ragionamento  ora  compiuto,  badando  che  in  esso  può  esser 
scambiato  l'ufficio  di  A^  e  A^,  risulta  anche  che  : 

Nelle  ipotesi  fatte  su  A,  A^  e  A^,  ciascuno  dei  sistemi  A^  e  A^  e 
una  sotto-algebra  invariante  propria  di  A. 

216.  Un  algebra  riducibile  dotata  di  modulo  e  decomponibile  in  mi 
modo  solo  nella  somma  diretta  di  due  0  più  algebre  irriducibili. 

Sia  A  un'algebra  riducibile  dotata  di  modulo,  e  sia  A  la  somma 
diretta  tanto  delle  algebre  irriducibili 

(i)  ^,,  ...,  A,, 

quanto  delle  algebre  irriducibili 

(2)  A\,...,A\. 

Dico  che  h  h  =  t  Q.  che  le  algebre  (2)  sono,  a  meno  eventual- 
mente dell'ordine,  le  algebre  (i). 

Siccome  A',  (i  Z.i  ^  h)  è  invariante  in  ^,  ed  ^  è  dotata  di 
modulo,  si  ha,  intanto, 

A'  =  A  A' A, 
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c  quindi  anche  : 

/.' 
Il  sistema  A^A'.Af  sta  in  A    e  sta    in    A,  una    volta  che  A    (t  A^ 
sono  invarianti  in  A  ;  ma,  per  /  z^  /,  è 

A  n  A^  ^=  o, 
quindi,  per  ;  ^  /,  è 

A^A\A,  =  o, 
e  resta 

A'  =  J  A  A' A  . 

Essendo,  per  ;  ^  /, 

A.  A^  =  o, 

il  prodotto  di  uno  dei  t  sistemi  A  A]  A  per  la  somma  di  tutti  gli  altri 
è  zero,  e  tale  è  pure  il  prodotto  di  questa  somma  per  quel  sistema  ; 
dunque,  badando  che  A[  è  dotata  di  modulo  e  irriducibile  e  ricordando 
il  teorema  del  n°  215,  si  conclude  che  uno  ed  uno  solo  di  quei  t  si- 
stemi è  diverso  da  zero. 

Supposto  che  esso  sia  quello  per  cui  /  =;'•,  si  ha 

A'  =  A    A' A    . 
Di  qua,  per  l'invarianza  di  A     in  A  si  trae 

A'  ^A    ; 
ma  A     è  irriducibile  e  A   ,  A',  sono  dotate  di  modulo,  dunque  (n"  213) 

è  addirittura 

A'  =  A    ; 

dopo  di  che  il  teorema,  dovuto  allo  Scheffers,  può  riguardarsi  come 
dimostrato. 

217.  Notisi  esplicitamente  che  un'algebra  riducibile  non  dotata  di 
inodulo  può  bene  esser  decomponibile  in  più  di  un  modo  in  una 
somma  diretta  di  algebre  irriducibili. 

Si  rifletta  (con  lo  Hòlder)  che,  se  «^ ,  . .  .  ,  /*,,  e  un  qualunque 
aggregato  di  unità  di  una  zero-algebra  di  ordine  //,  quest'ultima  è  la 
somma  diretta    delle    n    zero-algebre    di    ordine  i,  e    quindi  irriducibili, 

(«.),  •  •  •  ,  ('^J- 

G.   Scout».  —  Ttoria   ^eneralt  dille  aìgrbrt.  4I 
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Notisi  anche  che: 

Se  un  algebra  commutativa  dotata  di  modulo  h  riducibile,  il  numero 
delle  dlf;ebfe  irriducibili  di  cui  essa  ì:  somma  diretta  t  il  numero  dei  suoi 
automoduli  primitivi. 

Infatti,  SQ  A  k  un'algebra  conimuLuiva  con  modulo  ed  è 

con  A^^  ...  ,  A,  irriducibili,  ciascuna  delle  algebre  ^4, ,  ...  ,  A,  (n°  214, 
in  fine)  non  possiede  altri  automoduli  che  il  proprio  modulo;  e  quindi 
(n°  211,  in  fine)  gli  automoduli  primitivi  di  A  sono  tutti,  e  solo,  i 
moduli  di  /ì/, ,  .  .  .  ,  A^. 

Segue,  ricordando  anche  quanto  è  detto  nei  n'  161  e  174,  che: 
Un'algebra  commutativa  con  modulo  non  possiede  in  ogni  caso  che 
un  numero  finito  di  automoduli.  Se  fra  questi  il  numero  di  quelli  che 
siano  primitivi  è  t,  il  numero  degli  automoduli  dell'algebra  h  2'  —  i,  e 
l'algebra  è  irriducibile,  se  t  ^=  1,  riducibile  e  somma  diretta  di  t  algebre 
irriducibili,  se  t  ^  i. 

Algebre  pseudonulle. 

218.  Sappiamo  già  che  l'indice  di  un'algebra  non  può  superare 
l'ordine  dell'algebra  stessa  aumentato  di  i  ;  e  che  i  due  numeri  non 
possono  essere,  eventualmente,  eguali,  se  non  a  patto  che  l'algebra  sia 
pseudonulla. 

Possiamo  precisare  queste  osservazioni  dimostrando  col  Frobenius 
che  : 

Vindice  di  un'algebra  pseudonulla  eguaglia  il  suo  ordine  aumentato 
di  I  quando,  e  solo  quando,  l'algebra  è  poten:(iale. 

Infatti,  se  l'algebra  potenziale  di  ordine  g 

A  =  ix,  x\  ...,  xO, 
generata  dall'elemento  x,  è  pseudonulla,  x  e  pseudonullo  e  di  grado  g  ; 

quindi  è 

A^  ^  o,         ma        A^^'  =  o  ; 

ossia  A  è  dell'indice  g  -\-  'i-- 


CAPITOLO   VI.  —  I   TEOREMI   FONDAMENTALI    ECC.  J2$ 


Invcrs.nmcntc,  se  l'algebra  //,  definita  nel  corpo  F,  e  jiseudonulla, 
(Ji  ordine  ^  e  indice  *,'-{-  i,  ciascun  prodotto  di  ^  -j-  '^  elementi  di  A 
è  nullo,  ma  esistono  in  A  ^  clementi, 

X, ,     v^ ,  .  .  .  ,  a;  , 
per  i  quali  è 

x\  .V,    ...   X    ^  o. 
Allora  (n"   151) 

^'.  y     A-,  x^ ,   .  .  .  ,  X,  X,   ...  x^ 

sono  g  elementi  indipendenti  di  A,    e  quindi    ciascun    elemento  di  A  è 
della  forma 

a  X    -4-  y.  X  X    -(-•••+«  -v  x,  .  .  .  x  . 

con  le  a  in   F. 

Ora  si  considerino  le  espressioni  di  que.sta  forma  eguali  ai  singoli 
clementi  x, ,  x^,  ...  ,  x,  e  se  ne  formi  il  prodotto.  Badando  che  e 
nullo  ogni  prodotto  di  ^  -f~  '»  ^  P^"-'»  elementi  di  A,  il  prodotto  di 
quelle  espressioni  si  riduce  a  un  termine  della  forma 

axf, 
dunque  è 

axf  =  x,x^  ...  x^  7^0, 
ossia 

ri.  T^  o         e         y-\^  o. 

Segue  che  x^  e  (pseudouuUo  e)  del  grado  ^,  e  che  A  è  l'algebra 
potenziale  generata  da  x, . 

2ig.  L'algebra  A  sia  pseudonulla  e  di  indice  r;  e  sia  ;/;  l'ordine 
di  A' . 

Se  S;  (i  =r  I,  .  .  .  ,  r  —  i)  è  un  sistema  complementare  ad  /^"^' 
in  A\  l'ordine  di  S,  sarà  ;/.  —  n^^^  (:^  o),  e  sari 

À  ^  A'-'  -\-S,. 
Di  qua,  essendo 

A'  =  0, 
segue 

A  =  S,-{-A^  =  S,-\-S^  +  A'=  ..•=S,-\-S^-\-  ...  -\-  5  ,.  ; 

ma  l'ordine  di  A  i  la  somma  degli  ordini  dei  sistemi  5,  dunque  questi 
ultimi  sono  complementari  in  A. 
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Poi  è 

S  S  ^  A\A>  =  ^'■"', 
ed  è 

A''^'  =  o,        se        '  ~f~  y  ^  ^  —  "> 

•••  =5,.,  +  5.^..4-  •••  +5_,,     se     i+jZ,r—i; 

quindi  si  iia 

S.S^.  =  0,         se         j  4-;  >  r  —  1, 

5  5,^S..^,  +  S,^.^. +  ...  +S_,     se    i+y^r-i. 

Da  tutto  ciò  discende  l'importante  teorema  : 

Se  r algebra  A  k  pseiiJoniiìla  e  di  indice  r,  e  gli  ordini  di 

A,        A\...,A'-^ 


sono 


n.  =  w. 


)     "r-iJ 


l  sempre  possibile  trovare  in  A  un  aggregato  di  n  unità  decomponibile  tn 
r  —  I   aggregati  parzidli 

tali  che  U^  (f  =  i,  ..-,  r  —  i)  contenga  n.  —  n.^^  unità  {dove  n.^^  =  o, 
se  i  =:  r  —  i),  e  tali  inoltre  che  il  prodotto  di  una  unità  dell'aggregato 
U^  e  una  unità  dell'aggregato  U.  sia  nullo,  se  è  i -\- j '^  r  —  i,  sia 
una  combina:i^ione  lineare  di  unità  contenute  negli  aggregati 

^H-;)  i-(-;-t-i  5     •   •   •    )     '-'r—i) 

se  h  i  -\-  j  ^  r  —  i . 

Questa  proposizione,  assai  più  precisa  di  un'altra  dello  Scheffers, 
è  dovuta  allo  Wedderburn. 

220.  Se  l'indice  di  un'algebra  pseudonulla  è  r,  il  grado  di  un  suo 
elemento  qualunque,  e  quindi  anche  il  grado  dell'algebra,  non  supera 
r  —  I. 

A  questo  proposito  e  opportuno  dimostrare  che  : 

Se  A  è  un'algebra  pseudonulla  e  commutativa,  in  un  corpo  infinito 
r,  di  indice  r  e  grado  g,  è  r  =  g  -\-  1. 

Sia  u, ,  .  .  .  ,  u^  un  aggregato  di  unità    di  A    (per   modo  che  n  è 
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l'ordine  di  A)  e  sia 


con  le  ;  in   \\  un  elemento  di  A. 

Essendo  g  il  grado  di   A^  quello  di  x  sari  ^  g-,  e  quindi  sarà  certo 

x«^'  =0. 

Ma,  essendo  A  commutativa,  è 

x«^'  =     y    — -^^J— ili— ^z".  ...  r^.,t'^'  ...  iif'' 

la  somma  essendo    estesa  a  tutte    le    soluzioni  (/), ,  .  .  .  ,  /),_)  con  interi 
non  negativi  dell'equazione 

Z'.  +  •••+/',.  =  .?+  I  ; 

dunque  sarà 

qualunque  siano  le  z,  in   V. 
Posto 

M^'  ...  «^"  =  yV'     fi., 

con  le  >>  convenienti  numeri    di    P,  ciò    porta    che    debbono  sussistere, 
qualunque  siano  le  e,  in   f,  le  ;/  uguaglianze 

ossia,  essendo  F  un  corpo  infinito,  che  debbono   esser  nulle  tutte  le  1. 
Val  quanto  dire  che  debbono  esser  nulli  tutti  i  prodotti  del  tipo 

con 

Z'.  +  •••  +A,  =.^'+  I- 

Ma  allora  in  A  sono  nulli  tutti  i  prodotti  di  if  -|-  i,  o  più,  ele- 
menti, e  quindi  è  r ^g  -|-  i.  Intanto  ò  pure  g ^r  —  i,  cioè  r^g-{-  ij 
dunque  resta,  come  volevasi,  r  =  g  -{-  i . 
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§  5- 
Algebre  primitive. 

221.  In  un'.ilgcbiM  primitiva  ciascun  cleniciuo  non  nullo  e  dotato 
di  inverso,  dunque  : 

Un'algebra  primitiva  e  commutativa  t",  rispetto  alle  sue  operazioni 
di  addizione  e  moìtip]ica:;ione,  un  corpo  numerico. 

Un'algebra  primitiva,  non  ammettendo  divisori  dello  zero,  non 
ammette,  come  è  stato  già  rilevato,  sotto-algebre  semi  invarianti  proprie. 
Questa  osservazione  è  precisata  dal  teorema  : 

Le  algebre  prive  di  sotto-algebre  semi-invarianti  proprie  sono  tutte,  e 
solo,  le  algebre  primitive  e  le  :^ero-algebre  di  ordine  1. 

Sia,  infatti,  A  un'algebra  non  primitiva,  che  non  possegga  sotto- 
algebre semi-invarianti  proprie. 

In  quanto  non  è  primitiva,  essa  contiene  certo  dei  divisori  dello 
zero  ;  d'altronde,  se  x  è  un  tale  divisore,  secondo  che  esso  e  sinistro 
o  destro,  il  sistema  x  A  o  il  sistema  A  x,  in  quanto  A  è  priva  di  sotto- 
algebre semi-invarianti  proprie,  è  necessariamente  zero  (n°  93)  ;  dunque 
ogni  divisore  dello  zero  è  per  A  un  nullifico,  sinistro  o  destro,  e  quindi 
anche  un  elemento  eccezionale. 

Segue  che  A  è  pseudonulla,  perchè  altrimenti  avrebbe  una  sotto- 
algebra invariante  propria  nella  sua  sotto-algebra  eccezionale  ;  e  poi 
(n°  IJ5)  che  A  è  di  ordine  i,  cioè  una  zero-algebra  di  ordine  i. 

D'altronde  un'algebra  di  ordine  i  è  priva  di  sotto-algebre  proprie, 
dunque  ecc. 

222.  Se  un'algebra  h  primitiva,  e  l'equazione  minima  di  un  suo 
elemento  qualunque  x  è 

(I)  m  =  o, 

il  polinomio  /(O  ^  irriducibile  nel  corpo  in  cui  l'algebra  e  definita. 
Infatti,  se  ciò  non  fosse,  e  si  avesse 

/(0=/.©A(0, 

con  /,  ed  /,  polinomi  (di  gradi  non  nulli)  nel  detto  corpo,  sarebbe 
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nò  potrebbe  essere 

/,(.v)  =  o         o        fXx)  =  o, 
perche  altrinicini  l'equazione    ininini.i    di    .v    non    sarebbe    la    (i);    ma 

allora 

/,(v)         ed         fXx) 

sarebbero  dei  divisori  dello  zero  e  l'algebra  lìon  sarebbe  primitiva. 

Inversamente  : 

Se  un'algebra  e  tale  che,  detta 

ai)  =  ° 

l'equazione    minima    di  un  elemento  x,  /(;)    h  irriducibile    nel  corpo,  in 
cui  è  definita  l'alf^cbra,  qualunque  sia  x,  l'algebra  è  primitiva. 

Infitti  l'algebra  è  intanto  dotata  di  modulo,  altrimenti  /(;),  per 
X  ^  o,  sarebbe  un  polinomio,  di  grado  maggior  di  i,  privo  di  ter- 
mine noto,  e  quindi  riducibile;  e  poi  è  priva  di  divisori  dello  zero, 
perchè  altrimenti,  supposto  che  x  fosse  uno  di  questi,  /(;)  risulterebbe 
ancora  di  grado  maggior  di   i   e  privo  di  termine  noto. 

223.  Se  un  algebra  A,  dotata  di  modulo,  ammette  una  sotto-algebra 
primitiva  B,  e  il  modulo  di  B  coincide  con  quello  di  A,  l'ordine  di  B  e 
un  divisore  di  quello  di  A. 

Siano  n  ed  m  gli  ordini  di  ^  e  /). 

Se  n  =  w,  il  teorema  è  dimostrato.  Se  no,  è  «  >  //i,  ed  esiste 
in  A  un  elemento  .v  non  appartenente  a  B  (e  quindi  diverso  da  zero). 

Consideriamo  il  sistema  .v  B. 

Siccome  B  cà  A  hanno  lo  stesso  modulo,  e  siccome  B  è  primitiva, 
in  B  (n°  no)  non  esistono  elementi  che  siano  per  A  dei  divisori  dello 
zero;  quindi  non  esiste  in  B  alcun  elemento  non  nullo  che  abbia  in  x 
un  nullifico  sinistro,  e  l'ordine  di  .v  /)  è  ///. 

Inoltre  non  e  possibile  che  sussista  un'eguaglianza  della  forma 

xb  =  b\ 
con  b    e  b'  elementi    di  5  e  /''  ^  o,    perchè    altrimenti    sarebbe    anche 

b  =4^  o  e 

x  =  b'b-\ 

cioè  .V  sarebbe,  contro  l'ipotesi,  un  elemento  di  B^  dunque  e 

Bc^xB  =  0^ 
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e  l'ordine  del  sistema 

S=  B-{-xB 
è  2  m. 

Se  è  A  =^  S,  e  ti  =  2  m  e  il  teorema  è  dimostrato.  Se  no,  è 
«  ]>  2  m  ed  esiste  in  A  un  elemento  y  non  appartenente  ad  S  (e 
quindi  non  nullo). 

Consideriamo  il  sistema  v  B- 

Per  una  ragione  giA  addotta  il  suo  ordine  è  m  ;  poi  non  è  possi- 
bile che  esso  abbia  a  comune  con  S  un  elemento  non  nullo,  perchè 
altrimenti  sussisterebbe  un'eguaglianza  della  forma 

yh  =  b'  -\-xh", 

con  /»,  /»',  h"  in  B  e  b  ^  o^  e  sarebbe 

y  =  h'ir'  -}.  xb"b-', 

cioè  V,  contro  l'ipotesi,  un  elemento  di  S  ;  dunque  il  sistema 

T=  B-\-xB-\-yB 
è  dell'ordine  3  m. 

Se  è  A  =  T,  è  u  =z  ^  m  e  il  teorema  è  dimostrato  ;  se  no,  si 
proseguirà  a  ragionare  come  nei  due  casi  precedenti  e  si  finirà  sempre 
per  imbattersi  in  un  multiplo  di  ni  che  sia  eguale  ad  n. 

224.  Una  sotto-algebra  di  un'algebra  primitiva  è  primitiva  ;  poi  il 
modulo  di  quella  è  necessariamente  il  modulo  di  questa  (n°  no), 
dunque  : 

L'ordine  di  un'algebra  primitiva  è  divisibile  per  quello  di  ciascuna 
sua  sotto-algebra. 

Giacché  ogni  algebra  ha  una  sotto-algebra  nell'algebra  generata 
dalle  funzioni  razionali  intere  di  un  suo  elemento  —  non  nullo,  se  l'al- 
gebra è  priva  di  modulo  — ,  segue  che  : 

L'ordine  di  un'algebra  primitiva  è  divisibile  per  il  rango  di  ciascun 
suo  elemento  e  quindi  anche  per  il  rango  dell'algebra. 

Avvertasi  che  ciascun  elemento  non  nullo  di  un'algebra  primitiva 
ha  il  rango  eguale  al  grado  ;  e  che  pertanto  l'algebra  generata  dalle 
sue  funzioni  razionali  intere  coincide  con  l'algebra  potenziale  generata 
da  esso. 

Notisi  inoltre  che  : 


CAPITOLO    VI.  —  I    TKOREMI    FOKDAMKNTALI    F.CC.  ^2$ 


Un'algebra  primitiva,  il  cui  ordine  sia  un  numero  primo,  ^  uti'alge- 
hra  poten:(jale. 

Infatti  of^ni  elemento  di  iin.i  tale  algebra  clic  non  appartenga  al 
sistema  di  ordine  i  generalo  dal  modulo  ha  il  rango  eguale  al  rango 
e  all'ordine  dell'algebra. 

Intanto   ogni  algebra  potenziale  è  commutativa,    dunque  (n"  221): 

Un'algebra  primitiva,  il  cui  ordine  sia  un  numero  primo,  è,  rispetto 
,ille  sue  opcra:^ioni  di  addizione  e  moltiplicazione,  un  corpo  numerico. 

Aggiungasi  che,  se  il  corpo,  in  cui  una  tale  algebra  è  definita,  è  I', 
ed  /(;)  e  il  polinomio  (irriducibile)  in  P,  che  dà  il  primo  membro 
dell'equazione  minima  di  un  elemento  dell'algebra  di  rango  >  i,  e 
quindi  di  rango  eguale  a  quello  dell'algebra,  il  corpo  numerico,  cui 
l'algebra  dà  luogo  nel  modo  ora  detto,  è  isomorfo  al  corpo  algebrico 
[  r,  f (;)1  derivato  da  P  mediante  il  polinomio  /(;)• 

225.  Qui  vi  è  luogo  a  un'osservazione  interessante. 

Sia  C  un  corpo  numerico,  /'(;)  un  polinomio  in  esso,  irriducibile 
e  di  grado  «,  e  C  il  corpo  algebrico  derivato  da  C  mediante  /(;). 

Le  classi  mod  /(;)  determinate  dai  polinomi  in  ;  equivalenti  a 
numeri  di  C  costituiscono  in  C  un  corpo  V  isomorfo  a  C  ;  e  C  può 
considerarsi  come  un'algebra  di  ordine  «,  primitiva  e  commutativa, 
tanto  in   C,  quanto  in  T. 

Considerando  C  come  un'algebra  in  V  e  applicando  il  secondo 
teorema  del  n"  precedente  si  trae  la  seguente  proposizione,  di  cui  già 
sono  stati  incontrati  dei  casi  particolari  (cfr.  I,  n°  151  in  fine),  e  che 
e  di  importanza  fondamentale  per  la  teoria  dei  corpi  algebrici  : 

Ciascun  numero  di  C  e  radice    in  C  di  unequa:^ione    della  forma 

?(;)  =  o, 

con  -p  polinomio    in  *r,    ivi  irriducibile,    e  avente   per  grado    un  divisore 
di  n  (^  «)• 

§  4- 
Prime  proprietà  delle  algebre  semi-semplici. 

226.  Dal  teorema  del  n"  2ì;  discende  come  corollario  immediato 
che  : 

G.   ScdHi*.  —  Ttoria    initralt  itìlt  al^fhrr.  ^: 
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Se  un'aìgchra  dotata  di  modulo  t  irriducibile  e  non  i  semplice,  acni 
sua  sotto-algebra   invariante  propria    ^  necessariamente  priva   di  modulo  ; 

e  di  qua  si  tr.ic  subito  clic  : 

Se  un'algebra  dotata  di  modulo  e  irriducibile  e  non  t  semplice,  essa 
non  (■  neppure  semi-semplice. 

Infatti  ogni  sotto-algebra  invariante  propria  di  una  tale  algebra  (e 
di  cotestc  sotto-algebre  ne  esiste,  per  ipotesi,  almeno  una)  è  priva  di 
modulo  e  quindi  (n°  172)  dotata  di  elementi  eccezionali.  Ma  allora 
(n"  155)  anche  l'algebra  possiede  elementi  eccezionali  ed  essendo  dotata 
di  modulo  non  è  semi-semplice. 

Segue  che  : 

Un'algebra  semi-semplice,  ma  non  semplice,  è  certo  riducibile. 

Infatti  un'algebra  semi-semplice,  ma  non  semplice,  non  potendo 
essere  una  zero-algebra  di  ordine  i,  è  necessariamente  dotata  di  modulo 
e  quindi,  per  la  proposizione  or  ora  dimostrata,  è  necessariamente  ridu- 
cibile. 

Ora  dal  teorema  •/.)  del  n°  140  si  deduce  che  quando  un'algebra 
semi-semplice  è  riducibile  (e  quindi  dotata  di  modulo)  ciascuna  delle 
algebre  di  cui  essa  è  somma  diretta  è  un'algebra  semi-semplice  (dotata 
di  modulo),  dunque  : 

Un'algebra  semi-semplice,  ma  non  semplice,  è  la  somma  diretta  di 
due  0  più  algebre  semplici,  nessuna  delle  quali  è  una  ::ero-algebra  di 
ordine  i. 

Inversamente,  sempre  per  il  teorema  /.)  del  n°  140,  è  chiaro  che: 

La  somma  diretta  di  due  0  più  algebre  semplici,  nessuna  delle  quali 
sia  una  ::ero-algebra  di  ordine  i,  e  (non  semplice,  ma)  semi-semplice  e 
non  pseudonulla. 

Insomma  : 

Le  algebre  semi-semplici    sono  tutte,  e  solo, 

a)  le  algebre   semplici,  e 

ii)  le  somme  dirette  di  algebre  semplici,  nessuna  delle  quali  sia  una 
:^ero-algebra  di  ordine  i. 

227.  Un'algebra  A  semi-semplice,  ma  non  semplice,  che  sia  la  somma 
diretta  delle  t  algebre  semplici  A^,  .  .  .  ,  A^,  non  ammette  altre  sotto- 
algebre invarianti  proprie  all'infuori  delle 
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sotto-algebre  date  da  A^,  .  .  .  ,  A^  e  {se  t  j>  2)  dalle  algebre  somme  (di- 
rette) di  due,  tre,  .  .  .  ,  0  t  —  i   di  esse. 

Intatti,  se  b  e  un  elemento  di  uni  sotto-algebra  invariante  propria 
B  ^\  A,  Q  si  pone 

/.  =  /;.+. ..  +  ^, 

con  b^  in  A^  (j  =r=  i,  .  .  .  ,  /),  al  variare  di  b  in  B^  b.  varia  in  A^ 
descrivendo  in  A.  un  sistema  che,  se  non  è  zero,  e  una  sotto-algebra 
invariante  di  A. .  Ma  le  algebre  //,  sono  semplici,  dunque  al  variare  di 
/'  in  5,  b^  o  è  costantemente  zero,  o  descrive  A^.  Ne  risulta  che  B  o 
coincide  con  una  delle  algebre  A^^  o  è  somma  (diretta)  di  due, 
tre,  .  .  .  ,  o  /  —  I   algebre  A^ . 

D'altronde,  se  per  B  si  verifica  o  l'una  o  l'altra  di  queste  due 
circostanze,  B  risulta  veramente  una  sotto-algebra  invariante  propria  di 
A  (cfr.  n°  136  e   137),  dunque  tee. 

228.  //  primo  sistema  di  Peirce  legato  ad  un  automodulo  di  un'alge- 
bra semi-setnplice  è  anch'esso  un'algebra  semi-semplice. 

Sia  u^  un  automodulo  dell'algebra  semi-semplice  A  (naturalmente 
non  pseudonulla)  e  suppongasi,  se  è  possibile,  che  l'algebra  n^Aii^  (la 
quale,  essendo  dotata  di  modulo,  non  è  certo  una  zero-algebra  di 
ordine  i)  non  sia  semi-semplice,  ma  dotata  di  una  sotto-algebra  ecce- 
zionale E. 

Siccome  E  è  invariante  in  u^Aii^  e  questa  è  dotata  di  modulo,   si 

ha 

E .  //_  A  u^  =  E 
ed 

EAE=  Eu^.A.u^E  =  Eu^Au^.  E  =  E'  ; 

da  cui  si  trae,  per  r  intero  positivo  qualunque, 

E'AE=E'^'. 

Giacché  A  è  dotata  di  modulo  è  A'  ^=  A,  dunque 

{AEAy  =  AEAEA   =A.EAE.A   =  A  E/ A, 

{AEAy  r=  AE'AEA  =  A.EAE.A::r-.  AE^A, 


^^2  PARTE    II.  —  LA    TKORIA    GENERALE    DELLE    ALGEBRE. 

e,  in  generale, 

(AE.^y  ^  A  E'  A. 

Essendo  E  pseuJonulla,  segue  di  qua,  per  ;   abbastanza  elevato, 

{AEAy  =  o. 

Ora  A  E  A,  una  volta  che  A  è  dotata  di  modulo,  contiene  E  e 
quindi  non  e  nulla;  dunque  AEA  e  per  A  (n°  95)  una  sotto-algebra 
invariante  pseudonulla. 

Ma  questo  è  assurdo,  perchè  A  e  semi-semplice  e  non  pseudonulla  ; 
dunque  è  assurdo  supporre  che  n^Au^  non  sia  semi-semplice. 

229.  Il  teorema  ora  dimostrato  è  suscettibile,  come  vedremo,  di 
precisazioni  maggiori  ;  intanto  da  esso  ricaviamo  subito  che  : 

//  primo  sistema  di  Peirce  legato  ad  un  auloniodulo  primitivo  di 
un'algebra  semi-semplice  è  un'algebra  primitiva. 

Infatti  esso  è  un'algebra  semi-semplice  con  modulo,  priva  di  auto- 
moduli diversi  dal  modulo,  e  quindi  è  (n°  173)  un'algebra  primitiva. 

§  5. 
La  struttura  delle  algebre  semplici. 

230.  Per  prepararci  la  via  allo  studio  minuzioso  e  preciso  delle 
proprietà  più  salienti  delle  algebre  semplici,  partiamo  dall'esposizione 
dei  ragionamenti  che  conducono  alla  dimostrazione  del  teorema  fonda- 
mentale della  teoria,  dovuto  allo  Wedderburn  ;  e  cioè  che  fra  coteste 
algebre  quelle  con  modulo  sono  tutte,  e  solo,  le  algebre,  ciascuna  delle 
quali  possa  pensarsi  come  prodotto  diretto  di  un'algebra  primitiva  e 
un'algebra  regolare. 

231.  Sia  A  un'algebra  semplice  con  modulo,  ma  non  primitiva,  e 
sia  u  il  suo  modulo. 

Siccome  A  non  è  primitiva,  u  non  sarà  per  A  un  automodulo 
primitivo  (n°  173);  e  quindi  sussisterà  per  a  un'eguaglianza  della  forma 

(i)  «  =  «,-] l-u^  (p::^2), 

con  u^,  ...  ,  u    automoduli  primitivi  a  due  a  due  mutuamente  nullifici. 
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Posto 

relativamente  ai  />-  sistemi  A^     sappiamo  gi;\  (n"   i6.j)  dicessi  risultano 
complemeutari  in   A,  che  per  essi  è 

^'^^  ••'"•'-/<,,     se    ;•  =  /;; 

e  poi  che,  fra  di  essi,  quelli  con  indici  discguali  sono  delle  zero-algebre, 
quelli  con  indici  eguali  sono  (n°  229)  delle  algebre  primitive. 

Ma  possiamo  ora  aggiungere  osservazioni  ulteriori  assai  più  precise. 
232.  Per  questo  cominciamo  dal  far  vedere  che  : 
Se  .\\     è  un  qualunque  elemento  di  J.   ,  il  prodotto 


X    A 


0  e  ::jro,  0  coincide  con   A^  ^ . 
Essendo,  per  le  (2), 

A    A  .  r=  A    , 

il  sistema  x    A     è  intanto  contenuto  in  A    . 
Poi  è 

X .  .  A  . .  A  .  =  X .   .  A  .  A  .  ^=  X .  ■  A . ., 

dunque  quel  sistema,  se  non  e  zero,  è  una  sotto-algebra  semi-invariante 
sinistra  di  A.  . . 

Ma  A..,  essendo  primitiva,  non  può  contenere    sotto-algebre  semi- 
invarianti proprie,  dunque  e,  come  volevasi, 

X  ■A..  =  o,         oppure     x    A..  =  A    . 

Allo  stesso  modo  si  dimostra  che  : 

Se  X;     e  un  qualunque  elemento  di  A^-,  il  prodotto 

0  ^  \ero,  0  eguaglia  A    . 

Queste  proposizioni  saranno  tosto  precisate.  Frattanto  da  esse  pos- 
siamo dedurre  che  : 

Se  X.     e  -v  j  sono    elementi  non    nulli  di  A^     e  A,f^,   è  necessaria- 
mente 

A     A    ,  9^  o. 
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Sia  infatti,  se  è  possibile, 


XX,  ^  o. 


Dico,  allora,  che  è  anche 
(.0  ^.;>A,;=o. 

E  infatti,  se  ciò  non  fosse,  sarebbe 

ed  esisterebbe  in  A,^      nn  elemento,    diciamo  x,^^. ,  per    il  quale  sarebbe 


X   ,  X,  .  =  K 


O    Z^    X.        =    X     :  U:    =.    X.    :X:  ,,  .  X ,.    .    =    O, 


e  quindi 

O        /  X  ■     ■     X  •     ■   II-  ■     vV         •  ^   ■    1     .   .A-  I 

ciò  che  e  assurdo. 

Ciò  posto,  sia  y,^     un  qualunque  elemento  non  nullo  di  A,,j- 
Essendo,  per  la  (3), 

con  X  ,,  ^zé  o,  _y^  .  :^  o,  sarebbe,  per  il  ragionamento  fatto, 

yh,i^j,h  =  o> 

e  quindi,  addirittura, 
mentre 

L'assurdo  a  cui  siamo  pervenuti  dimostra  l'enunciato. 

Da  esso  segue  che  : 

Se  X-     h  un  qualunque  elemento  non  nullo  di  A.  .,  è 

(4)  X.   A  ■  =  A.  ■        e        A.  x.  .  =  A.  .. 

Di  qua  e  dal  fatto,  che  nessun  elemento  non  nullo  di  A-  .  ha  in 
jc.  .  un  nullifico  sinistro  o  un  nullifico  destro,  segue  (n°  102)  che  gli 
ordini  di  A.,  e  A-     eguagliano  entrambi  l'ordine  di  A  .;  dunque: 

Le  p^  algebre  A^  ■  hanno  tutte  uno  stesso  ordine. 

Se  il  loro  ordine  comune  si  indica  con  r,  quello  di  A  è  rp^  ; 
dunque  abbiamo  intanto  che  : 


I 
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L'ordine  di  un'algebra  semplice  con  modulo,  ma  non  primitiva,  am- 
mette necessariamente  qualche  divisore  quadrato  diverso  da   i. 

Ne  discende  clic  : 

Un'algebra  semplice,  il  cui  ordine  sia  maggiore  di  i  e  non  sia  divi- 
sibile per  il  quadrato  di  alcun  numero  primo,  e  addirittura  un'algebra 
primitiva. 

233.  Ora  indichiamo  con 

^1,2'         ^1,3  »  •  •  •  '  ^t,p 
elementi  non  nulli  comunque  scelti  in 

rispettivamente,  e  poniamo  inoltre 

c^  ^  =  u.  .  .  .  ,  e.  ^  =z  u. 
hsscndo 

^■,;A.  =  ^...  (1  =  2,  ...,p), 

esisterà  in  A,  ^  un  elemento  non  nullo,  e  sia  e,  ^ ,  per  il  quale  sarà 
e  questa  eguaglianza  sussisterà  anche  per  /  =  i,  una  volta  che 
Se  poniamo,  per  h  z^  1,  k  ^  1  e  h  =^  k, 


(i,  j=  \,  ...  ,  p), 


Che  la  (5)  sussista  per  17^/  è  intanto  evidente  ;  perchè  o  è 
anche  i  ^  i  e  y  ^  i,  ed  allora  sussiste  per  definizione,  o  e,  per 
es. ,  t  :=  I  (e  /  7^  i)  ed  essa  si  riduce  alla  relazione 

che  è  chiaramentre  soddisfatta. 


^h,k  —  ^fc.i  ^i,t  ' 

restano  definiti  p'  elementi 

per  i  quali  si  ha 

^../ 

(5) 

^..;  =  ^...^..;- 
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Resta  a  far  vedere  che  la  (5)  e  valida  per  i  =  ;',  ossia  clic  è 

e  qui  è,  anzi,  necessario  considerare  soltanto   il  caso  i  -^  i. 
Per  quanto  è  detto  nel  n""  precedente,  il  prodotto 

è  intanto  un  elemento  non  nullo  di  A^/,  ma  è 

(e    e    y  =  r.    .e    e.   .e     =^  e    e    e     =z  e    e  ., 

V   1.1     1,1/  1,1        1,1     1.1     ^1,1  1,1     1,1     1,1  1,1     1,1  J 

dunque  esso  è  un  automodulo  di  A^  . . 

Siccome  A^.  è  primitiva  ed  ha  per  modulo  /(  =  c.^,  segue,  come 

volevasi, 

e.   e  =  e    . 
1,1   1,1         1,1 

234.  La  (5)  può  essere  ora  generalizzata.    Possiamo  provare,  cioè, 
che  : 

Pf.r  i  />'  elementi  e     si  ha 

...  (0,        se    i  ^  h, 

<^^)  '"''''' =  \c,,,     se    j  =  h. 

Infatti,  se  ;  ^  /;,  è 

perche  e  addirittura 
se  poi  ;  =:  h,  si  ha 

235.  Utilizzando  le  (6)  si  dimostra  subito  che  : 
/  p'  elementi  c-     sono  indipendenti. 

Sia  infatti 

■';■ 
con  le  x  numeri  del  corpo  in  cui  è  definita  l'algebra  A. 

Sarà,  qualunque    siano,  nella  serie  1,  .  .  .  ,  p,    i  valori    degli  indici 

S,  K  f^,  i, 

(i..p  \  i.p 

y  a.,  .e.    \c.  I  =z  y  a.   e  ,c.c.,=:x,,c  ,, 
.,i_      1,;     i,/   I    krl  /         i,j     g,h     i,]     k,l  h,k    £,(  7 


I 
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c  quindi,  cssciulo  c^ ,  ^  o  qualunque  siano  ^',  /,  sarà 

qualunque  siano  /;  e  k. 

Si  conclude  che  : 

/  /)'  elementi    e.    generano    una  sotto-algebra    regolare    C   di  A,    di 
ordine  p'  ;  e  il  modulo  di  A  e  anche  il  modulo  di   C,  essendo 

236.  Indichiamo  ora  con  a  un  elemento  qualunque  di  ^  e  poniamo 

I..  p 

SarA 

dove 

è  un  elemento  di  A^  /,  e  per  avere  tutti  gli  elementi  b^  i  quali,  intanto, 
costituiscono  evidentemente  un  sistema,  sarà  indifferente  far  variare  a 
in  Ay  o  x^  ^  in  A^  _ . 

Da 

i../.  i. /• 

I  I 

con  .V,  _  e  x',  _   in  -<^,  , ,  si  ricava 

^,.  (Z  ^.,.  ^.,.  ^...)  ^.,.  =  ^.,.  (Z  ^M  ^,.  ^.J  '■'..  ' 

cioè,  per  le  (6)  e  per  il  fatto  che  e,  ,  è  il  modulo  di  ^,  , , 

^..  =<,.' 
dunque,    una  volta    che    r  e  l'ordine    di  A^^^ ,    r    e  anche    l'ordine    del 
sistema  descritto  da  b  al  variare  di  a:_  ,  in  A^  ^ . 

Osservando    che  un  prodotto    di  elementi  /'   e  ancora    un  tale  ele- 
mento, perche  da 

I 

*'  =  zV.-<.,^.,.> 

i 
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con  .\^^  e  x\ ^  in  /f ,  , ,  si  trae 
hh'=y_ e.,,  X,  .  e,  ,c^. ,  x;  ,  c,^^=y  e.  ,  x,  ,  e,  ,  x;,,  r,  =y  e.  ,  (x,  .  x\;)c^, , 

sì  conclude  che  : 

Gli  elementi  b  costituiscono  nn'aìocbra  B  di  ordine  r. 

La  corrispondenza  biunivoca  fra  gli  clementi  di  5  e  quelli  di  ^^ , 
posta  in  evidenza  dalla  formula 

i...p 

i 

e  chiaramente  una  corrispondenza  di  isomorfismo  tra  B  e  A^  ^,  dunque  : 
L'algebra  B  è  primitiva. 
Ma  da 
i..p  t.p  i...p 

^=X  ^i,i  ^., .  ^.,.=Z  ^.,1  •  ^k,^  ^,,,  ^,,y  •  ^^.  =  Z  ^.>  ^K^  ^^•'       (*  =  2.    •  •  •  .  />). 


dove 


■^k,k    ^l,,  -"^1,1  ^i,i 


è    un    elemento    di    A^  ^,    segue    che    B    può    esser    dedotta     da    A^,^ 
(^  =  2,  .  .  .  ,  p)  nello  stesso  modo  che  da  ^,  ,  ;  dunque  : 

Lrt  defini:^ione  dell'algebra  B  data  più  sopra    e    solo    apparentemente 
non  simmetrica  rispetto  alle  p  algebre  A.  ^  ; 
—  ciò  che  risulterà  tra  poco  anche  altrimenti  (cfr.  n°  250)  —  e  : 

Le  p  algebre  primitive  A^ ,  sono  equivalenti  (a  B  e)  fra  di  loro. 

Notisi  che  per  x^  ^  =  c^  ^  si  ha 

i...p  i.p 

Z'^.,,^.,.^.,.    =    Z^M    =    "' 

quindi: 

//  modulo  di  B  coincide  con  quello  di  A. 

237.  Dimostriamo  adesso  che  : 

Ciascun  elemento  dell'algebra    B  e  permutabile    con  ciascun  elemento 
dell'algebra  C. 

Infatti  da 

i.  p 
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segue 


f^^k.k  =  2.'^.,,^'...'^../*.*  =  '^k..^'.,/.,»» 


I.  ^ 


e, 


.kb  =  Z'^*.»'^...^..'^...  =  <^i..*...'^..». 


dunque  è,  per  h,  k  ^=  i,  .  .  .  ,  p, 

e  questo  basta  a  dimostrar  l'asserto. 

238.  Ciò  posto,  dico  che  : 

Ciascun  elemento  x  di  A  e  rappresentabile,  e  in  un  modo  solo,  nella 

forma 

t...p 

(7)  *  =  Z*.,/^../' 

con  le  h  elementi  di  B. 

Dalla  (7)  discende 

..../>  I. ./ 

e  ,  X  e,     =  y  e  .  h,  -c.  -c.     ^=  y  e  ,b  .e    , 

'■/  ' 

ossia,  attesa  la  permutabilità  di  ciascun  elemento  di  B  con  ciascun  ele- 
mento di  C, 

e  i,xc.     =  b.  ,c     , 
dunque 

e,  se  una  rappresentazione  di  .v  nella  forma  (7)  è  possibile,  non  è  pos- 
sibile altrimenti  che  ponendo 

I  ../. 

Ora  da 

i.p  Ì...P 

si  trae,  in  primo  luogo,  che  /'h  ^  è  un  elemento  di  B,  qualunque  siano 
i  valori  degli  indici  /;,  k  nella  serie  i,  .  . .  ,  p,  e,  in  secondo  luogo, 
che  : 

XKi^.,i=l.^h^xc^,c,^=^c,,xc^—lyc,^xlTc^^^=uxu=x, 
dunque  ecc. 
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239.  D.i  quanto  è  stato  detto  fin  qua  discende  che  A  e  il  prodotto 
diretto  di  5  e  C;  d'altronde  un'algebra  primitiva  pucS  considerarsi  come 
il  prodotto  diretto  di  se  stessa  e  dell'algebra  regolare  di  ordine  i  gene- 
rata dal  suo  modulo,  dunque  ò  dimostrata  intanto  una  parte  del  teorema 
di  Wkdderburn,  e  cioè  che  : 

Ogni  algebra  semplice  coti  modulo  è  il  prodotto  diretto  di  un'algebra 
primitiva  e  un'algebra  regolare. 

240.  Proviamo  ora,  inversamente,  che  : 

Se  un'algebra  A  e  il  prodotto  diretto  di  un'algebra  primitiva  B  e 
un'algebra  regolare  C,  A  h  semplice  (e  dotata  di  modulo). 

Siano  V  t  V.I  \  moduli  di  5  e  C,  per  modo  che  quello  di  A    sarà 

vw  =  wv. 
Il  prodotto 

w  B  =  (w)  X  B 

è,  intanto,  un'algebra  ;  ora  da 

wb'  =  0, 
con  b'  in  B,  segue 

b'  =  o, 

giacché  altrimenti  non  esisterebbe  il  prodotto  diretto  (iv)  X  5  ;  e  da 

X  =  wb", 

y  =  wb"'j 
con  b"  e  b'"  in  5,  segue 

xy  =  wb"  .wb'"  =  w'b"b"'  =  wb"b"'  ; 

dunque  è  chiaro  che,  se  all'elemento  corrente  b  ò\  B  s\  fa  corrispondere 
l'elemento  wb  di  w B,  sorge  tra  B  t  wB  un  riferimento  biunivoco  che 
è  una  corrispondenza  di  isomorfismo. 

Segue  che  l'algebra  w  B  è  (un'algebra  primitiva)  equivalente    a    B. 

Allo  stesso  modo  si  scorge  che  v  C  è  un'algebra  (regolare)  equi- 
valente a  C. 

Intanto  il  prodotto  diretto 

wBX'uC, 
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evidentemente  esistente,  è,  come  B  y<^  Cj  eguale  ad  A;  poi  wB  e  vC 
hanno  entrambe  per  modulo  vu;  cioè  il  modulo  di  A,  dunque,  salvo  a 
sostituire,  ove  occorra,  w  B  e  v  C  a  B  e  (.',  possiamo  supporre  senza 
venir  meno  alla  generalità  che  B,  ('.ed  A  abbiano  tutte  e  tre  lo  stesso 
modulo;  dopo  di  che  ciascun  elemento  di  B  (di  C),  essendo  il  pro- 
dotto di  sé  stesso  per  il  modulo  di  C  (di  /?),  è  anche  un  elemento 
di  A. 

Ciò  posto,    si    supponga    che    l'ordine    di   C    sia    p\    e    siano    e.  . 
(i,  /  =:  I,  .  .  .  ,  /))    gli  elementi    di  un  aggregato    di  uniti    di  C,  per  i 

quali  sia 

jo,        se    ;  ^  /;, 

{'^..k  »     se     ;  =  /;. 


(«)  '^../m 


Si  dica  inoltre  D  una  sotto-algebra  invariante  ò\  A  e  d  un  elemento 
di  D,  diverso  da  zero,  per  il  quale  si  abbia 


'■•  p 


e. 


'.; 
essendo  le  b  opportuni  elementi  di  B. 

Giacche  D  è  invariante  in  A^  D  contiene  il  prodotto 

qualunque    siano    i  valori    degli  indici  g,  h,  k,  l   nella  serie  i,  ...,  p; 
quindi  è  in  Z)  ogni  prodotto  della  forma  h^^  ^  C. 

Essendo  d  7^  o,  he  k  si  possono  supporre  tali  che  sia  b^^  ^  o  ; 
vai  quanto  dire,  essendo  B  primitiva,  che  h  e  k  possono  supporsi  tali 
che  sia  Bb^^  ,^  =:  B.  Ma  allora  D,  contenendo  b,^  ^C  ed  essendo  inva- 
riante in  A,  contiene  anche 

B.b,,C  =  Bb,,.C=  BC, 

cioè  coincide  con  A. 

Segue  che  l'algebra  A  è,  come  volevasi,  semplice. 

241.  Raccogliendo  le  osservazioni  fatte  e  badando  che  un'algebra 
semplice  priva  di  modulo  è  una  zero-algebra  di  ordine  i,  si  ha  il  teo- 
rema fondamentale  : 

Le  algebre  semplici  sono  tutte,  e  solo. 
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a)  ìc  ::;fro-(i}gchrc  di  ordine  i,  e 

Ji)  /{•  algebre  ognuna  delle  quali  ì:  il  prodotto  diretto  di  un'algebra 
prùnitiva  e  un'algebra  regolare. 

242.  Per  approfondire  lo  studio  dell.i  struttura  di  un'algebra  sem- 
plice cominciamo  dal  dimostrare  che  : 

Se  l'algebra  (semplice)  A  e  il  prodotto  diretto  di  un  algebra  primitiva 
By  di  ordine  r,  e  di  un'algebra  regolare  C,  d'ordine  p\  rp  t  il  minimo 
della  caratteristica  sinistra  (destra)  di  un  elemento  non  nullo  di  A. 

Si  supponga,  com'è  lecito,  senza  venir  meno  alla  generalità,  che 
A^  B,   C  abbiano  tutte  lo  stesso  modulo  ;  poi  sia 

un  aggregato  di  unità  di  B,  e  siano  le  r     (i^  j  =  i,  ...,/>)  p^  unità 
di  C  per  le  quali  sussistano  le  (8).  Gli  r p'  elementi 

costituiranno  un  aggregato  di  unità  di  A. 

Ciò  posto,  sia  X  un  elemento  non  nullo  di  A. 

I  prodotti 

xb.c.  . 
'  ''I 

non  possono  esser  tutti  nulli,  perchè  A^  essendo  dotata  di  modulo,  non 
ammette  nullifici  sinistri  ;  dunque  fra  di  essi  ne  esiste  almeno  uno,  e  sia 

che  è  diverso  da  zero. 

Ma  allora  se  ne  indicano  subito  rp  che  sono  (diversi  da  zero  e) 
indipendenti  fra  di  loro. 

Essi  sono  gli  elementi 

(9)  xb,c,.  (1=1,  ...,r;/=l,  ...,/.). 

Infatti  sia 

I..  r  l  ...p 

J^'^\,.xb,c,.  =  o, 

con  le  >  numeri  del  corpo  in  cui  è  definita  A. 
Moltiplicando  a  destra  per  e. .  si  trae 
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cioè,  attesi!  la  pcrniutabilit:\  tii  ciascuna  delle  h  con  ciascuna  delle  e, 

I  .   _r 


Ora,  essendo 

è  necessariamente 
dunque 


0  9^xl\c,,k  =  --<c,,.c,^,b^, 


o  è  zero,  o  e  per  A  un  divisore  dello  zero.  Ma  A  e  B  hanno  lo  stesso 
modulo  e  B  e  primitiva,  quindi  e  (cfr.  n*^  no) 


; 
ossia 


I  ...r 


1,1  J,i  r,i 

Questo  sta  qualunque  sia  /  nella  serie  i,  ...,/>;  dunque  gli  ele- 
menti (9)  sono  veramente  indipendenti  e  la  caratteristica  sinistra  di  x  è 

In  maniera  analoga  si  vede  che  la  caratteristica  destra  di  x  e  ^  rp. 
Intanto,  essendo 

^.,.  •  Z  ^^' ^.,'    =   Z^.^^M» 

i,.'  I 

qualunque  siano  le  a  nel  corpo  suddetto,  e 

('    r  \  '■  r 

Z^..'^s<)^...  =  Z^^.^^i' 

si  ha 

^.  C  =  (e.,, ,  e. ,,  .  .  .  ,  c.^)     e     Ce, .  =  (e, .,  c^.,  ...  ,  c^,), 

ossia  le  caratteristiche,  sinistra  e  destra,  di  e,  .  in  C  sono  entrambe 
eguali  a  p  ;  dunque  quelle  dell'elemento  stesso  in  A  (cioè  del  suo  pro- 
dotto per  il  modulo  di   B)  sono  [n°   145,  /)]  entrambe  eguali  ad  rp. 

Segue,  come  volevasi,  che  rp  è  il  minimo  della  caratteristica,  sini- 
stra o  destra,  di  un  elemento  non  nullo  di  A. 

243.  Dal  teorema  ora  dimostrato  discende  che  : 
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Se  uti'algchnj  semplice  A  <■  il  prodotto  lìirctto  di  iiiniìi^chra  primitiva, 
di  ordine  r,  e  un'algebra  regolare,  di  ordine  p^ ,  gii  interi  r  e  p  sono 
individuati  da  A. 

Infatti  r p'  e  l'ordine  di  A  ed  r p  e  \\  minimo  della  ciiratteristica, 
sinistra  o  destra,  di  un    elemento    non    nullo    di  A^  dunque   r p'  ed  rp 

r  h^ 

sono  individuati  da  A  ;  dopo  di  che  lo  stesso  sta  per  l'intero  p  =:  ~-  , 

e  poi  per  1  uìtero  r  =  —^—  . 

Ma  allora  basta  tener  presente  quel  che  è  stato  detto  nei  n'  23 1,  ... ,  239 
e  nei  n'    174  e  163  per  dedurre  che  : 

In  un'algebra  semplice  dotata  di  modulo  : 

a)  i  primi  sistemi  di  Peirce  legati  agli  automoduli  primitivi  sono 
algebre  (primitive)  di  uno  stesso  ordine,  polliamo  r  ; 

^)  ciascun  automodulo  primitivo  ha  per  caratteristica,  sinistra  e  de- 
stra, un  multiplo  di  r,  poniamo  rp,  con  p  indipendente  dall' automodulo  ; 

Y)  quando,  e  solo  quando,  tale  intero  p  e  maggiore  di  i,  il  modulo 
dell'algebra  non  h  primitivo  ed  ogni  sua  decomposizione  in  una  somma  di 
automoduli  primitivi  a  due  a  due  mutuamente  nullijici  consta  di  p  auto- 
moduli diversi  ; 

^)  ciascun  automodulo  ha  le  caratteristiche,  sinistra  e  destra,  eguali 
fra  loro  e  ad  un  multiplo  di  rp;  e  se  per  un  automodulo  tale  multiplo 
è  rpq  i^  ^  q  ^  p)ì  i  q'^  i  quando,  e  solo  quando,  l'automodulo  non 
è  primitivo  ;  e  in  tal  caso  in  ogni  decornposi:^ione  dell' automodulo  in  una 
somma  di  automoduli  primitivi  a  due  a  due  mutuamente  nullijici  compa- 
riscono precisamente  q  di  questi  autotnoduli.  Inoltre  è  q  =z  p  quando,  e 
solo  quando,  l'automodulo  in  discorso  è  addirittura  il  modulo  dell'algebra. 

244.  Stabiliamo  ora  una  interessante  catena  di  teoremi  sulle  algebre 
semplici  che  ci  condurrà  fra  altro  a  una  notevole  precisazione  del  risul- 
tato a  cui  siamo  ora  pervenuti. 

Dimostriamo  innanzi  tutto,  a  maggiore  determinazione  del  teorema 
del  n"  228,  che: 

//  primo  sistema  di  Pkirce  legato  ad  un  automodulo  di  un'algebra 
semplice  (con  modulo)  è  anch'esso  un  algebra  semplice  (con  modulo). 

Sia  A  un'algebra  semplice  col  modulo  u  e  sia  v  un  suo  auto- 
modulo. 
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Se  V  ò  jinHiitivo,  vAv  (ii"  229)  e  pritiiitiva  e  il  teorema  è  diiDo- 
siraio. 

Se  V  non  è  primitivo,    sussiste    certo    per  esso   (11°    174)  un'egua- 
glianza dei  tipo 
(io)  y  =  „,-{-■■■  -\-  u,  0^2). 

con  ti^,  .  .  .  ,  «,  automoduli  primitivi  a  due  a  due  mutuamente  nullifici, 
e  ne  sussiste  un'altra  per  it  dello  stesso  tipo 

per  la  quale  i  primi  /  automoduli  del    secondo  membro  coincidono  con 

quelli  del  secondo  membro  della  (io)  (cfr.  n'    171,   170,  e   162). 

Ora,  posto 

A,.  =  II,  A  II  (i,j=i,...,pl 

è  (n°  164) 

(11)  vAv  =  ''^A,., 

e,  ripetendo  per  i  t^  sistemi  A.  che  compariscono  nella  (11)  i  ragiona- 
menti fatti  nei  n'  231,  ...  ,  239,  detto  r  l'ordine  comune  di  essi,  si 
trova  che  vAv  è  il  prodotto  diretto  di  un'algebra  primitiva  di  ordine 
r  per  un'algebra  regolare  di  ordine  t^  ;  dunque  vAv  e  veramente  un'al- 
gebra semplice. 

245.  Se  l'iili^t'hra  setnplicó  A  è  dotala  di  modulo,  ma  non  e  primi- 
tiva, non  e  certo  unica  la  decomposizione  di  un  suo  automodulo  non 
primitivo  in  una  somma  di  aiUomodiili  primitivi  a  due  a  due  mutua- 
mente nullifici. 

Infatti,  se  u  i  il  modulo  di  A  e  u^  è  un  suo  automodulo  primi- 
tivo, esiste  intanto  una  decomposizione  di  u,  del  tipo  ora  detto,  nella 
quale  comparisce  u^ . 

Se  essa  è 
(^^)  «  =  M_  -j-  ...  -f  u^  (p^2), 

e  si  suppone  che  le  A^  ■  abbiano  rispetto  ad  A  e  alle  /<_  il  solito  signi- 
ficato, e 

ed  è  pure 
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perchè  si  ha,  da  una  parte 

'i,^4(u-uJ  =  u^A{u^-^  ...  -f-,g^^^^4-  ...  _|.^_^, 

e  dall'altra,  per  /  =  2,  .  .  .  ,  ^, 

^,  .  =  u^A.u.  =  H^A.n^{n  —  u,)  ^  /<,y/(u  —  w_). 

Ma  allora  (n"  177)  fra  gli  elementi  di  u^A  sono  automoduli  tutti, 
e  solo,  gli  elementi  della  forma 

«,  +  -^'.  4-  •  •  •  +  ^y,  , 

con  x^  in  A^.  ;  e  ciascuno  di  questi  automoduli,  risultando  in  A  equi- 
valente ad  u^  (n°  177),  è  anch'esso  per  A,  al  pari  di  /f, ,  un  automo- 
dulo priinitivo. 

Intanto  ^,  , ,  .  . .  ,  A  sono  sistemi  diversi  da  zero  e  complemen- 
tari nella  loro  somma,  per  modo  che  -v,  -{~  *  '  "  ~\~  -^p  "O"  è  certo  zero, 
se  tali  non  sono  tutte  le  .v,  dunque  in  11^  A  esistono  certo  automoduli 
di  A  diversi  da  ti^ . 

D'altronde  ognuno  di  essi  ha  in  «,  un  modulo  sinistro  e  non  un 
nullifico,  cosicché  è  certo  diverso  anche  da  u^,  .  .  .  ,  u  ;  quindi  basta 
prendere  una  decomposizione  di  11  in  una  somma  di  automoduli  a  due 
a  due  mutuamente  nuUifici  in  cui  comparisca  uno  di  essi  per  avere  una 
decomposizione  di  u  diversa  da  quella  data  dalla  (12). 

Con  questo  il  teorema  enunciato  è  stabilito  per  11  ;  ma  dopo  ciò 
esso  si  dimostra  subito  per  ogni  automodulo  non  primitivo  v  di  A,  ri- 
cordando il  teorema  del  n°  precedente,  ed  applicando  quel  che  ora  è 
stato  detto  all'algebra  vAv. 

Avvertasi  che  le  decomposizioni,  di  cui  parla  il  teorema,  per  cia- 
scun automodulo  non  primitivo  sono  certo  infinite^  se  infinito  è  il  corpo 
in  cui  è  data  l'algebra  A. 

246.  Gli  automoduìi  primitivi  di  un  algebra  semplice  dotata  di  mo- 
dulo sono  tutti  equivalenti  tra  di  loro. 

Sia  A  un'algebra  semplice,  col  modulo  «,  dell'ordine  r/)%  essendo 
r  l'ordine  comune  dei  primi  sistemi  di  Peirce  legati  agli  automoduli 
primitivi. 

Se  /)  =  I,  y4  è  primitiva  e  il  teorema  è  evidente. 
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Supponiamo  dunque  />  ^  i,  e  indichiamo  con  «, ,  v^  automoduli 
primitivi  di  A. 

Due  casi  possono  presentarsi,  e  cioè  //, ,  v^ 

a)  o  sono  mutuamente  nullilìci, 

(à)  o  non  sono  tali. 

Nell'alternativa  x)  la  dimostrazione  dell'equivalenza  di  n^  e  i\  può 
essere  compiuta  con  tutta  facilita. 

Infatti,  se  n^ ,  v^  sono  mutuamente  nullifici,  11^  -|"  "^i  ^  ""  auto- 
modulo e  quindi  (cfr.  n"  244)  esiste  certo  una  decomposizione  di  ti  in 
una  somma  di  autopioduli  primitivi  a  due  a  due  mutuamente  nullifici, 
nella  quale  compariscono  tanto  11^ ,  quanto  i\ .  Poniamo  che  tale  de- 
composizione sia  data  da 

('0  «  =  ".  -f  ".+  •••  +  «p  (P  ^  2), 

e  che  in  questa  sia  i\  =  11^.  Inoltre  supponiamo  che  le  c^     abbiano  qui, 
per  A  e  /<_,...,w  ,  gli  stessi  significati  che  avevano  nei  n'   251,.,.,  259 
per  l'algebra  A  e  i  suoi  automoduli  primitivi  /(,,  .  .  .  ,  u    ivi  considerati. 
Allora,  se  si  pone 

^  =  ^.,.  +  ^.,.  +  S,3  +  •••  +^^f' 
si  verifica  subito  che  è 

■^"'  =  ^.,.  +  ^.,.  4-  •  •  •  +  <^f.p  =  ".+  •••+  ^.  =  «, 

e 

xu^x  =  u^  =  v^  ; 

dunque  .v  è  dotato  di    inverso,    questo    è  dato    da   x  q  ti    è  veramente 
equivalente  a  i^^ . 

Per  discutere  l'alternativa  p)  indichiamo  con  n\  l'automodulo 

u  -  », 
e  consideriamo  le  algebre 

il'  A        e         Av  . 
Se 

C  ^=  u[A  n  Av^^ 

C  o  è  zero,  o  è  un'algebra. 

Se  C  è  un'algebra  non  pseudoniilla,  essa  ammette  almeno  un  auto- 
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modulo,  diciamo  u'  ;  e  te  sari  contenuto  nel  tempo  stesso  in  u[  A  e 
in  Ai\. 

Giacche  sta  in  Av^,  zu  (n°  177)  è  equivalente  a  i\  ed  è  primitivo 
per  A  al  pari  di  esso  ;  poi,  siccome  u>  sta  in  11  [  A,  sussiste  per  esso 
(^ibid.)  un'eguaglianza  della  forma 

w  =  lu'  -f  X,  , 
con  u''  automodulo  di  n[Au[  ed  x^  elemento  comune  a  w' A  e  u[Au^. 
Da  questa  eguaglianza  si  trae 

U'u[  =  v.''n[  -f  -v.  «;  =  u'\ 

quindi  la  caratteristica  (sinistra  o  destra)  di  lu'  in  A  (n°  in)  non  può 
superare  la  caratteristica  (sinistra  o  destra)  di  w. 

Ma  w  è  primitivo  in  A,  dunque  w'  [n"  245,  S)]  e,  per  A,  e  con- 
seguentemente per  u\Ati[,  un  automodulo  primitivo. 

Dopo  ciò,  siccome  w  è  contenuto,  al  pari  di  w'  ed  x, ,  in  zo'  A, 
si  ha  pure  (n"  177)  che  w  è  equivalente  a  u-'. 

Intanto  u[Ah[  è  (n°  244)  un'algebra  semplice  di  ordine  r(j>  —  i)% 
dunque  se  ^  =  2  essa  è  addirittura  primitiva  ed  è  w'  =  u[;  se  no, 
esiste  una  decomposizione  di  u[  in  una  somma  di  automoduli  a  due  a 
due  mutuamente  nuUifici  di  cui  L\  parte  tu'. 

Segue  che  esiste,  in  ogni  caso,  una  decomposizione  analoga  di  u 
dello  stesso  tipo  della  (13)  di  cui  fan  parte  u^  e  lu'  ;  dunque,  per  quanto 
è  stato  già  detto,  u^  e  u-',  cioè  11^  e  i\  sono  ancora,  come  volevasi, 
equivalenti. 

Supponiamo  infine  che  C  sia,  o  zero,  o  un'algebra  pseudonulla. 

In  tal  caso,  siccome  gli  elementi  pseudonulli  (anzi  eccezionali)  di 
Av^  sono  tutti  e  solo  quelli  di  {n  —  vJAv^  (n"  177),  e  questa  è  una 
zero-algebra,  C  sarà  o  zero,  o  una  zero-algebra. 

Intanto  u[v_  sta  in  u[A  e  in  Av^,  dunque  u[v^  sta  in   C  ed  è 

(14)  u[v,=o, 
oppure 

(15)  u'^v^  ^  o,         ma         («,'^,y  =  o- 
Se  si  verifica  la  (14),  è 

uv^  =  {u  —  u[)v^  =  V,, 
ossia  v^  sta  in  u^A;  quindi  è  bene  v^  equivalente  ad  u^. 
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Supponùiiiio  invece  che  si  verifichino  le  (15). 
Dico,  allora,  che  è 

xiv^-^o         e         («^f^yr^o. 
Infatti  è 

u  V   =  V   —  n'  V  , 
Il  1  II* 

e,  per  la  seconda  delle  (15), 

(i(  V  Y  =  (v   —  n'  V  y  =  V   —  V  u' V   —  u' V  ; 

Vii/  \i  11/  1  III  11» 

quindi,  se  fosse  u^  v,  =  o,  sarebbe 


V.  ■=  H    V 


I  ' 


cioè  un  automodulo    sarebbe    un    elemento    pseudonullo,    ciò   che  è  as- 
surdo ;  e,  se  fosse  {11  ^vy  =  o,  sarebbe 


e  nell'algebra  primitiva  v^Av^  esisterebbe  l'elemento  pseudonullo  »,'t', , 
ciò  che  è  parimenti  assurdo. 

Ciò  posto,  segue  dai  ragionamenti  fatti  che  l'intersezione  delle  algebre 

u^A        e         Av^^ 

contenendo  ",  i', ,  con  u^i\^o  e  (//  vj' =?^  o,  non  è  nò  zero,  né 
un'algebra  pseudonulla  ;  e  quindi  che  n^  e  v^  sono  equivalenti,  perchè 
equivalenti  entrambi  a  ciascun  automodulo  di  tale  intersezione. 

Con  questo  il  teorema  è  completamente  dimostrato, 

247.  Fondandoci  su  di  esso  possiamo  ora  utilmente  generalizzarlo 
dimostrando  che  : 

Atitoinciliili  ili  un'algebra  semplice  (con  modulo)  sono  equivalenti 
quando,  e  solo  quando,  abbiano  caratteristiche  (sinistre  0  destre)  eguali. 

Che  la  condizione  di  cui  si  parla  nell'enunciato  sia  necessaria  è 
evidente  ;  basterà  dunque  dimostrare  che  essa  ò  sufficiente. 

Sia  dunque  A  un'algebra  semplice,  con  modulo,  di  ordine  r/j%  es- 
sendo r  l'ordine  comune  dei  primi  sistemi  di  Pkirce  legati  ai  suoi  auto- 
moduli primitivi  ;  e  siano  v  e  v'  automoduli  di  A^  aventi  entrambi  per 
caratteristica  (sinistra  o  destra)  il  multiplo  rpq  (i  Z.q  Z.p^  di  rp. 
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Se  q  =  pj  x>  e  v'  coincidono  cntnimbi  col  modulo  di  A  e  il  fatto 
da  dimostrare  è  evidente. 

Sq  g  -=  h  —  I   e  //  è'  il  nnHiiiKi  di   .7,  le  dirterenze 

//   —  V  e  II  —  v' 

risultaix)  automoduli  primitivi  ;  dunque    sono  equivalenti  ed  esiste  in  A 
un  elemento  x  dotato  di  inverso,  per  il  quale  risulta 

.Y~'(;<  —  l').Y  :=  /<  —  v'. 

Ma  di  qua  discende 

a:"'  VX  =  v\ 

quindi  V  e  v'  sono,  come  volevasi,  equivalenti. 

Se  q  ^=  p  —  2,  esistono  certo  due  automoduli  primitivi  v^  e  v[, 
mutuamente  nuUifici,    il    primo,    con    i',    il  secondo,    con  v\    sì  che  le 

somme 

V  -\-  i\         e        'v'  -\-  'v[ 

risultino    automoduli    di    caratteristiche,    sinistre    o    destre,    eguali    ad 

rpiP  -  0- 

Segue,  per    quanto    or    ora  è    stato  detto,    che   v  -\-  v^  e  v'  -\-  v\ 

sono  equivalenti  ed  esiste  in  A  un    elemento   _y,  dotato    di  inverso,  che 

trasforma  v  -j-  ^,  in  v'  -\-  v\. 

Da  ciò  discende  che  i',  il  quale  è  un  elemento  dell'algebra 
(i'  -j-  vJA(^v  -f-  i\)  viene  trasformato  da  y  in  un  elemento  v"  dell'al- 
gebra (y'  -\-  v'DA(y'  -\-  v[)  —  la  quale  contiene  anche  v'  — ,  e  che 
v"  è  un  automodulo  con  le  caratteri.stiche  eguali  a  quelle  di  i;  e  v'. 

Ora  (v'  -\-  v[)A(v'  -f-  v[)  è  (n°  244)  un'algebra  semplice  di  ordine 
r(p —  i)',  e  in  questa  (come  in  A)  v'  e  v"  hanno  le  caratteristiche 
eguali  ad  rp(j)  —  2),  dunque  /;/  essa,  per  quanto  è  stato  già  dimo- 
strato, v'  e  v"  sono  equivalenti,  ed  esiste  in  essa  un  elemento  ;^,  ivi 
dotato  di  inverso,  che  trasforma  v'  in  v". 

Indichiamo  con    :(,    l'inverso    di    ;(    in    (V -\- v[)  A(v' -\- v[),    per 

modo  che  è 

II,  =^'  +  <, 
e  poniamo 
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dove,  si  badi,  ti  —  v'  —  v[  e  un  nullilìco  per  ciascun  elemento  di 
(v'  -f-  v[)A(v'  -\-  v[);  sarA 

[v+(«-^'-^:)i[v.H-("-^'-o]=u, +  ('*-"^'-t':)=", 

cosicché  t  intanto  e  in  A  di)taio  di  inverso  ed  e 

poi  è 

dunque  v'  e  v"  sono  equivalenti  anche  in  A,  e  in  A  si  equivalgono 
pure  i'  e  v'. 

Dopo  ciò  e  inutile  proseguire  perchè  si  comprenda  come  il  teorema 
si  dimostrerebbe  per  tutte  le  altre  ipotesi  che  possono  essere  fatte  suc- 
cessivamente su  tj. 

248.  Da  esso  discende  che  : 

/  primi  sistemi  di  Peirce  legati  ad  aiitomoduli  di  un'algebra  semplice 
(con  modulo)  sono  algebre  equivalenti  —  an:^i  trasformabili  due  a  due 
l'una  nell'altra  mediante  elenieìili  dell'algebra  data  dotati  di  inverso  — 
quando,  e  solo  quando,  quegli  automoduli  abbiano  caratteristiche,  sinistre 
0  destre,  eguali. 

In  particolare  : 

/  primi  sistemi  di  Peirce  legati  agli  automoduli  primitivi  di  un'al- 
gebra semplice  con  modulo  sono  algebre  primitive  tutte  equivalenti  fra  loro. 

Ma,  se  si  imagina  di  riprendere  per  un  momento  le  ipotesi  e  le 
notazioni  del  ragionamento  sviluppato  nel  n°  242,  si  ha 

e  quindi,  attesa  la  permutabilità  di  ciascun  elemento  di  D  con  ciascun 
elemento  di  C, 

^..,^c,.,  =  ^.,iBCc,,  =  Bc,.Cc,,  =  Bc,,, 

il  che  significa  che  il  primo  sistema  di  Peirce  legato  all'automodulo  e.  . 
dell'algebra  semplice  A  è  l'algebra  Bc..  equivalente,  evidentemente,  al- 
l'algebra B;  dunque,  ricordando  anche  che  algebre  regolari  con  lo  stesso 
ordine  sono  equivalenti,  dall'ultimo  teorema  enunciato  discende  che: 
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La  decomposi:^ouc  di  ìtu'al^chra  scniplicc  con  modulo  in  un  prodotto 
diretto  di  un'algebra  primitiva  e  un'algebra  regolare  t  unica  di  fronte 
alla  rela:;jone  di  eijuivalen:^a  tra  algebre. 


§  6. 
Segnatura  di  un  automodulo  o  di  un'algebra  non  pseudonulla. 

249.  I  teoremi  dimostrati  sulle  algebre  semplici  permettono  di  ap- 
portare complementi  essenziali  allo  studio  delle  proprietà  degli  auto- 
moduli. 

Per  questo  cominciamo  dal  far  vedere  che  : 

Se  u  è  un  automodulo  principale  di  un'algebra  (non  pseudonulla)  A 
ed  è 

«  =  "■+•••+  "py 

con  u^j  .  .  .  ,  ti  automoduli  primitivi,  a  due  a  due  mutuamente  nullifici 
se  p  "^  1,  l'intero  p  è  determinato  univocamente  da  A^  ed  e  quindi  un 
carattere  di  A. 

Se  A  è  semplice,  u  è  il  suo  modulo  (n°  171)  e  il  teorema  si  ri- 
duce a  una  proposizione  già  dimostrata  [n°  243,  y)]. 

Se  y^  è  semi-semplice,  ma  non  semplice,  ed  è  somma  diretta,  di  m 
algebre  semplici  A^,  . . .  ,  ^,„  (n°  226),  u  è  ancora  il  modulo  di  A  ed 
è  la  somma  dei  moduli  di  A,,  .  .  .  ,  y^„,  [n°  140,  fi)];  poi  gli  automo- 
duli primitivi  di  A  sono  (n°  211)  tutti,  e  solo,  gli  automoduli  primitivi 
di  A^,  .  .  .  ,  A^.  Segue  che  ciascuno  degli  automoduU  n, ,  .  . .  ,  u  ap- 
partiene nel  caso  attuale  a  una,  ed  una  sola,  delle  algebre  A, ,  . . . ,  A^, 
e  che  se  quelli  appartenenti  all'algebra  A^  (^j  =z  i,  . .  .  ,  ni)  sono 

M    ,       u,...,u.  (Pj^  0. 

il  modulo  OS.  A    k  dato  da 

perchè  ciascun  elemento  di  ^  è  decomponibile  in  un  modo  solo  in  una 
somma  di  m  elementi  appartenenti  rispcttivam.ente  ad  ^, ,  .  .  .  ,  A^^ . 
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Ora  e 

/'  =  /'.  4-  — h^., 

e  l'intero  />  è  un  carattere  ili  .7  ,  perche  ./  è  semplice,  dunque  p  è, 
come  volevasi,  un  carattere  di  J. 

Supponiamo  infine  che  .7  non  sia  semi-semplice,  e  indichiamo  con 
E  la  sua  sotto-algebra  eccezionale,  la  quale  in  tal  caso  esisterà  e  non 
coinciderà  con  .7,  perchè  A  non  è  pseudonulla. 

L'algebra  A  —  /:"  è  semi-semplice  e  dotata  di  modulo  (n°  148); 
poi,  se,  detto  .V  un  elemento  di  A,  si  indica  con  [a]  la  classe  di  A 
mod  £"  che  esso  individua,  il  modulo  di  A  —  £"  è  [//],  e  [/<,],  ...,  [u  ] 
sono  altrettanti  automoduli  primitivi  di  A  —  H  (cap.  IV,  §   5). 

Intanto,  se  /)  >  i,  da 

u,u.  =  0  (i,j=.i,...,p-  i^j), 

segue 

k]-W  =  [oL 

dunque,  se  />  ^  i, 

["■L  •  •  •  .  [^] 

sono  automoduli  primitivi  di  .-7  —  E  a  due  a  due  mutuamente  nullifici, 

e  l'eguaglianza 

["]  =  [«.]  +  •  •  •  +  [\], 

se  /)  >  I,  dà  una  decomposizione  del  modulo  dell'algebra  A  —  £"  in 
una  somma  di  automoduli  primitivi  a  due  a  due  mutuamente  nullifici. 

Ma  A  —  £"  è  semi-semplice,  dunque  p  è  un  carattere  di  ^7  —  E, 
cioè  di  A. 

Con  questo  il  teorema  è  pienamente  dimostrato. 

250,  Da  esso  possiamo  ora  dedurre  che  : 

5^  u  e  UH  aiitomodido  ili  un  algebra  A  (non  psmdouuììa)  ed  è 

con  H, ,  .  .  .  ,  ti  automodiili  primitivi,  a  due  a  due  mutuamente  nullifici 
se  p  '^  1  —e  di  t^»fl^/w;7;i'  di  questo  tipo  per  a  ve  uè  sempre  qual- 
cuna (n"  174)  —  l'intero  p  'e  detcnninato  univocamente  da  (A  ed)  u,  ed 
è  quindi  un  carattere  di  u  fin  A). 

Inlitu',  siccome  u  è  un  modulo  per  ciascuno  degli  automoduli 
",  j  •  •  •  >  '%  i^°  1^0'  "i  5  •  •  •  »  "r  ^^'"^"^"^  "t-'ll'algcbra  u  A  u,  col  modulo 
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ti.  D'.iltrondc,  essendo,  per  j  =  i,  ...,/», 

H  -uAu' M   =  u  II  ■  A ■  u  II   =  Il  A  u  , 

u  è  un  automodulo  primitivo  non  solo  per  A^  ma  aiiclic  por  //  A  ii, 
dunque,  per  il  teorema  precedente,  badando  che  //  è  (n°  171)  il  solo 
automodulo  jirincipale  di  itAii,  p  è  un  carattere  di  11 A 11,  cioè  di  a 
(in  A). 

251.  I  teoremi  dimostrati  ci  dAnno  modo  di  introdurre  per  gli  au- 
tomoduli e  le  algebre  non  pseudonulle  una  nozione  assai  importante. 

Sia  u  un  automodulo  di  un'algebra  A,  e  supponiamo  in  primo 
luogo  che  A  sia  semi-semplice. 

Allora  A  è  dotata  di  modulo  ed  è,  o  semplice,  o  somma  diretta 
di  algebre  semplici,  ciascuna  dotata  di  modulo.  Se  si  verifica  questa  se- 
conda alternativa  ed  è 

A  =  A,+  •.'+A,„, 

con  A,,  .  .  .  ,  y^,„  algebre  semplici,  conveniamo  di  considerar  queste  in 
un  determinato  ordine,  per  es.,  nell'ordine  in  cui  or  ora  le  abbiamo  no- 
minate. 

Ebbene  nella  prima  alternativa  si  dirà  che 

è  la  segnatura  di  11  (in  A),  se  ^,  è  il  carattere  di  m,  di  cui  nel  teo- 
rema precedente;  nella  seconda  alternativa  si  dirà  che  /' w-complesso 

(^. .  •  •  •  »  9J 

è  la  segnatura  di  11  (in  A),  rispetto  al  detto  ordinamento  delle  algebre 
A  ,  se,  posto,  conformemente  alla  proposizione  e)  del  n°  140, 

con  le  V  non  tutte  nulle  e  con  v^  nulla  o  automodulo  di  A-,  q.  è 
zero,  se  v  =  o,  o  altrimenti  è  il  carattere  di  v.  in  A.  (o,  ciò  che  è 
lo  stesso,  in  A\  nel  senso  ora  ricordato. 

Ma  anche  in  questo  secondo  caso,  se  non  vi  è  possibilità  di  equi- 
voci, si  parlerà  di  segnatura  di  un  automodulo,  senz'altro,  perchè  sarà 
sempre  sottinteso  che,  quando  si  parla  delle  segnature  degli  automoduli 
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di  un'alj^cbra  scnii-sciiipIicL',  ma  non  semplice,  tali  segnature  si  intendono 
computate  tutte  rispetto  a  un  certo  stesso  ordinamento  delle  algebre 
semplici  di  cui  quelli  data  è  somma  diretta. 

Supponiamo  in  secondo  luo^o  che  A  non  sia  semi-semplice. 

Allora,  se  E  è  la  sotto-algebra  eccezionale  di  A^  è  certo  E  <^  A, 
perchè  A,  contenendo  l'automodulo  //,  non  è  pseudonulla,  e  l'algebra 
A  —  E  e  semi-semplice. 

libbcnc  in  tal  caso  la  segnatura  di  /<  (in  A)  sari  la  segnatura, 
in  A  —  E,  dell'automodulo  di  A  —  E  costituito  dalla  classe  di  A 
niod  E  che  è  detcrminata  da  u. 

Avvertasi  che  : 

La  segnatura  (</, ,  .  .  .  ,  7,,,)  dell'automodulo  n  h,  in  ogni  caso,  un 
in-coinplesso  (m  ^  i^  di  interi  non  negativi  e  non  tutti  nulli,  dove  m  h 
un  intero  dipendente  da  A  e  non  da  u. 

In  essa  è  rn  =:  1,  se  A  è  semplice,  0  se  A  non  è  semi-semplicej  ma 
è  semplice  l'algebra  complementare  della  sotto  algebra  ecce^jonah  ;  ^  m'^  i, 
se  A  e  semi-semplice,  ma  non  semplice,  oppure  se  A  non  h  semi-semplice, 
e  non  è  semplice  l'algebra  complementare  della  sotto-algebra  eccezionale. 

Inoltre  il  carattere  p  di  u,  di  cui  nel  teorema  del  n°  250,  è  dato 
da 

P  =  'L+  ...  -|-^^_, 

quindi  u  e  per  A  un  automodulo  primitivo  quando,  e  solo  quando,  degli 
interi  che  compariscono  nella  sua  segnatura  uno  h  eguale  ad  i  e  gli  altri, 
se  m  ^  I,  sono  tutti  nulli. 

In  un'algebra  non  pseudonulla  gli  automoduli  principali  hanno  tutti 
la  stessa  segnatura,  perchè,  o  di  automoduH  principali  non  ne  esiste  che 
uno,  e  allora  la  cosa  è  evidente,  o  ne  esistono  più  di  uno,  e  allora  la 
segnatura  di  ciascuno  di  essi  è,  nell'algebra  complementare  della  sotto- 
algebra eccezionale,  la  segnatura  del  modulo  di  quest'algebra.  La  segna- 
tura di  uno  qualunque  di  essi  si  diri  la  segnatura  dell'algebra. 

Naturalmente  : 

Gli  interi  che  compariscono  nella  segnatura  di  un'algebra  sono  tutti 
positivi  ;  e,  se  in  un'algebra,  con  la  segnatura 

(P.  >  •  •  •  )  /'«)> 
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un  antomodiilo  ha  la  segnatura 
è 

e  qui  (n°  175)  vaìi^otio  dappertutlo  i  segni  di  egiiagìian:^a  quando,  e  saio 

quando,  Vautomoduìo  è  principale. 

Aggiungasi  che,  per  il  teorema  col  quale  chiudesi  il  n°  211  : 

La  segnatura    di  un'algebra,   la  quale   sia  soimna  diretta  di  t  altre, 

non  pseudonulle,  coti  le  segnature 

(/>',",  ••■.0  •■••(/''."' •••'O 

può  supporsi  data  da 

(i-i",  ...,<',.■■,/■',■■.,  O 

In  un'algebra  con  la  segnatura  (i)  ciascun  automodulo  è,  n-1 
tempo  stesso,  primitivo  e  principale  ;  inoltre,  o  l'algebra  non  possiede 
elementi  eccezionali,  e  allora  è  primitiva,  o  possiede  elementi  eccezionali, 
ed  allora  è  primitiva  l'algebra  differenza  di  essa  e  della  sua  sotto-algebra 
eccezionale.  Ma  in  entrambe  le  alternative,  una  volta  che  ogni  suo  auto- 
modulo è  principale,  per  il  teorema  del  n°  171,  se  è  dotata  di  modulo, 
non  può  avere  automoduli  diversi  dal  modulo,  ossia  è  a  modulo  pri- 
mitivo. 

Viceversa  un'algebra  con  modulo  primitivo  ha  la  segnatura  (i), 
dunque  : 

Un'algebra  con  modulo  è  a  modulo  primitivo  quando,  e  solo  quando, 
ha  la  segnatura  (1). 

§7- 
Ulteriori  proprietà  delle  algebre  semi-semplici. 

252.  Se  l'algebra  A  semi-semplice,  ma  non  semplice  —  e  quindi 
dotata  certamente  di  modulo  —  è  somma  diretta  delle  m  algebre  sem- 
plici (con  modulo)  A^^  ...  ,  /4„, ,  e  fra  queste  A  è  prodotto  diretto  di 
un'algebra  primitiva  di  ordine  r  e  un'algebra  regolare  di  ordine  /)%  è 
chiaro  che,  per  quanto  è  detto  nei  n'  165  e  245: 
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Un  automodulo  di  A  con  la  si'^natura  fy, ,  ...,  ^/„,)  —  rispetto  all'or- 
dinamento A^^  ...  ,  A^^^  delle  algebre  A  —  ha  per  caratteristica,  sinistra 
e  destra,  l'intero 

^/'.V.  4-  •••  +''„.p„,q„,. 

Inoltre  per  il  teorema  del  ii*'  247  e  per  hi  proposizione  -7)  del 
n°  140  è  chiaro  che  : 

Automoduli  di  A  sono  equivalenti  quando,  e  solo  quando,  hanno  la 
stessa  seminatura. 

Infine  basta  tener  presenti  i  n'  211   e  244  per  riconoscere  che: 

//  primo  sistema  di  Phirce  legato  ad  un  automodulo  di  un  algebra 
semi-semplice,  ma  non  semplice,  e  semplice,  e  non  soltanto  semi- semplice, 
quando,  e  solo  quando,  uno  solo  degli  interi  della  segnatura  delVautomo- 
dulo  e  diverso  da  xS^o. 

253.  Arriveremo  a  teoremi  interessanti  sulla  sotto-algebra  centrale 
di  un'algebra  semi-semplice  dimostrando  la  seguente  proposizione  : 

a)  Se  un'algebra  con  modulo  A  e  il  prodotto  diretto  di  un  algebra 
B  e  un'algebra  regolare  C,  aventi  ciascuna  lo  stesso  suo  modulo,  B  è 
rinsiemc  di  tutti,  e  solo,  gli  elementi  di  A  ciascun  dei  quali  sia  permu- 
tabile con  ciascun  elemento  di  C. 

Infatti,  se  p'  è  l'ordine  di  C,  e  le  c_.  (/,;'=  i,  .,.,  ^)  sono  p^ 
elementi  indipendenti  di  C,  per  i  quali  sia 

(o,        se    j  ^  h, 


^.u  >     se    ;  =  /;, 

e  X  è  un  elemento    di  A,  sussiste  per  .v  una,    ed  una  sola,  eguaglianza 

della  forma 

I ../. 

X  =1  Y  b.   e  -, 
con  le  b.  .  elementi  di  B  ;  quindi  è,  per  h,  k  =  i,  .  .  .  ,  p, 

e 

>•  p 

; 
Segue  che  v    è  permutabile    con  ciascun  elemento  di  C  quando,  e 
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solo  quando,  è,  per  /;,  À:  =  i,  .  .  .  ,  />, 

I  I 

M.i  questa  eguaglianza  non  può  sussistere,  se  non  a  patto  die  sia 

e  che  siano  nulle  tutte  le  /;_ ^  con  i  ^  b,  e  le  ^^  .  con  k^i\    dunque 
X  è  permutabile    con  ciascun  elemento  di  C  quando,    e  solo  quando,  è 

Ma  allora  è 

e  X  è  un  elemento  (qualunque)  di  7?,  dunque  tee. 

Da  ciò  deriva  in  primo  luogo  che  : 

h)  Per  Vaìij^chra  A  ora  considerata  la  sotto-algebra  centrale  —  certo 
esistente  —  ^  una  sotto-algebra  di  R  ; 

poi,  successivamente,  che  : 

e)  Se  in  un  algebra  semplice  con  modulo  l'ordine  comune  dei  primi 
sistemi  di  Peirce  legati  agli  automoduli  primitivi  e  r,  l'ordine  della  sotto- 
algebra centrale  —  che  risulta  primitiva  —  è  un  divisore  di  r  ; 

che  : 

d)  Se  un'algebra  semplice  è  prodotto  diretto  di  un'algebra  primitiva 
commutativa  e  un'algebra  regolare,  aventi  lo  stesso  suo  modulo^  quell'al- 
gebra primitiva  e  la  sua  sotto-algebra  centrale  ; 

che  : 

e)  La  sotto-algebra  centrale  di  un'algebra  semi- semplice^  ma  non  sem- 
plice, somma  diretta  di  m  algebre  semplici,  e  somma  diretta  di  m  algebre 
primitive  e  quindi  di  ordine  ^  w  ; 

e  infine  che  : 

J)  Un'algebra  semi-semplice  e  commutativa  quando,  e  solo  quando,  o 
e  una  :^ero-algebra  di  ordine  i,  o  è  un'algebra  primitiva  commutativa,  o 
i  somma  diretta  di  algebre  primitive  e  commutative. 
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§8. 
Algebre  regolari. 

254.  Un\ili;cbiM  rci^oLirc  può  considerarsi  come  il  prodoito  diretto 
di  sé  stessa  per  l'algebra  primitiva,  di  ordine  i,  generata  dal  suo  mo- 
dulo; dunque: 

Un'algebra  regolare  è  semplice  ; 
e: 

La  sotto-algebra  centrale  di  un'algebra  regolare  è  l'algebra  (primi- 
tiva) di  ordine  i  generala  dal  sito  modulo. 

Inoltre  : 

In  un'algebra   regolare   d'ordine  />'  gli    automoduli   primitivi   hanno 
per  caratteristica,   sinistra  e  destra,  p  e  ogni   automodulo  ha  per  caratte- 
ristica, sinistra  e  destra,  un  multiplo  di  p  ; 
e: 

In  un'algebra  regolare  il  primo  sistema  di  Peirce  legato  a  un  auto- 
modulo primitivo  e  un'algebra  (primitiva)  di  ordine  i  e  quello  legato  a 
un  automodulo  qualunque  e  un'algebra  regolare. 

255.  Il  penultimo  enunciato  rientra  in  una  proposizione  assai  più 
generale,  che  ora  passiamo  a  dimostrare  e  che  ci  ha  suggerito,  per  le 
algebre  che  si  stanno  esaminando,  la  denominazione  di  algebre  regolari. 

Sia  C  un'algebra  regolare  di  ordine  p^  e  siano  le  e.  (r,  /=  i,  ••• ,  />) 
/)*  suoi  elementi  indipendenti  per  i  quali  sia 

(  o,        se     i^h, 
f  f,>  ,     se     /  =r  /;. 

Allora,  se  x  è  un  qualunque  elemento  di  e,  sussiste  per  .v,  e  in  un 
modo  solo,  un'eguaglianza  della  forma 

(2)  x=y>c    , 

con  le  >>  numeri  del  corpo  in  cui  è  definita   C. 
Dico  che: 
5r  y  e  V  sono  la  caratteristica  e  la  nullità  della  matrice  d'ordine  p 
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U  caratlnistiche,  sinistra  e  destra,  di  x  iti   C  sono  entrambe  eguali  a  p  y, 
e  le  nullità,  sinistra  e  destra,  di  x  in  C  sono  entrambe  eguali  a  p^. 
D.illa  (2)  si  trac,  per  le  (i), 

xc  ,  =  y  >.    e  ,, 

I 

quindi  tra  i  p  prodotti 

Ci)  ^^1,/'  •  •  •  '  •^^^;' 

che  risultano  tutti  combinazioni  lineari  degli  elementi  indipendenti 
^,n  •••  >  ^/./j  •'  massimo  numero  di  elementi  indipendenti  è  dato  dalla 
caratteristica  della  trasposta  di  ||X.   ||,  cioè  da  y. 

Suppongasi,  come  è   lecito,  che  y  elementi   indipendenti    fra  i  pro- 
dotti (3)  siano  quelli  dati  da 

X  c^i  •  •  •  )  -^  ^f,l  ì 

cioè  suppongasi  che  nella  matrice  H^^,    ||  le  prime  y  colonne  siano  indi- 
pendenti, e  ogni  altra  (se  y  <i  p)  sia  una  loro  combinazione  lineare. 
Allora  si  vede  subito  che  tra  i  p^  prodotti  xc  ^  i  py  dati  da 

xc,  , ,  .  ..  ,  xc^, , 


xc,  „,  .  . .  ,  xc^ .. 


sono  indipendenti,  mentre  ogni  altro  è  una  loro   combinazione   lineare, 
dunque  la  caratteristica  sinistra  di  x  è,  come  volevasi,  py. 
Dopo  ciò,  la  sua  nullità  sinistra  è  data  evidentemente  da 

•      P'  -py  =  P(p-'{)=P'- 

Allo  stesso  modo  si  dimostra  il  teorema  per  la  caratteristica  e  la 
nullità,  destre,  di  x. 

Cosicché  : 

Le  caratteristiche  (nullità),  sinistra  e  destra,  di  un  qualsiasi  elemento 
di  un'algebra  regolare  sono  eguali  fra  di  loro; 

e: 

Le  caratteristiche  (nullità),  sinistra  e  destra,  di  una  matrice  d'ordine 
p,  quando  si  pensi  come  elemento   dell'algebra  regolare  di  ordine  p^  costi- 
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tuitti  ila  lultc  /(•  niiitrici  (Lllo  stesso  suo  ordini'  nello  slesso  corfìo,  si  otten- 
gono moltiplicando  per  p  hi  sua  ùinitterislica  (In  siiti  nullità). 

Dal  pcniiltitno  cnuMciaui  disci-ndc  clic: 

Per  ciascun  elemento  di  nn'itl^^ehra  regolare  sono  eguali  gli  indici, 
sinistro  e  destro,  e  sono  rispettivamente  eguali  gli  interi  caratteristici,  si- 
nistri e  destri. 

I.c  propik't>\  qui  osservate  per  qli  elementi  delle  algebre  regolari 
valgono  pure,  evidentemente,  per  quelli  delle  algebre  primitive,  sebbene 
in  questo  caso  siano  ben  poco  sign'tìcative;  quindi  [n°   i  |o,  o)]  anclie: 

///  un'algebra  (semi-semplice')  che  sia  somma  diretta  di  algebre,  cia- 
scuna delle  quali  sia  o  primitiva  o  regolare,  per  ciascun  elemento  sono 
eguali  le  caratteristiche  (le  nullità),  sinistra  e  destra^  eguali  gli  indici, 
sinistro  e  destrOj  ed  eguali  rispettivamente  gli  interi  caratteristici,  sinistri 
e  destri. 

Essendo 

i.../'  i...r 

.V  e-,,  ;  =  _y  \,  ,  r, ,  e     e,.,  X  =y_  l,.  c^.        (g,  l=i, ... ,  p), 

'        "  i 

la  somma  degli  elementi  principali  della  matrice,  sinistra  o  destra,  di  x 
—  rispetto  alle  unità  e,  ■  —  è  data  da 

p(^..  +  •••  +^.,)- 

Ciò  significa  che  : 

Le  tracce,  sinistra  e  destra,  di  .v  in  C  sono  eguali,  e  sono  date  en- 
trambe da 

KV,+  ---  -f  Vr)- 

Se  si  dice  traccia  di  una  matrice  quadrata  la  somma  dei  suoi  ele- 
menti principali,  questa  proposizione  può  enunciarsi  dicendo  che: 

Le  tracce,  sinistra  e  destra,  di  .v  in  C  sono  date  entrambe  da  p  r, 
se  T  ('  la  traccia  della  matrice  d'ordine  p 

\\\J' 

Occorre  appena  avvertire  che,  per  quanto  ora  è  stato  detto,  e  per 
la  proposizione  che  chiude  il  n"   195,  anche: 

///  un'algebra  che  sia  somma  diretta  di  algebre  regolari  ciascun  ele- 
mento ha  le  tracce,  sinistra  e  destra,  eguali. 

G.   Sconi*.  —  Itoria  f/Htrali  ilcllt  al^rlrt.  ^'' 
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356-  Si.i  A  un'algebra  clic  sia  prodotto  diretto  di  due  algebre  re- 
gol.iri  C  e  C  degli  ordini  p'  e  p"  ;  e  suppongasi,  come  è  lecito  senza 
venir  meno  alla  generaliti,  dato  lo  scopo  a  cui  miriamo,  che  A,  C  e  C 
abbiano  lo  stesso  modulo  (cfr.  n°  240). 

Siano  poi  r  ^  (j,  ;  =  i,  .  .  .  ,  /))  e  e',  ^  {h,  k  =  1,  .  .  .  ,  p')  ele- 
menti indipendenti  di  C  e  C  rispettivamente,  tali  clic  sia 

o,        se    j  :^g,  ,     r    _  (  O'        se     k  yé:  r, 

.n     se    )  —  g,  (  r,^, ,     se     k  =  r; 


i  (ppy  prodotti 


^.,;^).,i 


costituiranno  un  aggregato  di  unità  di  A. 

Supponiamo  ora  che  D  sia  una  sotto-algebra  invariante  dì  A  e  d 
un  elemento  non  nullo  di  D. 

Si  avrà  per  d  un'eguaglianza  (unica)  della  forma 

i   P  ì.p' 

i,j    h,k 

con  le  \  numeri  non  tutti  nulli  del  corpo  in  cui  sono  definite  C,  C 
ed  A. 

Attesa  l'invarianza  di  D  in  A,  sarà  in  D  anche  l'elemento 

e   ,c    de     ,  e'       =  V  V  >     ,  ,  e   ,c.   e     ,  e'    e',  .e'      ::=X,  C.C      : 

i,j      k,k 

e  di  qua,  supponendo,  come  è  lecito,  che  gli  indici  /,  g^ ,  s,  r,  siano 
scelti  cosi   che   risulti  X,  ^  o,   si    trae    che    D   contiene    l'elemento 

c  ,  c[  ^    qualunque  siano  i  valori  degli  indici  g,  /, ,  r,  s^. 

Segue  che  D  coincide  con  A;  e  dunque  A  è  intanto  semplice  (con 
modulo). 

Ora  <:,  ,  c|  ,  è  un  automodulo  di  A,  e  il  primo  sistema  di  Peirce 
legato  ad  esso  m  A  e 

c,.:ClAc^^,c:,=ic,,CcJX(clC'cl), 

e  quindi  è,  come  quelli  legati  a  e,  ,  e  e/  ^  in  C  e  C  rispettivamente,  di 
ordine  i  ;   dunque   c^  ^c[  ^  e   un   automodulo   primitivo   di  ^  ed  -4  è  il 
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prodotto  diretto  di  un'algebra    primitiva   di  ordine   i   e  un'algebra  rego- 
lare, cioè  un'algebra  regolare. 

Si  conclude  che: 

Un'algebra,  la  quale  sia  il  prodotto  diretto  di  due  algebre  regolari, 
è  ancora  un'algebra  regolare. 

Di  qua,  badando  che  algebre  regolari  dello  stesso  ordine  sono  equi- 
valenti, e  che  esiste  sempre  un'algebra  che  sia  il  prodotto  diretto  di  due 
algebre  equivalenti  ad  algebre  date,  si  trae  che  : 

Se  l'intero  positivo  p  e  il  prodotto  degli  interi  positivi  q  ed  r,  ogni 
algebra  regolare  di  ordine  /)'  pub  pensarsi  come  prodotto  diretto  di  due 
algebre  regolari  degli  ordini  q^  ed  r' . 

I  teoremi  di  questo  n°  sono  dovuti  al  Taber. 

257.  Facendo  corrispondere  all'elemento  x,  dato  dalla  (2),  dell'al- 
gebra regolare  C  considerata  nel  11°  255  la  matrice  ||  X .  .  ||  costruita  con 
le  sue  coordinate  rispetto  alle  unitA  c^  ,  si  ottiene  una  corrispondenza 
di  isomorfismo  tra  l'algebra  C  e  l'algebra  delle  matrici  di  ordine  p  nel 
corpo,  diciamo  P,  in  cui  e  definita  C;  dunque  (n'  55  e  58): 

Un  algebra  regolare  di.  ordine  p^  è  del  rango  p; 
e  inoltre: 

L'equazione  minima  dell'algebra  regolare  C  è  data  da 


(4)        (-  ly 


^2,1 5         ^2,2        ^y  ■  •  •  ■>       "^i.p 


V'  '  ^^'  '       ■  ■  ■  '  "^t'f       '* 

se  si  suppone  che  qui  le  X^     siano  variabili,  col  campo  di  variabilità  P. 

258.  Nell'espressione  che  sta  a  primo  membro  della  (4),  e  che  in- 
dicheremo anche  con  P,  riguardiamo  la  ;  e  le  \.  come  altrettante  in- 
determinate ;  essa  diventa  allora  un  polinomio  con  p^  -\-  i  indeterminate 
nel  corpo  P. 

Dico  che: 

Tale  polinomio  è  irriducibile  in  V. 

E  infatti  sia,  se  è  possibile, 

con   Q  ed  R  polinomi  in  P  e  ciascuno  a  grado  positivo. 
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Poniamo,  ordinando   Q  ed   R  secondo  le  potenze    discendenti  di  ^, 

Q=Q.V    -^QX''   +---  +  C2.     (Q^:^o,h^o), 
R  =  R^^-'  +  R^^-'-'  4-  •  •  •  -f  R,-,  (/?o7^  o). 

Grazie  alla  (5)  dovrà  essere 

e  quindi,  per  il  teorema  del  n°  82  della  Parte  Prima,  uno  dei  polinomi 
Qhì  Rf,^h  Jovrà  essere  di  grado  zero. 

Poniamo  che  sia  tale  Q,^ . 

Allora  R  f^  sarA  di  grado  i  rispetto  a  ciascuna  delle  1.^;  ma  P  è, 
rispetto  a  ciascuna  di  queste,  del  grado  i,  dunque  lo  stesso  sta  per  R 
e   (2  è,  rispetto  a  ciascuna  di  esse,  di  grado  zero. 

Segue  che  i  polinomi  0^ ,  .  .  .  ,  O,^  sono  tutti  equivalenti  a  nu- 
meri e  che  è  /;  >  o,  una  volta  che   Q  ha  da  essere  di  grado  positivo. 

Adesso  si  imagini  di  porre  zero  al  posto  di  ciascuna  delle  X.  nei- 
la  (5). 

Per  tale  sostituzione  P  diventa  ^^,  mentre  il  polinomio  in  ^  cui 
equivale   O   resta   inalterato;    dunque   Q  equivale  a  una   potenza  di  ^  e 

Q„  =  o. 

Ma  questa  conseguenza  è  in  contradizione  con  la  (6),  dunque  ecc. 

Dalla  irriducibilità  di  P  in  F  .segue,  per  il  teorema  del  n°  155  della 
Parte  Prima,  che  P,  considerato  come  polinomio  in  ^  nel  corpo  deri- 
vato da  r  mediante  l'aggiunta  delle  >..   ,  è  ivi  irriducibile. 

§9. 

Le  algebre  con  modulo. 

259.  Indichiamo  con  A  un'algebra  non  semi-semplice,  ma  dotata 
di  modulo,  e,  detta  E  la  sua  sotto-algebra  eccezionale,  indichiamo  con 
(Pi  5  •  •  •  j  Pm)  ''"^  segnatura  di  A,  cioè  la  segnatura  di  ^  —  E. 

Se  711  ^=  1  e  p^  =:  1,  A  è  a  modulo  primitivo  (n°  251). 

260.  Supponiamo  invece  che  sia  ancora  w  =  i,  ma  ^,  ^  i,  e, 
per  brevità  di  scrittura,  poniamo  p^  =  p. 
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Allora  .-1  —  n  ò  semplice  e,  se  ii  e  il  modulo  di  /l,  sussiste  per 
ti  un'eguaglianza  della  forma 

«^  «.  4-  •••  +  «/.. 

con  /<,,  ...,  11^  automoduli   primitivi,  a  due  a  due  mutuamente  nullifici. 
Poi,  se,  detto  .V  un  elemento  di  A,  si  indica    con    [v]  la    classe    di 
A  niod  n  che  esso  determina,  l'eguaglianza 

dA  una  decomposizione  del  modulo  [ti]    di    A  —  Il   in    una    somma  di 

automoduli  primitivi  di  A  —  E  a  due  a  due  mutuamente  nullifici. 

Se  poniamo 

A  ■  =  Il  A  II  , 

e  denotiamo  con  x.     un  elemento  di  .-/_  ^  si  verilìca  subito  che  quando 
.V.     percorre  A^    ,  [.v.  ]  descrive  in  A  —  H  la  sotto-algebra 

[u^](A  -  E)[,r]; 

perciò  denoteremo  quest'ultima  col  simbolo  [A^  ]. 

Per  quel  che  è  detto  nel  §  5  di  questo  Capitolo,  le  algebre  [A.  ] 
sono  tutte  dello  stesso  ordine;  e,  fra  di  esse,  quelle  per  cui  /  =  ;  sono 
primitive  ed  equivalenti  fra  di  loro,  quelle  per  cui  invece  i^j  sono 
delle  zero-algebre. 

Quanto  ai  sistemi  A-.,  complementari  in  A  (n°  164),  nessuno  è 
zero,  perchè  non  è  tale  alcuno  dei  sistemi  [A.  ];  poi,  fra  di  essi,  quelli 
per  cui  i  =  j  sono  algebre  a  modulo  primitivo,  quelli  per  cui  i  yé  j 
sono  delle  zero-algebre. 

261.  Dimostriamo  ora  che: 

Per  le  algebre  A^     si  ha 

.      .      _Jo,  se    j^h, 

Che  sia 

se  ;  :^  h,  ci  è    gii  noto  (n°   164),    e    cosi  sappiamo    pure,    per  /  —  /;, 
che  è 

tutto  sta  dunque  a  far  vedere  che  qui  vale  il  segno  inferiore. 
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Intanto,  essendo 

è  chiaro  clic  non  può  essere 

A     A  .  =z  o: 

poi  ciascun  elemento  di  A.^,  o  è  nel  prodotto  A^    A  ^,   o   e    congruo 
inod  E  con  un  elemento  ivi  contenuto. 
Dalla  (i)  discende  in  particolare 

ma  A-  ^  contiene  u^ ,  e  quindi  è 

^  .^  .  ;X  ti  A..  =  A  ,, 
dunque  è  proprio 

Allo  stesso  modo  si  riconosce  che  è 

(5)  A    A..  =  A.   . 

Li  (i)  dà 

e  le  (2)  e  (5)  forniscono 

dunque,  se  fosse 

A    A  .  <  A    , 

il  prodotto  (non  nullo)  A.  A  ■  sarebbe  una  sotto-algebra  invariante 
propria  di  A..^  la  quale,  essendo  y^_  .  a  modulo  primitivo,  sarebbe  for- 
mata, all'infuori  dello  zero,  di  clementi  tutti  eccezionali  in  A^.. 

Intanto  m.  ,  che  è  in  A..,  deve  essere  congruo  mod  £"  con  un  ele- 
mento del  prodotto  A.-A..  quindi  è 

con  V.  (in  A^■A  ■  e  quindi)  in  A^.  e  con  t.  in  E\  inoltre  essendo 
u.  e  z/.  in  ^.  i,  anche  <;.  sarà  in  ^...  Ora  ^.,   o   è   nullo,    o,    essendo 


CAPITOLO    VI.  —  I    TtORENU    FONDAMENTALI    ECC.  367 

eccezionale  in  A,  e  tale  anclie  in  A^ /,  quindi  è  impossibile,  essendo  u, 
il  modulo  di  A^^,  che  i\  si.i  nullo  o  eccezionale  in  ^, ,;  dunque  è  as- 
surdo supporre  che  sia 

.  /     A     -^A    , 
ossia  è  necessariamente 

(0  ^., -/,..-<.. 

Dalle  (2),  (?)  e  (4)  si  deduce 

^..k  —  ^...  ^^..i  ^k.k  =  ^,.,  ^1,,  '  ^,,k  •  ^k,,  ^,,k  i 

ma,  per  la  (i)  e  la  (|), 

^„.  A,.k  ^k.i  ^  ^,,k  ^k.i  =  A,,i  y 
dunque 

Questa  relazione,  confrontata  con  la  (i),  di,  come  volevasi, 

<iA,.k  =  A.k- 

262.  Se  .V,     è  un  elemento  di  A^     nullo  od  eccezionale  in    A^  es- 
sendo 

X       =^  U  X      II   . 

'•/  '    ■./    ;  ' 

è  X.     un    elemento    di    u  Eii    o,    come    diremo,    di  E    .    Viceversa,    è 

chiaro  che  ogni  elemento  di  E-     è  un  elemento    di  A^.  che,  o  è  nullo, 

o  è  eccezionale  in  A. 

Notisi  che,  se  fosse 

£"..  =  A,., 
sarebbe 

KJ  =  K 

ciò  che  non  è;  dunque 

E     <'A    , 
ed  esistono  in  A^     elementi  non  contenuti  in  E-   . 

Ebbene  : 

Se  -v,.     e  un  elemento  di  A^     non  contenuto  in  £",    ,  si  ha 

Siccome  x,  ^  non  e  in  £",.    , 

K,]  ¥=  [0]  ; 
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quindi  (n"  252) 

(5)  {\Mi..]--U..l 

ed  è  intanto 

X    A  ^  o. 
u  altronde 

A-    A     Z.A, 
e 

dunque  x^.A  .  è  una  sotto-algebra  semi-invariante  sinistra  di  A... 

Ma,  in  virtù  della  (5),  n^  è   congruo   mod  E  con    un    elemento  di 

x.-A.^  per  conseguenza,  ragionando  come  più  sopra,  si  vede  che  non 

può  essere 

X    A     <A. 

e  si  conclude,  come  volevasi, 


x    A     =  A 

••I     ;.'  ' 


Allo  stesso  modo  si  riconosce  che  ; 

Se  X. ,  è  in  A-   ,  ma  non  in  E.   ,  si  ha 

Aggiungasi  che  : 

5^  X.     e  X  j  sono  elementi  eli  A^     ^  A  ^.^  non  situati  rispettivamente 
in  E.    ed  E^y  il  prodotto  x.  x.^  è  fuori  di  E  ;  quindi  è,  in  particolare. 

Infatti  è,  per  ipotesi, 

[-\;]  ^  o,         [x^,]  ^  o, 
per  modo  che  (n°  252)  non  può  essere 

Dalle  osservazioni  fatte  discende  poi  che  : 

Se  X.      e  un  elemento    di  A.     non  contenuto    in  E^  .,   esiste   in  A-. 
un  elemento  x  ,  per  il  quale  si  ha 

e  quindi  —  occorre  appena  avvertirlo  —  x .  .  non  è  certo  in  E-- . 
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263.  Adesso  si  indichino  con 

,  .    ,.  ^>.'^     ^'.i>  •  ■  •  '  ^'./• 

elementi  di 

"''1.1  '     -^i.i »  •  •  •  »  ■^1,/'' 
rispcttiv.iincntc,  non   sitii.iti  in 

e  pongasi 

1,1  I  '         '    f,i>         t 

In    virtù    dell'nltinKi    proposizione    dimostrata    esisterA    in  A,^    per 
/  =:  2,  ...,/),  un  elemento,  e, ,,  fuori  di  E, , ,  per  il  quale   sarà 

e  quindi,  se  per  /;  ^  i,  k  ^  i  e  h  ^  k  si  pone 
restano  definiti  /)*  elementi 


^h,k  —  ^h,i  ^i  k 


C.f  (t,  /=  I,  ...,p). 

Imitando  i  ragionamenti  dei  n'  235,  254  e  235  si  dimostra  senza 
fatica  che  per  essi  è 

Kk ,     se    7  =  /;, 

e  che  essi  sono  indipendenti  ;  quindi  essi  generano  una  sotto  algebra 
regolare  C  di  ^  di  ordine  p\  il  cui  modulo  coincide  con  quello  di  A, 
perche  è 

M  =  M    4-   •  •  •    4-  fi    =:  f      4-   .  •  •   -[-  c^  . . 

Ciò  premesso,  detto  a  un  elemento  qualunque  di  A,  pongasi 

I..  p 

Si  vede  subito  che  per  avere  tutti  i  possibili  elementi  b  di  questo 
tipo  non  occorre  far  vari.irc  a  fra  tutti  gli  elementi  di  A,  ma  basta 
farlo  variare  fra  gli  elementi  di  A^  ,  ;  e  si  dimostra  anche  senza  pena, 
imitando  i  ragionamenti  dei  n'  236  e  scg"  : 

a)  che  b  descrive,  al  variare  di  a  in  -^,  , ,  un'algebra  B  equivalente 
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ad  .-/^^  e  quindi,  come  .-/^  , ,  a  modulo  primitivo,  avente  per  modulo 
quello  di  J  ; 

P)  che  B  è  equivalente  non  solo  ad  A^  ,  ma  anche  .id  A^  ^,  . . .  ,  A     ; 

Y)  che  ciascun  elemcmo  di  B  è  permutabile  con  ciascun  elemento 
di  C,  e  infine 

X)  che  A  è  il  prodotto  diretto  di  5  e  C. 

264.  Da  ^)  e  dal  fatto  che  un'algebra  a  modulo  primitivo  può 
considerarsi  come  il  prodotto  diretto  di  sé  stessa  e  dell'algebra  regolare 
di  ordine  i  generata  dal  suo  modulo,  si  deduce  che  : 

Un'algebra  A  con  modulo  e  con  la  segnatura  (/)),  />  ^  i,  è  il  pro- 
dotto diretto  di  un'algebra  B  a  modulo  primitivo  e  un'algebra  regolare  C 
di  ordine  p^  '). 

L'ordine  di  5,  essendo  il  quoziente  della  divisione  dell'ordine  di 
A  per  /)' ,  e,  come  /),  un  carattere  di  A  ;  dunque,  tenendo  conto  di  a), 
e  badando  che,  se  /)  :=  i,  A  k  ^  modulo  primitivo,  si  conclude  che: 

In  un  algebra  con  modulo  e  con  la  segnatura  (p)  i  primi  sistemi  di 
Peirce  legati  agli  automoduli  primitivi  hanno  tutti  uno  stesso  ordine,  e 
se  questo  ordine  è  r,  l'ordine  dell'algebra  è  rp^ . 

Di  qua,  ove   si  badi  che,  riprese    le  notazioni  del  n°  precedente,  si 

ha 

e, ,  A  =  e.,  BX  C  =  By<  e,.  C  (t  =  i,  . . . ,  /.), 

si  deduce,  includendo  il  caso  ovvio  ^  =  i,  che: 

In  un'algebra  con  modulo  e  con  la  segnatura  (/)),  dell'ordine  rp\ 
le  caratteristiche,  sinistra  e  destra,  di  un  qualsiasi  automodulo  primitivo 
sono  entrambe  eguali  ad  rp  ;  e  quindi  un  automodulo  con  la  segnatura 
{q),  dove  è  i  ^  q  ^  p,  ha  le  caratteristiche,  sinistra  e  destra,  eguali  en- 
trambe ad  rpq. 

Inoltre,  per  i  teoremi  a)  e  b)  del  n"  255,  e  chiaro  che  : 
/;;  un  algebra    con  modulo  e  con  la  segnatura    (p),  dell'ordine    rp^, 
la  sotto-algebra  centrale  —  certo  esistente  —  è  un  algebra  a  modulo  primi- 
tivo di  ordine  non  superiore  ad  r. 


')  Nell'enunciare  il  teorema  abbiamo  lasciato  cadere  l'ipotesi  che  A  fosse 
douta  di  sotto-algebra  eccezionale,  perchè,  se  questa  manca,  A  è  semplice  e  il  teo- 
rema si  riduce  a  quello  del  n"  239. 
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265.  Il  primo  teorema  ilei  n°  precedente  è  invertibile  ;  sussiste  cioè 
la  projiosizione  : 

Se  un'iiU^ehra  A  è  il  pt\hlotto  dir  etto  di  un'algebra  B  a  modulo 
primitivo  e  un  algebra  regolare  C  di  ordine  p' ,  A  e  un'algebra,  dotata 
di  modulo,  con  la  segnatura  (p). 

Se  B  non  possiede  elementi  eccezionali,  e  quindi  ò  addirittura  pri- 
mitiva, A  risulta  semplice  (n°  2.|o)  e  il  teorema  e  evidente  ;  supponiamo 
dunque  che  ciò  non  sia  e  indichiamo  con  £,  la  sotto-algebra  eccezio- 
nale di  B. 

Poi  supponiamo,  con  che  non  veniamo  afTatto  meno  alla  generalità, 
che  i  moduli  d'i  B  e  C  coincidano  entrambi  con  quello  di  A,  per  modo 
che  B  e   C  saranno  delle  sotto-algebre  di  A. 

Dico  in  primo  luogo  che  : 

La  sottio-algcbra  eccci^ionale  di  A  e  data  da  E^  X  C. 

Infatti  è  chiaro,    intanto,    [n°  145,  À')]    che    il  prodotto    di  ciascun 
elemento  di  E^  per  ciascun  elemento  di  C  è  per  A^  se  non  è  nullo,  un 
elemento  eccezionale  ;    dunque  A  è  dotata    di  elementi  eccezionali    e,  se 
E  è  la  sua  sotto-algebra  eccezionale,  si  ha 
(6)  £^£XC. 

Ora  si  indichino  con  c^.  (i,  /  =  i,  .  .  .  ,  />)  p'  elementi  indipen- 
denti di   C,  per  i  quali  sia 

o,        se    /  7^  h, 


^i  i  ^h  k        . 

U..k  5     se    )  =  h, 

e  si  dica  e  un  elemento  di  E. 

Si  avrA  per  e  un'eguaglianza  della  forma 

(7)  ^•  =  1''.,/,.,. 

con  le  b  elementi  di  B.  Poi,  siccome  E  è  invariante  in   A,  sarà  un  ele- 
mento di  E  ogni  prodotto  della  forma 

e  .ce.    , 

qualunque  siano  ^,  /;  e  k  nella  serie   i,  ...,/». 
Ma,  per  la  (7), 

e  ,ec.     =1  b,.c,   , 

g.h         k.,^  h,k     g,f  ì 

dunque  i^^^ì^c      è  un  elemento  di  E. 
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Segue  che  ò  in  H  l'elemento 

^> ('"...  4-  •••  +'>./.)  =  ''m' 

qualunque  siano  /;  e  k  nella  detta  serie. 

Ma  allora  nella  (7)  le  /^  sono  tutte  elementi  di  B  nulli,  o  ecce- 
zionali per  //,  e  quindi  anche  nulli,  o  eccezionali  per  B. 

Ciò  significa  che  e  è  un  elemento  di  E^  X  ^j  quindi  è 

E^E.X  C. 

Confrontando  con  la  (6)  si  deduce,  come  volevasi, 

£•  =  £.  X  C. 

Adesso  si  indichi  con  r  l'ordine  di  5  e  con  r^  quello  di  £",  ;  per 
modo  che  gli  ordini  dì  E,  B  —  E^  e  A  —  E  saranno  rispettivamente 

Se  b  e  e  sono  clementi  di  5  e  C  rispettivamente  (e  quindi  anche 
di  A),  e  con  [b]  e  [e]  si  indicano  le  classi  di  A  mod  E  che  essi  deter- 
minano, al  variare  di  ^  in  5  e  di  e  in  C,  [b]  e  [e]  descrivono  due 
(sistemi  diversi  da  zero,  anzi  due)  algebre  B^  e  C^ ,  per  le  quali  si  ha, 
in  primo  luogo,  che  ciascun  elemento  dell'una  è  permutabile  con  ciascun 
elemento  dell'altra,  e  in  secondo  luogo  che 

A~E=  B^  C, . 

Siccome  elementi  di  B  congrui  rispetto  ad  E^  sono  anche  congrui 
rispetto  ad  £,  l'ordine  d\  B^  ^  ^^  —  ^ /■>  d'altronde  quello  di  C,  è 
^p\  dunque  l'ordine  di  B^  C,  è  ^  (r  —  r,)p'  •  Ma  quello  dì  A  —  E 
è  appunto  (r  —  ^,)p%  dunque  gU  ordini  di  5,  e  C,  sono  rispettiva- 
mente r  —  r,  e  /)^  ed  è 

^  -  £  =  5,  X  C, . 

Qui  C,  è  evidentemente  un'algebra  d'ordine  p^  regolare  come  C, 
B^  è  un'algebra  equivalente  a  B  —  £  ,  perchè  le  classi  di  B  mod  £",  si 
dispongono  una  per  una  nelle  classi  di  A  mod  E  che  costituiscono  B^  , 
ed  è  pertanto,  come  questa,  un'algebra  primitiva,  una  volta  che  Bea 
modulo  primitivo,  dunque  A  —  E  è  semplice. 
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C^on  ciò  è  dimostrato  che  la  segnatura  lì'i  A  è  del  tipo  (</)  ;  quindi 
per  dimostrar  compiutamente  il  teorema  resta  a  far  vedere  che  i/  =  p, 
cioè  che  il  modulo  di  A  può  decomporsi  in  una  s<)inni:i  M  />  antonio- 
duli  primitivi  a  due  a  due  mutuamente  luillilìci. 

Per  questo,  una  volta  che  il  modulo  di  A,  coincidendo  con  quello 
di   C,  è  dato  da 

^,,  +  •••  +S.f' 

basta  far  vedere  che  ciascuno  di  questi  elementi  c^.  è  per  A  un  auto- 
modulo primitivo. 

Ora  ciò  è  immediato. 

Infatti  il  primo  sistema  di  Peirce  legato  a  r ,  in  A  è  dato  da 

e.  Ac.  ■  =  e    BCc    =  Bc  . 
1,1      1,1         1,1         1,1  1,1 

e  quindi  riesce  un'algebra  equivalente  a  B,  cioè  un'algebra  a  modulo 
primitivo. 

266.  Da  quanto  è  detto  nei  due  ultimi  n'  discende  che  : 

Le  algebre  con  modulo  e  con  hi  segnatura  (/>)  sono  tutte,  e  solo,  le 
algebre  ognuna  delle  quali  e  il  prodotto  diretto  di  un'algebra  a  modulo 
primitivo  e  un'algebra  regolare  di  ordine  p^ . 

267.  Ritorniamo  adesso  alla  considerazione  dell'algebra  A^  di  cui 
nel  n°  259,  e  supponiamo  che  nella  sua  segnatura  (/),,  ...  ,  p^  sia 
w  >  I,  per  modo  che  A  —  E  sari  un'algebra  semi-semplice,  ma  non 
semplice,  somma  diretta  di  m  algebre  semplici,  con  le  segnature 
(/*i)'  •■  •  )  (Pm)?  "-'^^  indicheremo  con 

(8)  {A-Ef\...,{A-Er\ 

Detto  ancora  u  il  modulo  di  A^  u  potri  decomporsi  in  una  somma 
di 

q=P,+ \-P.. 

automoduli  primitivi,  a  due  a  due  mutuamente  nullifici,  diciamo 

poi,  denotate  al  solito  modo  le  classi  di  A  mod  E,  [u]  sarà  il  modulo 
dì  A  —  £■  e  [/<J,  .  .  .  ,  [u  ]  saranno  altrettanti  automoduli  primitivi,  a 
due  a  due  mutuamente  nullifici,    dì  A  —  E,  dei  quali  /),  apparterranno 
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ad  (^  -  E)'",  p^  ad  (W  -  ny'\  .  . .  ,  /),„  ad  (A  -  7?)*"".  Supposto, 
come  e  lecito,  di  aver  scelte  le  denominazioni  in  modo  che  quelli  situati 
in  {A  -  Ey'  sinno 

". ",,, 

qnelli  situati  in  {A  —  /T)'"'  siano 


'V,->'  •••  '  ^.-*-/',' 


e  COSI  via,  posto 

r/'^'  =  //         J-   .  .  .  _L  „ 


M'""  —7/.  ^  _1_    ...    -i-  ;< 


[m*'^],  [«'**],  •..  ,  [m'"'']  saranno  i  moduli  delle  successive  algebre  (8). 
Indichiamo  ancora  con  A.     i!  sistema 

'h^'^i  (i,j=l,...,q), 

e  poniamo 

H^  =  u'''Au'"  (,=  ,,  ...,m), 

per  modo  che  H^  sard  un'algebra  col  modulo  «'''  e  sarà 

se  la  somma  si  intende  estesa  a  tutti  i  sistemi  A.     per  i  quali  gli  indici 
i  e  j  cadono  entrambi  nella  serie 

P.+  •••  +/'>-. +  1,  •••,  AH +A- 

Siccome  i  q^  sistemi  A-  ■  sono  complementari  in  A^  le  algebre 
//  ,  . . .  ,  //^  sono  complementari  nella  loro  somma.  D'altronde,  essendo, 
per  ;•  7^  /;, 

è,  per  s  ^  t, 

dunque  //^ ,  .  .  .  ,  H^  sono  dotate  di  somma  diretta,  e,  se  poniamo 

H  =  H,  +  if.+  ■•■  +^., 
H  sarà  (n**  157)  una  sotto  algebra  di  A. 
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Consideriamo  ora  un  sistema  .7,     per  il  quale  i  due  indici  1,  /  non 
cadano  entrambi  in  una  stessa  delle  m  serie 


e  supponiamo  che  i  cada  nella  j'"''  serie,  /  nella  /""  . 

Per  ciascun  suo  elemento  .v_     sussiste  un'eguaglianza  della  forma 

X     =  ti  x  u 
.....  ••/  '      / 

con  .V  m  A,  qumdi  e 

K.,]  =  [",]W[",1- 

Ora  [/<J  è  un  automodulo  di  {A —  EJ'^  ['^]  è  un  automodulo 
di  (^  —  Ey'\  e  queste  algebre  sono  invarianti  in  A  —  £",  dunque 
[x.  ]  è  un  elemento  comune  ad  {A  —  £")'  *  ed  (^A  —  £^)'",  cioè,  essendo 
s  ^  t,  si  ha 

ed  X.     è  un  elemento  di  E. 

Segue  che,  se  si  indica  con  N  la  somma  dei  sistemi  A^  del  tipo 
ora  considerato  —  ciascun  dei  quali  o  è  /ero,  o  è  una  zero-algebra  — ,  è 

A=  H-{-N, 
con 

N  Z,E. 

268.  Dimostriamo  ora  che  : 

Un  elemento  di  H^  (s  =~  i,  .  .  .  ,  ni)  e  cccc:^onak  per  H  quando, 
e  solo  quando,  e  tale  per  A; 

asserzione  che  sarA  evidentemente  provata  non  appena  sia  fatto  vedere 
che,  se  /?,  è  un  elemento  eccezionale  per  //  ,  /;  è  anche  un  elemento 
eccezionale  per  A. 

Indichiamo  con  x  un  elemento  qualunque  di  //  ed  osserviamo  che 
per  X  sussiste  una,  ed  una  sola  eguaglianza,  della  forma 

^'  =  ^.  +  •  •  •  +  ^«  +  V, 
con  x^  in  II ^  e  y  in  N. 
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Di  qua,  badando  che,  per  /  i^  5,  è 

//,//,=-- e, 
discende 

Siccome  y  e  un  elemento  di  E  sarA  tale  anche  il  prodotto  h^y; 
quindi  e 

[/Vv]  =  [/VvJ. 

Ora  per  l'ipotesi  fatta  su  h^  il  prodotto  h^.\\  è  nullo,  o  pseudonullo, 
dunque  è  tale  anche  [/?,  a-J,  cioè  [h,x].  Ciò  significa  che  le  potenze  di 
/;,  X  con  esponente  sufficientemente  elevato  sono  elementi  di  E,  e  quindi 
che  h^  X  è  nullo  o  pscudonullo. 

Ma  X  è  un  elemento  qualunque  di  A,  dunque  h^  è  un  elemento 
eccezionale  di  A. 

Dal  teorema  dimostrato  deduciamo  subito  una  conseguenza  interes- 
sante. 

La  classe  di  A  mod  E  determinata  da  un  elemento  di  H^ ,  cioè  da 
un  elemento  della  forma 

(9)  «''>jcm'", 

essendo  data  da 

(IO)  [«^'iwKa 

è  un  elemento  di  (^A  —  £")*''.  Viceversa,  un  elemento  di  {A  —  f )'*', 
essendo  della  forma  (io),  con  x  in  A,  è  una  classe  di  A  mod  £"  indi- 
viduata da  un  elemento  della  forma  (9),  cioè  da  un  elemento  di  H^ . 

Segue  che  (A  —  £)''*  è  equivalente   ad  //  ,  se  H^  e   priva  di  ele- 
menti eccezionali;  o  ad  //^  —  £    dove  E^  è  la  sotto-algebra  eccezionale 
di  H^ ,  se  H    è  dotata  di  elementi  eccezionali. 
Ora  (^A  —  £")'''  è  semplice,  dunque: 
In  entrambe  le  alternative  //,  ha  la  segnatura  (^J; 
e  per  conseguenza  : 

L'algebra  II  ha  la  stessa  segnatura  di  A. 

269.  A  proposito  dell'algebra  //  possiamo  dimostrare  inoltre  che: 
La   sotto-algebra  centrale   di    A  —  certo    esistente  —  è    contenuta    in 
quella  di  H. 
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Inf.iui  sia  A  un  clcinento  della  sotto-algebra  centrale  di  A,  e  sia 

'.; 
con  X,     elemento  di  //_     determinato  univocamente  da  x. 
Sari,  per  /;  =  I,  .  .  .  ,  ,y, 

ma,  per  l'ipotesi  fatta  su  .v,  e 
dunque  è 

t       q  I       f 

Z-''\/  =  Z-'^.,fc» 

ossia 

x,,,-\ h■■^■fc,;.-,^-•^^,;, ,  ,H h-^,— ^>H \-^',>->.h+X,^,j,-\ h-\,b  • 

Di  qua,  moltiplicando  a  sinistra  per  ti..,  si  trae 

(o,  meglio,  ricordando  che  i  sistemi  A^  sono  complementari  in  A,  si 
deduce  che  le  x.     con  indici  differenti  sono  nulle);  quindi  è 

I..  <ì 

e 

Il 
Segue  che  .v  è  contenuto  in 

A  ,  4-  ■■'  4-  A    , 

cioè  in  II;  dopo  di  che  e  chiaro  che  .v  è  addirittura  un  elemento  della 
sotto-algebra  centrale  di  //. 

270.  Un  teorema  assai  importante  sulle  algebre  con  modulo  e  il 
seguente  : 

Se  A  e  un'ali^ebra  con  modulo  e  con  la  sotto-algebra  ecce:^ionale  £",  ed 

/(;)  =  o,         -^(0  =  o 
sono,  rispettivafncnte ,  in  A  ed  A  —  E,  le  equa^joni  minime  di  un  elemento 

G-  ScoK{A.  —  Tierta  ^tiitralt  dtUt  al^tbrt.  4S 
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.V  */i  A  c  di'Iìd  classe  di  A  mod  E  individuata  da  v,  iì  poìinoinio  9  (;) 
^  un  divisore  di  f(l)  ed  f{l)  e  un  divisore  delle  polcn:^e  di  'p(;)  con 
esponenti  convenientemente  elevati. 

Infatti,  indicando  sempre  con  [y]  la  classe  di  y^  inod  £  individuata 
da  un  elemento  di  A  che  sia  stato  denotato  con  y,  da 

/(.v)  =  o 
segue 

[o]  =  [/W]=/(W). 

dunque  /(;)  è  divisibile  per  9(;). 
Inoltre  da 

?(M)  =  K 

esssendo 

?(M)  =  [?(v)]    •), 

si  trae  che  'p(.x)  è  un  elemento  di  E;  dunque,  se  p  e  il  rango  di  'p(x) 
in  A,  si  ha 

ed  /(;)  è  un  divisore  di  |9(;)p. 

Avvertasi  che  p  non  supera  l'indice  di  £",  quindi  : 

Se  r  h  l'indice  di  E,  ^(E)  t'-  un  divisore  di  f{l)  ed  /(;)  è  un  di- 
visore di  \'^(l)\'' . 

Dal  teorema  dimostrato  discende  che  : 

In  qualsivoglia  corpo  numerico  contenente  i  coefficienti  di  f(V)  ^  <p(0 
i  divisori  irriducibili  di  f(c,)  coincidono  con  quelli  di  <o(l); 

che  : 

Se  in  un  tal  corpo  /(e)  non  e  divisibile  per  una  poten:;^a  di  un  po- 
linomio irriducibile  con  esponente  superiore  ad  i, /(;)  e  "^(ji,)  coincidono  ; 

e  infine  che: 

Se  l'algebra  A  —  E  e  primitiva,  nel  corpo  in  cui  è  definita  A  /(;) 
0  e  irriducibile,  0  e  una  potenza  di  un  polinomio  irriducibile. 

271.  Sulle  algebre  con  modulo  e  con  la  segnatura  {p^,  .  .  .  ,  /)^,,) 
vi  e  luogo  infine  a  porre  in  rilievo  un'osservazione  che  è  impHcitamente 


')  Qui  appunto  gioca  l'ipotesi  che  A  sia  dotata    di    modulo,  perchè  ahrimenti, 
ove  fosse  ^(;)  dotato  di  termine  noto  non  potrebbe  parlarsi  dell'elemento  <^(x). 
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contcnui.i  in  iiii.i    proposizione   già    dimostrala  e  clic  per  le  ricerche  di 
molti  Autori  ha  inijiortan/a  fondamentale. 

Sia   A  una  tale  algebra  e  per  il  suo  modulo  ti  abbiasi  l'eguaglianza 

con  le  /<j ,  .  .  .  ,  //    automoduli  primitivi,  a  due  a  due  mutuamente  nul- 
lilìci  se  (/  ^>  I . 
Posto 

i  </'  sistemi  A.  ■  risultano  conìplementari  in  A,  dunque,  se    l'ordine    di 
^i     ^  ''•     (^  o)  e  quello  di  A  è  ;;,  si   ha 

«  =:  y  W   , 

e  inoltre  è  possibile  fissare  in  A  un  aggregato  di   unità 


il  quale  si  spezzi  (se  </>  i)  in  (f  aggregati  parziali  U^  .  (i,  /=  i,  ••-,</)» 
a  due  a  due  privi  di  elementi  comuni,   si  che  in   U.     compariscano  ;/. 
unità  appartenenti  al  sistema  A.   . 

Naturalmente  fra  questi  aggregati  saranno  vuoti  tutti  quelli  che  cor- 
risponderanno a  sistemi  eguali  a  zero. 

Se  i\  è  un'unità   dell'aggregato  (non    vuoto)   i7,,  ^ ,  si  ha   evidente- 
mente 

v]  =  o, 

se  /;  7^  k  (e  quindi  ^  ^  i);  poi  ò 

o,       se     i  yé  /;, 


(  v, ,     se     t  —  /;, 
e 

(o,      se     t^*, 

^  ^^  '   '       <v  ,     se     i  =  k. 

Per  esprimere  che  la  v^  soddisfa  alle  (12)  e  (13),  cioè  che  appar- 
tiene al  sistetìia  A^^,  si  suol  dire  (Scheffers,  Cartan)  che  i\  ha  — 
rispetto  alla  decomposizione  (11)  del  modulo  —  il  carattere  (/;,  k). 

Ciò  posto,  l'osservazione,  cui  più  sopra  si  è  alluso,  consiste  in  que- 
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Sto:  che,  cioè,  por  l'.ilgcbr.i  data  è  possibile  trovare  un  aggregato  di 
unitA,  si  che  ciascuiìa  di  tali  unit;\  abbia,  rispetto  a  una  (issata  decom- 
posizione del  modulo  del  tipo  (ii),  un  detcrminato  carattere. 


§    IO. 

Le  algebre  complesse,  reali  o  razionali. 

272.  Per  brevità  di  discorso  un'algebra  si  dirA  complessa,  reale 
o  razionale,  secondo  che  il  corpo,  nel  quale  è  definita,  è  il  corpo 
complesso,  reale  o  razionale. 

Data  l'importanza  estrema  di  questi  corpi  nelle  ricerche  matemati- 
che giova  trattenersi  un  poco  sulle  proprietà  fondamentali  delle  algebre 
definite  in  essi. 

273.  Detta  A  un'algebra  complessa  di  ordine  «,  occupiamoci  in  pri- 
mo luogo  della  formazione  della  sua  equazione  minima,  limitandoci,  per 
semplicità,  a  considerare  soltanto  il  caso  in  cui  essa  è  dotata  di  modulo; 
il  lettore  riconoscerà  subito  quali  modificazioni  siano  da  apportare  nei 
ragionamenti  che  seguono,  se  si  vuole  trattare  il  caso  contrario. 

rissiamo  in  A  un  aggregato  di  unità  «^ ,  .  .  .  ,  u^^  e  (rispetto  ad 
esse)  siano  ;^ , ... ,  ;„  le  coordinate  di  un  elemento  x  e  y,  ;  (',  /,  /=i}  ••• ,  «) 
le  costanti  di  moltiplicazione. 

Da 

I...n  I..^« 

•  l 

segue 

i...ti  1 . . .« 

x^  =  V  ^ .  ;  w.  M .  =  y  Y.  . , ^ .  ^ .  M,  ; 
i.i  i,J.l 

quindi,  se  le  coordinate  di  x"  si  indicano  con  ^'" ,  •  •  •  ,  ^'„^' ,  sarà 

51"=Zt,-.,,5.5,- 

Calcoli  analoghi  a  quello  or  ora  indicato  danno  subito  le  espressioni 
effettive,  mediante  le  ;_  e  le  y.  ,,  delle  coordinate  di  x',  x"*,  ....  Ma 
non  è  neecessario  sviluppare  realmente  tali  calcoli  per  riconoscere  che 
da  essi  può  essere  desunta  la  circostanza  fondamentale: 
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Se  /<•  cootiUn.itr  ili  v'  (/•    -  I,  2,  .  .  .)  si  itiiliùitio  coti 


(') 


:i')  '[fi 

^ì     i     •   •   •    1     '^n     ì 

per  modo  che  le  ^'/'  saranno  la  stessa  cosa  che  le  E,,  Oi^nnna  delie  ^''', 
ove  nella  sua  espressione  mediante  le  $,  si  riguardino  queste  come  altret- 
tante indeterminate,  h,  nelle  ;.,  una  forma,  se  non  nulla,  del  grado  r,  i 
cui  coefficienti  sono  costruiti  con  le  costanti  di  moltiplicazione. 

Ciò  posto,  indichiamo  con  //  il  modulo  e  con  0  (^«)  il  rango  di 
A;  poi  diciamo  s^ ,  ...  ,  z^  le  coordinate  di  ;/. 

Poiché  p  e  il  rango  di  A,  gli  elementi 

(i)  u,     X,     .v%  ...  ,  x^ 

sono  dipendenti  qualunque  sia  x  in   .7,  ina  gli  elementi 

u,     X,     x\  .  .  .  ,  xP  ' 
sono  in  generale  indipendenti;  quindi  nella  matrice 

"  e, .     ....  e 

;(i)  rio 

^i  ?  •   •   •  »  "^.1 


?  (ù) 


i  determinanti  dei    minori  di    ordine  p  .sono  nulli  qualunque    siano,  nel 
corpo  complesso,  le  ;^,  .  .  .  ,  ;^,  mentre  nella  matrice 


rii) 


C(p-.) 


esiste  almeno  un  minore   di   ordine  p  —  i   che  non  è  nullo    per  tutti  i 
sistemi  di  valori  (complessi)  di  ^,,  ...  ,  ^,_ . 

Ora,  se  la  relazione  che  lega  fra  di  loro  gli  clementi    (i),  nell'ipo- 
tesi che  X  sia  l'elemento  corrente  di  //,  si  indica  con 

l'equazione  minima  di  A  è 

;.  +  À..  ;.-.  +  . . .  +  Vj  -  ^  \  ^  „_ 
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dunque  I.1  formazione  di  questa  si  riconduce  al  calcolo  di 

À„  "  •  •  '  \:  '    K  ' 

Ma  per  le  X  si  lia  evidentemente  il  sistema  di  equazioni 
X  ;*P'  +  X  $'f-"  4-   .  .  .   +  A       ;'"  +  X  £    =  o 

X  $'•"'  +  X  ^'P-'  4-  .  .  .  +  X      ;'"  +  X  £    =0, 

e,  per  quanto  è  stato  detto,  la  matrice  di  questo  sistema  ha,  per  valori 
generici  delle  ^^,  ...  ,  ;,,  la  caratteristica  p  —  i,  dunque  i  coefficienti 
della  detta  equazione  minima  possono  essere  agevoinìente  calcolati  e  si 
riconosce,  intanto,  che  essi  souo  fmi-ioni  ra::jotiaìi  di  ^^^  ...,  t,^^. 

274.  A  un  altro  metodo  per  la  co.struzione  dell'equazione  minima 
di  .rJ  e  a  un  più  preciso  risultato  sulla  natura  dei  suoi  coefficienti  con- 
ducono le  osservazioni  che  seguono. 

Sia 

l'equazione  fondamentale  sinistra  di  x  (e  per  il  nostro  scopo  sarebbe 
lo  stesso  partire  dall'equazione  tondamentale  destra),  e 

la  sua  equazione  minima;  per  modo  che,  se  x  è  l'elemento  corrente  di 
A^  quella  è  l'equazione  fondamentale  sinistra,  e  questa  l'equazione  mini- 
ma, di  A. 

Per  ciascun  elemento  x  di  A,  ossia  per  ciascun  sistema  di  valori 
delle  ^j,  ...  ,  ^^_,  il  polinomio  9 (E)  è,  per  quanto  sappiamo,  il  quo- 
ziente della  divisione  del  polinomio  ( —  i)"A'(;)  per  il  massimo  comun 
divisore  degli  aggiunti  degli  elementi  della  matrice  caratteristica  sinistra 
di  X  [il  cui  determinante  è  appunto  A^(;)]. 

Indichiamo  questi  aggiunti  con 

essi  sono  altrettanti  polinomi  in  ;,  i  cui  coefficienti  sono  funzioni  ra- 
zionali intere  delle  ;,,  ,  .  .  ,  ;^. 
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Riguardiamo  in  essi,  oltre  la  ;,  anche  le  ^^j  ...  ,  ;,_  come  delle 
indeterminate,  e,  per  rendere  più  luminoso  il  ragionamento,  interpretia- 
mo le  equazioni,  nella  ;  e  nelle  ;^ , 

(2)  ^.&  =  o,         ^,(0  =  0,..., 

come  equazioni  di  altrettante  ipersuperficie  in  uno  spazio  euclideo  com- 
plesso 5^^,  della  dimensione  //  -f-  i,  nel  quale  ;,  ;, ,  .  .  .  ,  ;,,  siano,  per 
cs.,  coordinate  cartesiane  ortogonali. 

Porre  per  le  ^_ ,  .  .  .  ,  ;,_  nelle  '},(0>  't'jCOj  •  •  •  ""  determinato  si- 
stema di  valori  (complessi),  e  poi  andare  a  cercare,  sotto  questa  ipotesi, 
il  massimo  comun  divisore  dei  polinomi  in  ;,  che  cosi  si  ottengono, 
significa  allora  considerare  in  5. . ,  una  certa  retta  parallela  all'asse  delle 
$,  prender  di  mira  i  gruppi  di  punti  ')  di  intersezione  di  que.sta  retta 
con  le  ipersuperficie  rappresentate  dalle  equazioni  (2)  —  diciamoli  G,, 
G, ,  ...  — ,  e  calcolare  l'equazione,  su  questa  retta,  del  gruppo  H  dei 
punti  comuni  a  tutti  i  gruppi  G^ ,  G,,  ...  (ciascun  punto  comune 
essendo  considerato,  naturalmente,  con  la  dovuta  molteplicità). 

Se  le  ipersuperficie  in  discorso  non  hanno  una  parte  (cioè,  un'i- 
persuperficie) comune,  per  valori  generici  delle  ;_ ,  .  .  .  ,  ^^. ,  i  gruppi 
G| ,  G, ,  ...  risultano  senza  punti  comuni,  il  rango  dell'elemento  ge- 
nerico di  A,  e  quindi  di  A  stessa,  risulta  «  e  l'equazione  minima  di  A 

è  data  da 

(-i)"A;(;)-o; 

se  invece  hanno  una  parte  comune,  questa  non  è  certo  una  ipersuper 
ficie  cilindrica  con  le  generatrici  parallele  all'asse  delle  e,  perchè  altri- 
menti i  polinomi  4',(0'  KCO'  •  •  •  '  "^  ^'  ^i  j  •  •  •  '  ^»'  ammetterebbero 
un  divisore  comune  di  grado  >  o,  ma  di  grado  o  rispetto  a  q,  e  ciò 
è  impossibile,  perchè  fra  di  essi  ve  n'è  qualcuno  di  grado  ;/  —  i  rispetto 
a  ;,  che,  ordinato  rispetto  alle  potenze  discendenti  di  e,  ha  per  coeffi- 
ciente di  ;""'  la  costante  ( — i)"~';  quindi,  se  hanno  una  parte  comune, 


')  Si  b.idi  che  qui  si  sta  f-iceiiiio  dcll.i  geometrùi  in  un  sp.izio  euclideo  com- 
plesso; i  punti  di  cui  si  Jisjorrc  possoiio  dunque  esser  r.-ali  o  imni.i{;in.iri,  ni.i  sono 
necessariamente  propri. 
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per  v.ilori  generici  delle  ;,,...,  e,,,  il  gruppo  H  è  il   gruppo    dei    punti 
comuni  a  quella  tal  retta  e  a  questa  parte. 

Intanto,  se  le  ipersuperficie  considerate  hanno  una  parte  comune, 
l'equazione  di  questa  parte  si  ottiene  eguagliando  a  zero  il  massimo 
comun  divisore  di 

riguardati  come  polinomi  nelle  indeterminate  H,  ^^ ,  ...,  ^^,;  dunque, 
in  ogni  caso: 

L'cqua:^iofic  mi  ni  ma  di  A  ì: 

?©  =  o, 

se  (p(^)  e  il  polinomio,  in  ^,  ^j,  ...,  ^^,  che  si  ottiene  dividendo 
( —  i)"  A|(^)  per  il  massimo  comun  divisore  di  ^,(Ì),  ^^COj  •  •  ■  ■>  ^"^^^  ^'^" 
turahnente,  A^(c)  «  ^, ,  'l'j,  ...,  "  riguardino  come  polinomi  in  ^,  ^, ,  ...,  $^. 

Ora  in  ( —  i)"A^(Q,  ove  si  supponga  di  ordinare  per  le  potenze 
discendenti  di  ^,  il  termine  di  grado  massimo  in  ^  è  ^",  ed  ha  quindi 
il  coefficiente   i,  dunque: 

5^  l'equazione  minima  di  A  si  indica  con 

le  T.  sono  funzioni  razionali  intere  di  E^ ,  . .  .  ,  E„  • 

Intanto,  se  t  è  un  numero  complesso  non  nullo,  gli  elementi  x  e 
TX  di  A  sono  dello  stesso  rango  e  le  radici  dell'equazione  minima  di 
T.v  sono  i  prodotti  di  t  per  le  singole  radici  dell'equazione  minima  di 
,r,  dunque  t.  deve  mutarsi  in  t^t  ,  se  in  t^.  le  ^j,  ...  ,  ;„  si  mutano 
nelle  t;,,  ...,  t^„. 

Ciò  significa  che  (Molien): 

Nell'equazione  minima  di  A,  -r.,  considerato  come  polinomio  in 
^i,  .  .  .  ,  ^_^,  e  addirittura  una  forma,  se  non  nulla,  di  grado  j; 

e  quindi  : 

L'espressione  9(;),  riguardata  come  un  polinomio  nelle  ^,  ?,,...,  ^„, 
è  una  forma  del  grado  p . 

275.  Giova  osservare  espressamente  che  le  argomentazioni  del  n°  273 
sono  estendibili  a  un  qualsivoglia  corpo  numerico;  non  così  tutte  quelle 
del  n°  precedente. 
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Quest'ultime  possono  estendersi,  coi  debili  accorgimenti,  ad  altri 
corpi  numerici,  per  es.  agli  altri  due  che  qui  ci  interessano,  cioè  ai 
corpi  reale  e  razionale;  ma  non  a  nu  corpo  qualsivoglia. 

Per  es.  si  consideri  nel  corpo  €[2]  l'algebra  di  ordine  5,  certo 
esistente,  somma  diretta  di  tre  algebre  di  ordine  i,  dotate  ciascuna  di 
modulo.  Se  i  moduli  di  queste  sono  u^ ,  u^ ,  «  ,  il  nìodulo  di  quella  è 
"1  ~\~  "2  4~  ";'  '  ^'^'^''  elementi  (che  sono  otto)  sono  dati  da 

o,      «,,     /<,,      II.,      n,  -j- 11^,     ",  +  "j»      ",  +  ",»      ":  +  ".-  +  ";• 
e  hanno  i  ranghi  rispettivi 


Come  unità  dell'algebra  in  discorso  possono  prendersi  11^ ,  u^ ,  ti    e 
per  queste  è 


Se 


è  il  suo  elemento  corrente  con  le  coordinate  ^,,  c,^,  e,  ,  sì  ha 


-V  II . 


~.  ti 


xti,  = 


—  r 


'z' 


xu.^  =  CJi.^; 
dunque  l'equazione  fondamentale  sinistra  dell'algebra  è 

o  o 


ì 


o 
o 


=  o. 


Se  ;,,  ;^,  ;.    si  considerano    al    pari  di    ;    come  indeterminate,    i 
polinomi 

[che  sono,  per  il  caso  attuale,  prescindendo  da  polinomi  nulli,  i  poli- 
nomi indicali  nel  caso  più  sopra  esaminato  con  •]',(;),  'I^O»  •  •  •]  ^^^^^ 
primi  tra  loro;  quindi,  se  le  considerazioni  del  n°  precedente  fossero 
estendibili  anche  al  caso  attuale,  l'equazione  minima  dell'algebra  dovrebbe 
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essere 

E  ciò  è  assurdo,  perche  il  r.uigo  dell'algebra  e  2  e  non  3,  e  la 
sua  equ.uione  niiniiua,  come  subito  si  verifica,  non  è  questa,  ma  l'equa- 
zione 

$■-;  +  ;;-;,+;;-;,  +  V,  -l.,  =  o, 

o,  ciò  che  in   C[2]  è  lo  stesso, 

;     —  e  =r=  O. 

276.  Da  quanto  è  detto  nel  n"  208,  ricordando  che  nel  corpo 
complesso  i  polinomi  irriducibili  con  una  indeterminata  sono  tutti,  e 
solo,  quelli  di  grado  i,  si  ricava  subito  che  (Schefi-ers)  : 

In  un'algebra  complessa  dotata  di  modulo  le  radici  distinte  dell'equa- 
^ont  minima  di  un  elemento  qualunque  sono  le  radici  distinte  di  ciascuna 
delle  due  equazioni  fondamentali  dell'elemento  stesso.  Inoltre  le  molteplicità 
di  una  radice  dell'equazione  minima  per  le  due  equazioni  fondamentali 
sono  entrambe  non  inferiori  alle  molteplicità  della  radice  stessa  per  l'equa- 
zione minima. 

2TJ.  Si  torni  a  considerare  l'algebra  complessa  A  di  ordine  «,  col 
modulo  /(,  di  cui  nel  n°  274. 

Se  le  radici  dell'  equazione  fondamentale  sinistra  (destra)  dell'elemento 
X  di  A  sono  7,,...  ,  y.„,  e  ^(;)  e,  nel  corpo  complesso,  un  qualsivoglia 
polinomio  in  ;,  //  determinante  sinistro  (destro)  della  funzione  razionale 
intera  di  x 

■  .     . ,     j  y  =  si^) 

e  dato  dal  prodotto 

Si  supponga  che  le  a^ ,  .  .  .  ,  a^^  siano  le  radici  dell'equazione  fonda- 
mentale sinistra  di  .v 

e  poiché  il  teorema  è  evidente,  se  g{c,)  equivale  ad  un  numero,  si  sup- 
ponga che  sia 

con  ^g  7^  o  ed  w  ^  I. 
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Indicati  con  v, ,  ...  ,  y,„  i^li  >^cri  di  ^(;)  (distinti  o  non),  è 

y  =  A'(^)  =  1a. (v  -  Y.  '0  •  •  •  C-^'  -  r., ") i 

quindi  si  ha  per  il  determinarne  sinistro  di  v  (n'   186  e  188): 
ossia 

Ma  è  (cfr.  n°  52) 

dunque,  come  volevasi, 

278.  Sotlo  le  stesse  ipotesi  del  teorema  precedente,  le  radici  dell'equa- 
::jone  fondamentale  sinistra  (destra)  di  y  sono  date  da 

^(«.),  •••  ,  ^CO- 
SÌ ponga  infatti,  indicando  con  ri  una  indeterminata, 

K"^)  ^. ^ (.-'>)  — ^j 

e  qui  si  riguardi  ^  come  una  variabile  complessa. 
Sarà 

e  il  determinante,  per  cs.,  sinistro  di  /;(.v)  sarA  dato  da 

Ma  allora,    riguardando  adesso    ;  come  una  indeterminata,    l'equa- 
zione fondamentale  sinistra  di  ^(-v)  sari 

e  le  radici  di  questa  sono  appunto 

279.  La  traccia  sinistra    (destra)  dell'elemento   x  di  J,   essendo  la 
somma    degli  elementi    principali    della  matrice  sinistra  (destra)    di  .v,  è 
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evidentemente  la  sonini;i  delle  radici  dell'equazione  fondamentale  sinistra 
(destra)  di  .v. 

Di  qua  possiamo  trarre  una  conseguenza  interessante. 

Se  X  è  per  l'algebra  A  un  elemento  nullo  o  eccezionale,  qualunque 
sia  )•  in  A,  xy  è  nullo  o  pseudonullo,  quindi  (n*^  209)  le  tracce  di  xy, 
sinistra  e  destra,  <j'    e  rr'J^ ,  sono  entrambe  nulle. 

Viceversa,  suppongasi  che  per  x  sia,  per  es., 

a'    =  o, 
comunque  vari  y  m  A. 

Se  r  è  un  intero  positivo  ^  2,  sarà 

e'       ■=  e'  =  o, 

qumdi  e 

a'    ,  =  o, 

{xy)l  ' 

qualunque  sia  l'intero  positivo  /. 

Ora  l'equazione  fondamentale  sinistra  di  {xy)'  ha  per  radici  (n°  278) 
le  potenze  con  esponente  /  delle  radici  dell'equazione  fondamentale  sini- 
stra di  xy  ;  dunque  l'equazione  fondamentale  sinistra  dì  xy  è  tale,  che 
per  essa  è  nulla  la  somma  delle  potenze  delle  radici  con  esponente  t, 
qualunque  sia  t.  Segue,  per  una  nota  formula  di  Girard  (o  di  Newton), 
che  essa  è  a  radici  tutte  nulle  e  che  quindi  xy,  se  non  è  zero,  è  pseu- 
donullo. 

Ciò  significa  che  x,  se  non  è  zero,  è  eccezionale. 

280.  Le  osservazioni  ora  fatte,  dovute  al  Frobenius,  hanno  fornito 
al  Frobenius  stesso  un  criterio,  di  assai  comoda  applicazione,  per  deci- 
dere, se  un'assegnata  algebra  complessa  con  modulo  sia,  o  no,  semi- 
semplice. 

L'algebra  di  cui  si  tratta  sia  l'algebra  A  considerata  sin  qui,  e  dette 
^  ,  . , .  ,  ;^_  e  r,j ,  . . .  ,  r,^  le  coordinate  dei  suoi  elementi  x  ed  y,  pongasi 

'.; 
per  modo  che  e'     sarà  (n°  15)2)  la  traccia  sinistra  di  u.u-  e  sarà  inoltre 
(ibid.) 

>./         )>' 
In  virtù  di  quel   che  più  sopra   è  stato  detto,  l'elemento  x  di  A  è 
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eccezionale  quando,  e  solo  quandt),  le  ^, ,  .  .  .  ,  ^„  non  sono  tutte  nullo, 
ma  e 

'./ 
qualunque  si.uio,    nel  corpo  complesso,    le  n^,  ...,  /),,  ;  ossia,    quando, 
e  solo  quando,  le  ^^ ,  .  .  .  ,  c,^^  non  sono  tutte  nulle  ed  e 

per  /  =  I,  ...  ,  ;/. 
Ne  discende  che  : 
V algebra  A  e  semi-semplice,  o  non,  secoudo  che  la  matrice  (simmetrica) 

¥J 

è  noti  degenere^  o  degenere.  E  nella  seconda  alternativa  la  sua  nullità  è 
l'ordine  della  sotto-algebra  eccezionale. 

281.  Se  un'algebra  complessa  A  dotata  di  modulo  h  somma  diretta 
di  due  0  più  algebre  A^,  .  .  .  ,  A,,  il  primo  membro  dell'equazione  mi- 
nima di  A  e  il  prodotto  dei  primi  membri  delle  equazioni  minime  di 
A^,  .  .  .  ,  A,. 

Sia  X  l'elemento  corrente  di  ^4  e  sia 

x  =  .v.  4-  •••  +  x,, 

con  .Y.  in  A^  ;  poi,  lìssato  un  aggregato  di  unitA  per  ciascuna  delle  al- 
gebre A-,  si  prenda  come  aggregato  di  unit.i  per  A  quello  che  risulta 
dalla  riunione  degli  aggregati  scelti  per  le  algebre  A..  Allora,  se  le 
^','',  ...  ,  $'!'  sono  le  coordinate  di  .v^  in  A^  (per  modo  che  A^  è  del- 
l'ordine «,  ed  A  è  dell'ordine  ;/,  -| f-  ;/,),  le  ;*",  ...  ,  ;;;_»,  ... ,  i\'\  ...  ,  ;;;' 

sono,  tutte  insieme,  le  coordinale  di  .v  in   A. 
Ciò  posto,  sia 

m  =  o 

l'equazione  minima  di  x  in  A,  cioè  di  A,  ed 

/,(;)  =  <> 

l'equazione  minima  di  x,  in  //_ ,  cioè  di  A^. 

Per  ciascun  sistema  di  valori  delle  ;*'',/(;)  [n"  140,  ijl)J    è  il  mi- 
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ninio  comune  multiplo  (ii/^(^),  •••,/,(;),  dunque  per  dimostrare  il 
teorema  enunciato  (cfr.  n**  274)  basta  far  vedere  che  due  qualunque  dei 
|X)linomi /, (E),  ...  ,/, (0>  °^'^'  '"  ^'''•'''  '^'  ^  '  ^^  riguardino,  al  pari  di 
^,  come  altrettante  indeterminate,  non  hanno  alcun  divisore  comune 
di  grado  >  o. 

Suppongasi,  se  è  possibile,  che,  per  es., /_(;)  ed/^(;)  abbiano  un 
divisore  comune  di  grado  >  o.  Siccome  /,  (;)  è  del  grado  zero  rispetto 
alle  ;'"'  ed /^(c)  è  del  grado  zero  rispetto  alle  ;*'',  tale  divisore  dovrù 
essere  del  grado  zero  rispetto  alle  ^*''  e  alle  ^*'*  ed  equivarrà  a  un  poli- 
nomio nella  sola  e. 

Intanto,  per  valori  tutti  nulli  delle  ;'",  la  funzione  razionale  intera 
/^(;)  di  Q  e  delle  ;'"  si  riduce  a 


se  p  è  il  rango  di  A^ ,  dunque  quel  divisore  dovrà  essere  della  forma 
cj ,  con  T  ^-  o. 

Ma  ciò  è  assurdo,  perchè  J^  è  dotata  di  modulo  e  quindi  il  primo 
membro  dell'equazione  minima  del  suo  elemento  generico  non  può  essere 
privo  di  termine  noto,  dunque  ecc. 

Questo  bel  teorema'  è  dovuto  allo  Study. 

Da  esso  discende  subito  che  : 

Se  un'algebra  complessa  dotata  di  modulo  h  la  somma  diretta  di  più 
altre,  il  rango  di  quella  h  la  somma  dei  ranghi  di  queste. 

Notisi  che  il  teorema  di  Study  sussiste  anche  per  altri  tipi  di  al- 
cebre  con  modulo;  per  es.  per  le  algebre  con  modulo. reali  o  razionali. 

Ma,  come  mostra  l'esempio  addotto  nel  n°  275,  non  è  applicabile 
ad  algebre,  con  modulo,  qualunque. 

Che  poi  l'esistenza  del  modulo  sia  condizione  necessaria  per  poter 
garantire  la  validità  del  teorema  dello  Study  si  riconosce  subito,  ove 
si  rifletta  che  l'equazione  minima  di  una  zero-algebra  è,  in  ogni  caso, 

;    =  o. 

282.  Se  un'algebra  complessa  e  primitiva,  il  primo  membro  dell'equa- 
zione minima  di  un  elemento  qualunque,  dovendo  essere  irriducibile  nel 
corpo  dei  numeri  complessi,  non  può  essere  che  del  grado  i  ;  dunque  : 
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Un'algebra  complessa  primitiva  e  l'algebra  di  ordine  i  generata  da 
un  automodulo. 

Di  qua,  ricordando  il  teorema  del  ii"  2|i,  risulta  die  (Momiìn): 

Le  algebre  complesse  semplici  sono  tutte,  e  solo, 

a.)  le  lero  algebre  complesse  di  ordine   i,  e 

'^j)  le  algebre  complesse  regolari. 

283.  Si  consideri  un'.il»;cbra  complessa  semplice  con  modulo,  cioè, 
regolare,  e,  detto  /)"  il  suo  ordine,  siano  c^  (^  /  =^  i?  •  •  •  j  p)  p'  suoi 
elementi  indipendenti,  per  i  quali  si  abbia 

\o,        se     /  :^  h, 
rc_  j ,     se     ;  =  w, 

Assunte  le  r     come  uniti  dell'algebra,  e  detto 

il  suo  elemento  corrente,  siano 

(5)  a:(;),         a:(;),        /(;) 

i  due  determinanti  caratteristici  e  il  primo  membro  dell'equazione  minima 
di  .V  o  di  A.  Poi  siano 

(4)  K  e  K 

i  determinanti  di  .v,  o  di  A. 
Per  quanto  sappiamo  è 


/(;)  =  (-  0' 


r  "  r  e 


■»p,I   ' 


'f,2 


r-/- 


ed  /(;),  riguardato   come  una  forma    di  grado  p  nelle  p'  -f-  i    indeter- 
minate $;  .  e  ;,    è  irriducibile   nel  corpo  complesso,    dunque,  per  il  teo- 
rema del  n°  276  : 
Si  ha 

(5)  A:c;)  =  ^':(0-(-iyiya)r-  ') 


')  Dopo  di  die  C;  churo  che  questa  eguaglianza  ò  valida  per  qualsiasi  algebra 
regolare  di  ordine  p'  ,  complessa  o  non. 
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Di  qua,  facendo  ^  =:  o  e  ponendo 

+  =  k,i 

si  trae 

K  =  K  =  i-^yv, 

dove  '},  riguardata  come  una  fonna  di  grado  p  nelle  }y  indeterminate 
$_  ^ ,  è,  nel  corpo  complesso,  irriducibile. 

Da  tutto  ciò  ricaviamo  il  teorema  : 

Se  di  un'algebra  complessa  semplice  con  modulo  dell'ordine  p^  cioè 
regolare^  si  calcolano,  rispetto  a  un  qualsiasi  aggregato  di  unità,  i  deter- 
minanti caratteristici,  sinistro  e  destro, 

e  i  determinanti,  sinistro  e  destro, 

e  in  quelli  e  in  questi  si  riguardano  le  coordinate  dell'elemento  corrente 
X  come  altrettante  indeterminate,  si  ha 

H[  =  K  =  {-iyv, 

dove  f  e  '\  sono  forme  di  grado  p,  con  p^  -\-  i  e  p''  indeterminate  rispet- 
tivamente^ irriducibili  (nel  corpo  complesso),  '\  equivale  ad  f(p),  e,  infine, 
/(e),  riguardate  in  essa  le  coordinate  dell'elemento  corrente  come  variabili 
complesse,  e  il  primo  membro  dell' equa:(iofie  minima  deWalgebra. 

284.  Dal  teorema  del  n°  282,  confrontato  con  quello  che  chiude 
il  n"  226,  si  ricava  che  : 

Un'algebra  complessa  semi-semplice,  ma  non  semplice,  è  somma  diretta 
di  due  0  più  algebre  complesse  regolari. 

Ma  allora,  per  quanto  è  detto  nel  n°  precedente  e  nel  n°  281,  si 
ha  subito  che  : 

Se  di  un'algebra  complessa  semi-semplice,  ma  non  semplice,  si  indicano, 
rispetto  a  un  qualsiasi  aggregato  di  unità,  con 
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i  determinanti  caratteristici,  sinistro  e  destro,  con 

K  '  K 

i  determinanti,  iinistro  e  destro,  e  in  quelli  e  in  questi  si  riguardano  le 
coordinate  delVckmento  corrente  x  come  altrettante  indeterminate,  si  ha 

a:(;)  =  A': (;)  =  (-  ly.-  '-'/.[(Or  •■•  [l&y-. 

J5:  =:  J5';  =r  (-  .y-^r.^r.  ...  y^,.^ 

dove  m  e  il  numero  delie  algebre  regolari  di  cui  quella  data  e  somma 
diretta,  p\^  .  .  .  ,  p'^^  sono  gli  ordini  di  queste  algebre  regolari,  per  modo 
che  quello  dell'algebra  data  e 

«  =  /':+•••  +pi^ 

/  (;)  e  '^  sono  forme  irriducibili  (nel  corpo  complesso)  di  grado  p  ^  '\ 
equivale  ad  f  (o),  ed  il  prodotto 

se  vi  si  riguardano  le  coordinate  di  x  come  variabili  complesse,  è  il  primo 
membro  deirequa:^ione  minima  dell'algebra. 

Aggiungasi,  come  è  evidente,  che  : 

L'aggregato  di  unità  delFalgebra  può  esser  così  scelto  che  /  (;)  e  'h  ■ 
equivalgano  a  forme  di  grado  p;  con  sole  p]  -]r  ^  ^  p'  indeterminate, 
rispettivamente  ; 

e  che  : 

Le  forme  f(i),  al  pan  delle  y  ,  sono  a  due  a  due  prime  fra  loro. 

285.  Un'algebra  complcsr.a  a  modulo  primitivo  d'ordine  r  >•  i  non 
è  primitiva  (n"  282)  e  quindi  non  è  neppure  semi-semplice  ;  ma  l'algebra 
complementare  della  sotto-algebra  eccezionale,  dovendo  essere  complessa 
e  primitiva,  è  di  ordine  i,  dunque  la  sotto-algebra  eccezionale  è  di 
ordine  r —  i,  e  l'algebra  data  e  la  somma  (in  generale  non  diretta)  della 
sua  sotto-algebra  eccezionale  e  dell'algebra  primitiva  generata  dal  modulo. 

Un'algebra  che  sia  prodotto  diretto  di  una  tale  algebra  per  un'al- 
gebra complessa  regolare  di  ordine  p'  è,  dunque  (cfr.  il  ragionamento 
del  n''  26)),  un'algebra  di  ordine  r/)'  somma  (in  generale  non  diretta) 
di  un'algebra  regolare  di  ordine  p'  e  della  sua  sotto-algebra  eccezionale 
d'ordine  (r  —  l'jp' . 
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Segue,  per  le  osservazioni  del  §  precedente,  che  : 

a)  Ogni  algebra  complessa  dotata  di  modulo  non  semi-semplice  k 
somma  (in  generale  non  diretta)  della  sua  sotto-algebra  ecce^jonale  e  di 
una  sua  sotto-algebra  semi-semplice  che  ha  lo  stesso  suo  modulo. 

Questo  teorema  di  importanza  fondamentale    è  dovuto  al  Cartan. 

Occorre  appena  avvertire  che  la  sotto-algebra  semi-semplice  di  cui 
in  esso  si  parla  non  è  in  generale  univocamente  determinata.  Essa  è 
tale  però,  in  ogni  caso,  di  fronte  alla  relazione  di  equivalenza,  perchè  è 
evidentemente  isomorfa  all'algebra  complementare  della  sotto-algebra 
eccezionale. 

Tenendo  conto  di  quanto  e  detto  nel  n°  precedente  e  nel  n°  270 
si  dimostra  facilmente  che  : 

bj  Se  in  una  qualsiasi  algebra  complessa  con  modulo  e  con  la  segna- 
tura (/>, ,  .  .  .  ,  /),„),  rispetto  a  un  qualsiasi  aggregato  di  unità,  si  indicano 
con 

i  determinanti  caratteristici j  sinistro  e  destro,  e  con 

X   >  X 

i  determinanti  sinistro  e  destro,  e  in  quelli  ed  in  questi  si  riguardano  le 
coordinate  dell'elemento  corrente  x  come  altrettante  indeterminate,  i  divisori 
irriducibili,  primi  tra  loro  a  due  a  due  (^se  m^  i),  di  ^l(^)  e  A'J(;) 
sono  gli  stessi  e  sono  m  forme 

dei  gradi  rispettivi  p^,  . .  .  ,  p^;  e  anche  i  divisori  irriducibili,  primi  fra 
loro  a  due  a  due  (je  m  ^  i),  di  ^l  e  V^.  sono  gli  stessi  e  sono  m  forme 

dei  gradi  rispettivi  p^,  •  • . ,  p„- 

Di  piti  '|.  equivale  ad  f  (o),  e^ /,(;),  .  .  .  ,  /„,  (0  sono  anche  i  di- 
visori irriducibili,  primi  fra  loro  a  due  a  due  {se  m  >>  i),  del  primo 
membro  dell'equazione  minima  dell'algebra  data,  se,  anche  in  questo  primo 
membro,  le  coordinate  dell'elemento  corrente  x  si  riguardano  come  altret- 
tante indeterminate. 
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Un'algcbni  complessa  con  modulo  il  Cartan  la  dice  della  prima, 
o  della  seconda  categoria,  secondo  che  gli  interi  (positivi)  che  compa- 
riscono nella  sua  segnatura  sono,  o  non  sono,  tutti  eguali  ad   i. 

Se  per  l'algebra  complessa  A,  dotata  di  modulo,  con  la  sotto-algebra 

eccezionale  /f,  è 

A  =  B-{-  E, 

con  B  algebra  semi-semplice,  e  per  Pelemento  x  dì  A  i: 

X  =  /;  -j-  t._ , 

con  /'  in  /)  ed  f^  in  E,  si  vedo  subito,  calcolando  successivamente  x% 
x' ,  .  .  .  ,  che  è,  per  r  intero  positivo  qualunque, 

con  e^  in  E;  dunque  x  è  nullo  o  pseudonullo  quando,  e  solo  quando, 
le  potenze  di  /'  con  esponenti  abbastanza  elevati  appartengono  ad  £",  o, 
ciò  che  è  lo  stesso,  quando,  e  solo  quando,  b  è  nullo  o  pseudonullo. 

Ora  un'algebra  semi-semplice  con  modulo  (complessa,  o  non)  è 
priva  di  elementi  pseudonulli  quando,  e  solo  quando,  gli  interi  della  sua 
segnatura  sono  tutti  eguali  ad  i,  dunque: 

In  un'algebra  complessa  della  prima  categoria  ogni  eventuale  elemento 
pseudonullo  è  anche  un  elemento  eccezionale,  mentre  in  un'algebra  della 
seconda  categoria^  sia,  o  non,  dotata  di  sotto-algebra  ecce:(ionale,  esistono 
certo  elementi  che  sono  pseudonulli,  ma  ìion  ecce:(ionali. 

Da  ciò  e  dal  fatto,  che  in  un'algebra  commutativa  ogni  eventuale 
elemento  pseudonullo  è  anche  eccezionale,  segue  che: 

Un  algebra  complessa  commutativa  e  necessariamente  della  prima  ca- 
tegoria. 

Notisi  infine  che,  per  il  teorema  e)  del  n°  253  : 

La  sotto-algebra  centrale  di  un'algebra  complessa  semi-semplice  con 
modulo  e  con  la  segnatura  della  forma  (/), ,  .  .  .  ,  /)^J  h  dell'ordine  m,  e, 
se  m  ^  I,  h  somma  diretta  di  m  algebre  di  ordine  i. 

286.  È  interessante  rilevare  una  notevole  precisazione  del  teorema 
è)  del  n°  precedente  dovuta  al  Frobenius. 

Dell'algebra  complessa,  cui  esso  si  riferisce,  si  consideri,  insieme  coi 
determinanti  sinistro  e  destro,  S'  e  V'.  anche  il  determinante  S  . 
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Dico  che: 

Se  '\  non  ^  nullo  qualunque  sia  .v,  si  ha,  qualsiasi  a:, 

Grazie  al  teorema  /')  sussistono  intanto  per  rV  e  V'^  delle  egua- 
glianze del  tipo 

K  =  ¥:  ■■•  ¥:% 

con  le  a  e  [i  interi  positivi  convenienti;  dunque   tutto    si    riduce    a    far 

vedere  che  è 

a    =  fi  ,   .  .  .  ,   y.     =  fi    .      ' 

Per  questo  indichiamo  con  le  ^j,  .  .  .  ,  ^^_  le  coordinate  di  a:,  e 
riguardiamo  le  <|^  come  altrettante  forme  nelle  ^,,  ...,  c,^^.  Poi,  una 
volta  che  S^  non  è  costantemente  nullo,  e  quindi  esiste  nell'algebra  un 
qualche  elemento  a  determinante  non  nullo,  indichiamo  con  a  un  tale 
elemento,  per  modo  che  sarà  ^^  :^  o. 

Allora  [cfr.  n°  187,  formule  (14)  e  (15),  oppure  formule  (16)  e 
(17)]  è  possibile  eseguire  su  ^[  (su  à")  una  trasformazione  di  indeter- 
minate con  formule  del  tipo 

dove  le  nuove  indeterminate  sono  le  ;|,  ...  ,  C,[  e  il  determinante  \k.  | 

è  diverso  da  zero,  sì  che  ^[  (sì  che  S'J)    si    muti  in  --'\f,  dove  S^,  è 

ò 

a 

Ottenuto  costruendo  il  determinante  dell'elemento  x'  con  le  coordinate 
;j ,  .  .  .  ,  ;|_  e  poi  riguardando  in  esso  le  ;',...,  ^^  come  altrettante 
indeterminate. 

Segue  che  per  (\, ,  riguardato  come  una  forma  nelle  E'^ ,  .  .  .  ,  ^^ , 
si  ha  un'eguaglianza  del  tipo 

X  fi  ~  ni    7 

con  le  "i*  forme  irriducibili,  prime  tra  loro  a  due  a  due  (se  m  ^1),  e 
inoltre  un'eguaglianza  del  tipo 

^,  =  /^'  ...  yP-, 
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con  le  /   fdimc  irriducibili,  prime  tra  loro  a  due  a  due  (se  m  ^-  i),  '^ 
e    /^(i  --  I,  .  .  .  ,  «)    provenendo  (per    l'una    o    l'altra    trasformazione 
eseguita)  da  'l  . 

Ma  allora  è  ciiiaro  che  deve  essere,  come  volcvasi, 

287.  Un'algebra  A  reale  o  razionale  si  può  sempre  pensare  come 
equivalente  a  un'algebra  A'  prolungabile  in  un'algebra  complessa  A". 

Osservando  che,  scelto  in  A'  (e,  di  conseguenza,  anche  in  A"^  un 
qualsiasi  aggregato  di  unit\,  le  equazioni  fondamentali  e  l'equazione 
minima  di  A'  diventano  quelle  omonime  di  A'\  quando  le  coordinate 
dell'elemento  corrente  si  tacciano  variare,  non  nel  corpo  (reale  o  razio- 
nale), in  cui  e  definita  A\  ma  nel  corpo  complesso,  si  riconosce  subito 
che  parecchi  dei  teoremi  dimostrati  per  le  algebre  complesse  valgono 
anche  per  le  algebre  reali  o  razionali. 

Ciò  sussiste,  ad  cs.,  per  il  teorema  del  n°  2S0;  quindi,  badando 
anche  a  quanto  è  detto  nel  n°  205,  si  ha  che; 

Un  algebra  complessa,  che  sia  proluìtgameulo  ili  un'algebra  equiva- 
lente ad  un'algebra  reale  0  ra^joìiale,  e  semi-semplice,  0  non  semi-semplice, 
secondo  che  tale  è  quest'ultima. 

288.  Un'algebra  reale  primitiva  è  del  rango  i  o  2,  perchè  nel 
corpo  reale  ogni  polinomio  con  una  indeterminata  di  grado  ^  2  è  ri- 
ducibile; quindi  essa  è  isomorfa  ad  un'algebra  prolungabile  in  un'algebra 
complessa  semi-semplice  (con  modulo)  di  rango   i  o  2. 

Questa  o  è  semplice,  quindi  regolare  e  di  ordine  i  o  4;  o  è  som- 
ma diretta  di  due  algebre  semplici  di  rango  i,  e  quindi  di  ordine  2; 
dunque  : 

Un'algebra  reale  primitiva  ha: 

I)  l'ordine   i   e  il  rango  i  ;  oppure 

II)  l'ordine  2  e  il  rango  2;  oppure 

III)  l'ordine  4  e  il  rango  2. 

Nel  caso  I)  l'algebra  può  evidentemente  considerarsi  come  un  corpo 
numerico  isomorfo  al  corpo  reale. 

289.  Si  supponga  che  A  sia  un'algebra  reale  primitiva  di  rango  2. 
Se  X  è  un    elemento  di  A  il  cui    rango  sia  2  e  m  è  il  modulo,    si 
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ha  per  .Y  un'eguaglianza  della  forma 

(6)  .v-'4-a.v-f-li'/=0, 

con  a  e  (j  numeri  reali,  e 

a'-4{i<o, 
una  volta  che  il  trinomio 

ha  da  essere  irriducibile  nel  corpo  reale. 
Ora  la  (6)  può  scriversi 


(.+i.y+ 


U  =r  O, 


4 

quindi,  posto 

con  Y  reale  positivo,  e 

I  a 

•  1  r        2, 

SI  ha 

^'  =  —  //. 

Ora  dire  che  x  è  di  rango  2  equivale  a  dire,  nel  caso  attuale, 
che  -v  ed  u  sono  indipendenti,  dunque: 

Se  A  e  di  rango  2,  nel  sistema  di  ordine  2,  generato  dai  modulo  u 
e  da  un  elemento  indipendente  da  esso,  vi  è  sempre  un  elemento  il  cui 
quadrato  è  —  u. 

Da  ciò  discende  subito  che  : 

Un'algebra  reale  primitiva  di  ordine  2  e  un'algebra  con  due  uftità 
u  e  V,  per  le  quali  si  ha 

u^  =  u,         u  V  z=  vu  =  V,         v\=  —  u  ; 

quindi  una  tale  algebra  (esiste  certamente  e)  può  considerarsi   come  un 
corpo  numerico  isomorfo  al  corpo  complesso. 

Suppongasi  ora  che  A  sia  dell'ordine  4  e  tre  suoi  elementi  indi- 
pendenti siano  u^ ,  u^  e  v  ,  essendo  u^  =  u  il  modulo,  ed  essendo, 
come  è  lecito  supporre,  per  il  ragionamento  fatto  più  sopra, 

»!  =  f  !  =  —  u. 


CAPITOLO    VI.  — I    TI  ORKMI    FONDAMENTAM    l-''<".  ^10 


(Ionie  imiiA  di  //  potranno  assumersi  (cfr.  ii"  225) 


Siccome  11,  -\-  v,  e  u^  —  v.  sono   elementi    dì  A   (inJijKMuienti  da 
Mi  e  quindi)  di  rango  2,  sussisteranno  rcla/.ioni  della  forma 

0'..  +  ^y  +  ^0'. +  t-^)  +  :^«. -o, 

con  a^,  {i|,  a^  e  ^^  numeri  reali  e 

(7)  <-4;ì,  <o,         a;-4[i^<o. 

Ma 

(n,  —  l'.y  =  —  2  II    —  Il  V   —  V-  II, , 
unque 

2",  —  ".'^5  —  ^V'^  —  "^-.("^  +  ^'3)  +  1^.".' 


2 


«I  4"  '^'^'-  "h  '^5  "2  =  '^X"^  —  ^'O  "f"  ^^  "i  • 


Sommando,  e  badando  che  u^,  n    e  v    sono  indipendenti,  si  trova 
che  deve  essere 

«,  =  «.  =  o,         [i,  4-  [i^  =  4  ; 

quindi  sottraendo  risulta 


«.^S +  ^». 


S   — li 


u    =  2  y  II 


I  "1  ' 


dove 


^  - 1*. 

r  =  --— • 

Dalle  (7),  essendo  a^  =  a^  =:  o,  si  trae 

li.  >  o,         (i,  >  o  ; 
quindi  è 

I  -  y^  =.  ^^i'^  >  o. 
Pongasi  ora,  con  la  determinazione  positiva  del  radicale, 
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Prendendo  come  unità  di  A 

si  ha  per  queste 

".".  =  "■",  =  ".  («=  I,  2,  5,  4). 

u:  =  u]  =  ul  =  —  u,, 
n,  n.  =  —  ti,  M,  =  H  ,         ti.  Il    =  —  Il  11    =  ti  , 

4      ■:  .2      4  >  ' 

cosicché  in  questo  caso  l'algebra  A  (esiste  certo  ed)  è  equivalente  all'alge- 
bra degli  ordinari  quaternioni,  o,  come  anche  diremo,  dei  quaternioni 
reali. 

290.  Raccogliendo  le  osservazioni  fatte  nei  n'  288  e  289  si  ha 
che  : 

7  tipi  di  algebre  reali  primitive  sono  tre  ; 
e  che  ; 

Un  algebra  reale  pritnitiva,  0  può  considerarsi  come  un  corpo  mime- 
rico  isotnorfo  al  corpo  reale  0  al  corpo  complesso,  0  è  equivalente  all'alge- 
bra dei  quaternioni  reali. 

291.  Il  teorema  del  n°  241  posto  a  raffronto  con  le  osservazioni 
ora  fatte  conduce  al  seguente  bel  teorema  del  Cartan  : 

Un  algebra  reale  semplice  con  modulo  (cioè,  che  non  sia  una  ^ero- 
algebra  di  ordine  \)  e  un'algebra  regolare,  oppure  e  il  prodotto  diretto  di 
un'algebra  regolare  per  un'algebra,  che  0  può  considerarsi  come  un  corpo 
numerico  isomorfo  al  corpo  cotnplesso,  0  e  equivalente  all'algebra  dei 
quaternioni  reali. 

Segue  che  l'ordine  di  una  tale  algebra  è  della  forma  /)%  2p^  o  4/)% 
e  quindi  e  un  quadrato  perfetto,  o  il  doppio  di  un  tale  quadrato. 

292.  L'algebra  dei  quaternioni  reali  non  è  commutativa,  perchè, 
per  es.,  nella  tavola  di  moltiplicazione  riportata  più  sopra  si  ha 

M,  u    =  —  u  11    =  u  , 

e  quindi,  essendo  u^  ^  o,  u^  e  ?<.  non  sono  commutativi  ;  dunque  la 
proposizione/)  del  n°  253  dà  subito  il  teorema  (di  Weierstrass)  : 

Un'algebra  reale  commutativa  semi- semplice  e  dotata  di  modulo  0  può 
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considerarsi  come  un  cor{)o  numerico  isomorfo  al  corpo  reale  0  al  corpo 
complesso,  0  è  somma  diretta  di  algebre  ciascuna  delle  quali  può  considerarsi 
come  tale. 

293.  Chiuderemo  questo  capitolo  con  la  dimostr.i/ioiic  di  .ilv.iini 
interessanti  teoremi  sulle  algebre  razionali  primitive. 

Mostriamo  in  primo  luoi;o  clic  : 

/;/  un'algebra  ra:^ionalc  primitiva  il  rango  di  un  <jualsiasi  elemento 
h  un  divisore  [non  solo  dell'ordine  (n"  224),  ma  anche]  del  rango 
dell'algebra. 

Infatti,  se  l'equazione  minima  dell'elemento  è 

e  l'equazione 

è  ci(S  che  diviene  l'equazione  minima  dell'algebra,  quando  vi  si  pongano 
per  le  coordinate  dell'elemento  corrente  quelle  dell'elemento  considerato 
(con  che  il  grado  del  suo  primo  membro  non  si  abbassa,  per  quanto  è 
detto  nei  n'  274  e  275),  f  e  o  sono  a  coefficienti  razionali  e  gli  zeri 
distinti  di  /  e  9  (nel  corpo  complesso)  sono  gli  stessi,  perchè  sono  (nel 
detto  corpo)  gli  zeri  distinti  del  primo  membro  di  ciascuna  equazione 
fondamentale  dell'elemento  ;  ma  /  è  irriducibile  nel  corpo  razionale, 
dunque  9  è  una  potenza  di  /  e  il  rango  dell'elemento  (che  è  il  grado 
di  /)  è  un  divisore  del  rango  dell'algebra  (che  è  il  grado  di  'p). 

294.  Dimostriamo  in  secondo  luogo  che  : 

L'ordine    n  di  un'algebra  ragionale   primitiva  A  di  rango  p  e  della 

forma 

n  =  pp', 
con  p'  divisore  di  p. 

Sia 

(8)  Fa,  -:,)=r+/-,(;, o;^- +  •••+/.(;,■  ■■■,  0=0 

l'equazione  minima  di  A^  essendo  le  ;^  le  coordinate    dell'elemento  cor- 
rente, rispetto  a  un  certo  aggregato  di  uniti,  ed  /  (;,,  .  .  .  ,  ;^),  ove  vi 
si    considerino  le  ;,  come  altrettante  indeterminate,    una  forma    omoge- 
nea, se  non  nulla,  di  grado  /,  a  coefficienti,  in  ogni  caso,  razionali. 
Siccome  A  è  primitiva,  F(;,  ^,),    considerato   come   una    forma  di 

G.   Scoria.  —  Ttoria  ymrali  itUt  alfibrt.  jl 
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grado  p  nelle  indeterminate  ^,  ^,,  ...  ,  S^  è  certo  irriducibile  nel  corpo 
razionale. 

Si  dica  J'  l'algebra  complessa,  che  è  il  prolungamento  nel  corpo 
complesso  di  un'algebra  razionale  equivalente  ad  J,  e  la  cui  equazione 
minima  si  può  supporre  data  dalla  (8),  quando  vi  si  imagini  ampliato 
nel  corpo  dei  numeri  complessi  il  campo  di  variabilità  delle  e.. 

L'algebra  A'  risulta  (n°  287)  semi-semplice  e  dotata  di  modulo, 
dunque,  se  la  sua  segnatura  è  (/>,,... ,  /)^,),  nel  corpo  complesso  F{1,  L) 
si  decompone  nel  prodotto  di  m  forme  ivi  irriducibili  dei  gradi  p^ ,  ...,  /),„, 
a  due  a  due  prime  fra  loro  (se  m  ^  i). 

Poniamo  che  sia 

(9)  F(f,  ;.)  =  F,  (-;,;,)...  F„  e;  y, 

con 

Dico  che  gli  interi  p^,  ■  ■  ■  ■,  p„,  sono  tutti  eguali  fra  di  loro. 

I  coefficienti  delle  e,  ;, ,  ...,  l^  in  F(;,  ;,)  sono  numeri  razionali, 
dunque  i  coeffidenti  delle  ;,  l^,  .  .  .  ,  ;^  nelle  forme  F  ,  che  si  otten- 
gono eseguendo  in  ciascun  membro  della  (9)  la  riduzione  dei  termini 
simili,  identificando  i  coefficienti  dei  termini  simili  dei  due  membri  e  ri- 
solvendo il  sistema  di  equazioni  algebriche  che  cosi  risulta,  sono  radici 
di  equazioni  a  coefficienti  (razionali,  o,  a  dirittura)  interi,  cioè  sono  nu- 
meri algebrici  (I,  n°  145). 

Ciò  posto,  se  «j ,  .  .  .  ,  a,^  sono  gli  irrazionali  algebrici  che  compa- 
riscono nei  coefficienti  di  F,  (;,  ;,),  si  costruiscano  tutti  i  polinomi 

che  si  ottengono  da  F,  (;,  ;.)  cambiando  in  esso  ciascuna  delle  a^ ,  ...,  a  , 
in  tutte  le  maniere  possibili,  con  gli  irrazionali  ad  essa  coniugati  '). 


')  Dire  che    un    numero    complesso  a;  è  un  .irrazionale    algebrico    di  grado  g 
equivale  a  dire,  come  è  noto,  che  a  è  radice  di  un'equazione  della  forma 

;^+a.r'+...+a^  =  o, 
in  cui  il  primo  membro  è  un  polinomio  nel  corpo  razionale,  ivi  irriducibile,  di  grado 
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Ciascuno  di  questi    polinomi    sari,   al  pari  di  t\  (;,  ;J,  una  forma 
nelle  Q,  ;,...,  ;„  di  grado  p, . 
11  prodotto 

per  la  teoria  delle  1  unzioni  simmetriche  delle  radici  di  un'ordinaria  equa- 
zione algebrica,  risulta  una  forma  nelle  $,  ;j ,  .  .  .  ,  ^^  a  coefficienti  ra- 
zionali; poi  G(;,  ;,)  ed  t\c„  ;)  nel  corpo  complesso  non  sono  certo 
primi  tra  loro,  perchè  hanno  in  esso  il  divisore  irriducibile  comune 
PX^'  O  ^i  grado/),. 

Segue  che  G  ed  F  sono  torme  non  prime  tra  di  loro  anche  nel  corpo 
razionale  (I,  n'  125,  129  e  157);  ma  F  è,  in  questo  corpo,  irriducibile, 
dunque  G  è  divisibile  per  F  e,  nel  corpo  complesso,  ciascuna  delle 
forme  F^{i,  ij,  ...  ,  F„(^)  ^,)  ^^^'^'^^  dividere  almeno  una  delle  forme 
/•!"(;,  ;,),  ...  ,  /'',"(^,  ;,).  Ma  queste  sono  tutte  del  grado  p^,  quelle 
sono  dei  gradi  rispettivi  p^ ,  .  .  .  ,  p^^ ,  dunque  è 

Intanto  quel  che  ora  è  stato  trovato  per  p^  deve  sussistere  per  cia- 
scuno degli  interi  p, ,  .  .  .  ,  p^_,  dunque  è 

P,=P.=  •••  =/>.• 

Indichiamo  con  p'  il  valor  comune  delle  p. 

L'algebra  semi-semplice  A'  sarà    allora  del  rango  /;/  p'  e  dell'ordine 

/;/p'";  ma  il  suo  rango  e  il  suo  ordine   sono   il  rango  e  l'ordine  di  Aj 

quindi  è 

«  =  mp'%         p  =  wp', 

ossia,  come  volevasi, 

"  =  ??'' 
con  p'  divisore  di  p. 

Il  ragionamento  fatto  prova  che  il  teorema    più    sopra  enunciato  ò 

l'interpretazione  aritmetica  della  notevole  proposizione: 


Dato  a  questo  polinomio  è  univocamente  determinato. 

I  suoi  zeri,  nel  corpo  complesso,  diversi  da  a,  sono  appunto  gli  irrazionali  alge- 
brici coniugati  ad  x. 
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Un'algebra  complessa,  che  sia  proìuugamcuto  di  un  algebra  ra:^ionale 
primitiva,  0  ^  regolare,  0  h  somma  diretta  di  algebre  regolari  (dello  stesso 
ordine,  0,  ciò  che  è  io  stesso)  equivalenti. 

Se  p'^  I,  risulta  // :=  p  e  l'algebra  A  è  potenziale,  e  quindi  com- 
mutativa. 

Viceversa,  se  A  e  commutativa,  tale  è  pure  A'.  Ma  A'  non  può 
essere,  nel  caso  attuale  che  regolare,  o  somma  diretta  di  algebre  regolari 
(equivalenti);  e  un'algebra  regolare  non  è  commutativa,  se  non  quando 
sia  dell'ordine  i  ;  dunque,  se  A  e  commutativa,  p'  =  i  ed  y^  è  poten- 
ziale. Insomma: 

Un'algebra  ragionale  primitiva  h  commutativa^  ossia  h  isomorfa  a  un 
corpo  numerico,  quando,  e  solo  quando,  h  poten:^ale. 

In  tal  caso,  il  corpo  numerico  in  questione  è  un  corpo  algebrico 
derivato  dal  corpo  razionale,  avente  per  grado  rispetto  a  questo  l'ordine 
o  il  rango  dell'algebra. 

Da 

w  =  pp', 

con  p'  divisore  di  p,  segue  che 

«^P% 

e  che,  se  p  è  primo,  n  eguaglia  p  o  p^;  dunque: 

In  un'algebra  ra:^ionale  primitiva  l'orditte  non  h  mai  superiore  al 
quadrato  del  rango; 

e: 

Un'algebra  ragionale  primitiva,  il  cui  rango  sia  un  numero  primo 
p,  0  è  potenziale,  cioè  dell'ordine  p,  t»  è  dell'ordine  p\ 

295.  Possiamo  dedurre  dalle  considerazioni  fatte  un  teorema  che 
per  la  teoria  dei  numeri  algebrici  è  di  importanza  fondamentale. 

Siano  £, ,  .  .  .  ,  t^  degli  irrazionali  algebrici  indipendenti  fra  loro 
rispetto  al  corpo  razionale,  e  tali  che  le  loro  combinazioni  lineari 

>,_£_  _j-   ...   -\-\t^ 

secondo  numeri  razionali  costituiscano  un  corpo  numerico. 

Ebbene  : 

Tale  corpo  può  dedursi  da  quello  ragionale  mediante  l'aggiunta  di 
un  irraTJonale  algebrico  di  grado  n. 
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Infatti  esso  può  considerarsi  come  un'algebra  razionale  primitiva  e 
commutativa  di  ordine  n  ;  ma  tale  algebra  è  potenziale,  dunque  il  corpo 
considerato  e  isomorfo  a  un  corpo  algebrico  derivato  dal  corpo  razio- 
nale mediante  un  polinomio  (ivi  irriducibile)  di  grado  n.  lì  da  ciò 
(cfr.  I,  n°   14))  segue  subito  l'asserto. 
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CAPITOLO  I. 

ALCUNI  COMPLHMHNTI  ALLA  THORIA  DKLr.L  MATRICL 


§  I. 
Gli  assi  di  una  matrice  quadrata. 

1.  Sia  r  un  corpo  numerico,  i  il  sistema    di    ordine    n    costituito 
dagli  «-complessi  di  F  e 

^  =  Wì.jì 

una  matrice  di  ordine  n  in  V. 
Se 

^=(«.,  •••  ,  O 
è  un  elemento  di  i,  l'elemento  dello  stesso  sistema 

A'  =  {x\,  .  .  .  ,  «;,), 
per  il  quale  è 

I    >i 

«1=2!  -.,;  ^  (i  =  I,  . .  .  ,  n), 

; 

si  dirà  il  trasformato  d^  A  inciHautc  x. 

Per  esprimere  che    x    trasforma  A  in  A'  scriveremo  semplicemente 

A'  =  xA. 

2.  Se  A^,  .  .  .  ,  A^  sono  clementi   di    1    e    X^,  .  .  .  ,  X^    sono    nu- 
meri di  r,  da 

a:  =  xa^,  ...,  a:  =  xa^ 

segue  evidentemente 

\A  +  "■  +\a:  =  x(\a^-\-  ...  i^A^y, 

dunque: 

G.  Scoria. — Afptniiit,  jj 
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Gli  elementi  del  sistema  (J^ ,  ••  •  ,  ^,)  sotto  trasformati  da  x  ucgli 
elementi  del  sistema  (^A[ ,  .  .  •  ,  Al). 

Per  indicare  che  gli  clementi  di  -un  sistema  5  di  I  sono  trasfor- 
mali da  .V  in  quelli  del  sistema  S'  diremo  che  S'  è  il  trasformato  di 
5    mediante    x,  e  scriveremo 

5'  =  xS. 

3.  Perchè  la  matrice  x  trasformi  l'elemento  A  =  (sc^,  .  .  .  ,  a^)  di 
-  ncU'clemento  nullo,  occorre  e  basta  che  sia 

Z.  ^i.i^ì  —  ^  (t=  I,  ...  ,  «); 

dunque  [I,  n"  98  y)]  '): 

Gli  elementi  di  1,  ciascun  dei  quali  è  trasformato  da  x  nelVelemento 
nullo,  costituiscono  un  sistema  di  ordine  v,  jg  v  è  la  nullità  di  x. 

Tale  sistema,  con  denominazione  suggerita  dalla  teoria  delle  omo- 
grafie, si  dirà  il  primo  asse  di  x  in  r,  o,  più  semplicemente,  quando 
non  vi  sia  luogo  ad  equivoci,  il  primo  asse  di  x. 

Esso  è  zero  quando,  e  solo  quando,  x  non  è  degenere;  coincide 
con  ì;  quando,  e  solo  quando,  x  è  nulla. 

4.  Perchè  l'elemento  di  i;  y^  =  (a^,  .  .  .  ,  aj  sia  trasformato  da 
X  in  sé  stesso,  occorre  e  basta  che  sia 

dove  S.^  è  o,  se  i  7^;',  è  i,  se  i  =  ;. 

Quindi,  se  v'  è  la  nullità  della  matrice 

.    .•     •      K  II''"  -  ^'"11' 

può  dirsi  che: 

Gli  elementi  di  ii,  ciascun  dei  quali  e  trasformalo  da  x  in  se  stesso, 
costituiscono  un  sistema  di  ordine  v'. 

Segue  che  tal  sistema    è   diverso  da  zero  quando,    e    solo  quando. 


')  D'ora  innanzi,  quando  occorrerà  richiamare  uno  dei  n'  precedenti,  l'indica- 
zione del  n°  si  farà  precedere,  rispettivamente,  dal  segno  I  o  II,  se  il  n°  appartiene 
alla  Parte  Prima  o  alla  Parte  Seconda. 
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l'equazione  cnrattcristica    di   x   ammette  li  r.uiicc   i  ;  e  che  coincide  con 
1)  quando,  e  solo  quando,  .v  è  identica. 

5.  Perchè  si  abbia 

X  W,  =  X  //^ , 

con  A^  e  //^  elementi  di  ii,  occorre  e  basta  che  sia 

x(^.-^J  =  o; 
dunque: 

Perchè  gli  elementi    A^    e    A^   di  i:  siano  trasformati  da    x    in  uno 

stesso  elemento,  occorre  e  basta  che  sussista  un'eguaglianza  della  forma 

con  B  elemento  del  primo  asse  di  x. 

Notisi  che: 

Facendo  corrispondere  a  ciascun  elemento  di  1  il  suo  trasformato  me- 
diante X  si  ottiene  in  il  una  corrisponden:^a  biunivoca  quando,  e  solo 
quando,  x  non  e  degenere. 

6.  Se  l'intersezione  di  un  sistema  S  di  ii  col  primo  asse  di  x  e  zero, 
l'ordine  di  xS  eguaglia  quello  di  S. 

Il  teorema    è    evidente,  se  S  =  o;  sia  dunque  S  ^  o,    e,    detto    r 

l'ordine  di  S,  siano  A^,  .  .  .  ,  A^  r  elementi  indipendenti  di  5. 

Sarà 

S  =  iA„  ...,A^), 
e  quindi 

x5  =  (x-^, ,  .  .  .  ,  xA^). 
Sia  ora 

l^x  A^  -\-  •  ■  •  -\- "k^  x  A^  =  Of 

con  le  X  numeri  di  V. 
Sarà 

e  quindi,  per  le  ipotesi  fatte, 

e 

Ciò  dimostra,  come  volevasi,  che  x5  è  dell'ordine  r. 
Il  teorema    dimostrato    dà    subito   luogo    alla    proposizione    più  ge- 
nerale : 
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S<  ^li  ordini  del  sistema  S  di  1  e  della  sua  intersezione  col  primo 
asse  di  X  sono,  rispettivamente ,  r  ed  5,  l'ordine  di  xS  t  r  —  s. 

Detta  T  l'intersezione  di  5  col  primo  asse  di  x,  sia  U  un  sistema 
complementare  a   T  in  5,  per  modo  che  il  suo  ordine  sarà  r  —  s. 

Da 

s=  r+  U 

si  trae  subito 

xS  =  xT  -\-  xU; 

ma 

X  r  =  o, 

dunque 

xS  =  xU. 

Ora,  in  virtù  del  teorema  precedente,  l'ordine  di  x  U  è  quello  di  U, 
cioè  r  —  s;  tale  è,  pertanto,  anche  l'ordine  di  x  S. 

In  particolare: 

Se  Y  ^  la  caratteristica  di  .v,  y  t  l'ordine  del  trasformato  di  i  me- 
diante X. 

Questo  sistema,  di  ordine  y?  si  dir;\,  con  denominazione  suggerita 
ancora  dalla  teoria  delle  omografie,  il  secondo  asse  di  x  in  r,  o,  più 
semplicemente,  quando  non  vi  sia  luogo  ad  equivoci,  il  secondo  asse 
di  X. 

Esso  coincide  con  il  quando,  e  solo  quando,  x  non  è  degenere;  è 
zero  quando,  e  solo  quando,  .v  è  nulla. 

7.  Se  anche 

y  =  \Ki\\ 

è,  come  x,  una  matrice  d'ordine  n  in  T,  posto 

SI  ha 

h 

quindi  il  trasformato  mediante  xy  dell'elemento    A  =z  (a.^^  . . .  ,  a^J   di 
ì;  è  l'elemento 

per  il  quale  è 

I .. .ti  i_jn  I .^jt 

Segue  che: 


CAPITOLO    I.  —  ALCUKI    COMPLEMENTI    ALLA    TEORIA    ECC.  J I? 


È 

da  cui  Jiscciulc  subito  clic: 

//  primo  asse  di  xy  cotilieiie  quello  di  v,  e  il  secondo  asse  di  xy  è 
contenuto  in  quello  di  x. 

Se  r  ed  s  som)  interi  positivi  ed  è  r  <C.  i-,  badando  che 

X'   :=  .V'"'x'  ^=  X'  X''  , 

ed  applicando  l'osservazione  ora  fatta,  si  deduce  clic: 

Se  r  ed  s  sono  interi  positivi  ed  è  r<^s,  il  primo  asse  di  x'  contiene 
quello  di  x\  e  il  secondo  asse  di  x    è  contenuto  in  quello  di  x' . 

Avvertasi  pure  che  : 

t:  xy  =  o  quando,  e  solo  quando,  il  primo  asse  di  x  contiene  il  se- 
condo asse  di  y. 

8.  La  matrice  .v  può  considerarsi  come  elemento  di  un'algebra  in 
r  regolare  e  di  ordine  n' ,  con  le  caratteristiche  —  sinistra  e  destra  — 
eguali  entrambe  ad  «y?  ^  ^^  nullità  —  sinistra  e  destra  —  eguali  en- 
trambe ad  «V  (II,  n"  255). 

Di  qua  e  da  quanto  è  detto  in   li,  n"   115  segue  che: 

Se  la  caratteristica  e  la  nullità  di  .v'  (r  ==  1,  2,  .  .  .)  si  indicano, 
rispettivamente,  con  y^  e  v^  fpcr  modo  che  y,  =  y  ^  v  =  v^,  esiste  un 
intero  positivo  k,  individuato  da  .v,  tale  che,  se  k  =  i,  si  ha 

»  ^  r.  =  r.  =  Ti  =  •  •  •  > 

o  Z,\  =^,  =^^  =  •■■  , 
mentre,  se  k  ^  i,  si  ha 

«  >  Y.  >  Ta  >  •  •  •  >  Y»-.  >  Y»  =  Yi...  =  Y»..  =  •  •  •  , 

o<'v  <'v  <r**-'<''^i    <rvi=v,    =v,    =••., 

e 

V,  ^  v^  —  V,  X   •  •  •   ^  v,  —  v^    ,  >  o. 

Intanto,  se  il  primo  e  il  secondo  asse  di  .v'  (r  =  i,  2,  .  .  .)  si  in- 
dicano, rispettivamente,  con  S|.''  ed  S\'\  per  r  <^  s,  5|,''  sta  in  S|"  ed 
S*^'  contiene  S*/'*,  dunque: 
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o  ^  5';'  =  s["  =  5;"  =  •  •  • ,      ì:  \.  s';'  =  5;^'  =  s';'  =  •  •  •  ; 

mentre,  se  À-  ]>  i,  ^ 

o<5;"<s;'»<  •••  <s['^  =  s['i,=  ..., 
V  >  5-'  >  5^  >  . . .  >  51='  =  s<;i.  =  . . . . 

Un  qualsiasi  elemento  H  dì  1  non  appartenente  ad  S).''  (e  quindi 
non  nullo)  e  trasformato  da  .v'  in  un  elemento  H'  non  nullo  apparte- 
nente ad  5|";  quindi,  se 

S;"   n  5;='  rrr  O, 

H'  non  sarà  contenuto  in  S|."  e,  se  r>  i,  nemmeno  in  5^^,,  5^'*^,  ...,  5*". 

Ora  da 

x'  H  =  H' 

si  deduce 

dunque,  se 

s;-»  n  5;''  =  o, 

si  ha 

x'^'H  =  xH'  ^o, 

e  ciascun  elemento  di  i  non  contenuto  in  S|,''  non  è  neppure  contenuto 
Segue  che,  sotto  quell'ipotesi,  è 

CU)  Cd) 

e  quindi  r  ^  k. 

Suppongasi,  invece, 

s;"  n  s;='  7^  o. 

Allora,  se  H'  è  un  elemento  non  nullo  di  questa  intersezione,  esiste 

in  i  almeno  un  elemento  non  nullo  II  e  non  contenuto  in  5['*,  per  il 

quale  è 

x'H=  H', 
e  quindi 

x"H  =  x'H'  =  0; 
dunque  in  tal  caso  è 

Cd)  ^   Cd) 

ed  r  <:k. 

Raccogliendo  queste  osservazioni  si  ricava  che  : 
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Pcr   r    \,  k  e 

S|"  n  S</'  =  o, 

mentre  per  1  ^  r  <^  k  (ciò  che  esige  k  ^  i)  è 

SI"  n  S|^'  ^  o. 

In  conforiiiiiA  della  iioiiiciKljtur.i  stabilita  in  II,  11°  115,  l'intero  k 
si  diri  l'Indice  di  x. 

Notisi  che,  se  la  matrice  .v  è  nulla  o  pseudonulla,  l'indice  A  di  x 
non  è  altra  cosa  che  il  ran^o  di  x,  e  che,  in  tal  caso, 

Si'»  =:  1     ed     51"  =  o. 

9.  Se  X| ,  .  .  . ,  .V,  sono  matrici  di  ordine  n  in  r  ed  y^  e  un  ele- 
mento di  1,  si  ha 

dove  le  X  sono  numeri  qualunque  di  T,  e  X^  .v,,  A  si  può  considerare, 
indifferentemente,  o  conic  il  prodotto  di  X^  per  x^  A,  o  come  il  trasfor- 
mato di  A  mediante  la  matrice  >^  x^ . 

Da  ciò  discende  che  : 

//  primo  asse  di  una  comhina:^ione  lineare  di  .v^ ,  .  .  .  ,  .v,  contiene 
l'interse:^ione  dei  primi  assi  di  x^ ,  .  .  .  ,  x, ,  e  il  secondo  asse  di  una  tale 
combinazione  e  contenuto  nel  sistema  somma  dei  secondi  assi  di  x, ,  . . .  ,  x, . 

10.  Si  indichi  con  Z  (i  =  i,  •  ■  •  ,  n)  l'n-complesso  di  r  per  il 
quale  il  numero  che  occupa  IT"  posto  è  uguale  a  i,  mentre  gli  altri 
(se  «^  i)  sono  eguali  a  o.  Allora; 

Se  A^,  .  .  .  ,  A^,  dove 

Ai  =  («.,■»  •••  '  O  0=1,...,  »), 

sono  n  elementi  indipendenti  di  1^  esiste  in  V  una,  ed  una  sola,   matrice 
X  di  ordine    n  che  trasformi    A^,  .  .  .  ^  A^    in  Z^,  .  .  .  ,  Z^,    rispettiva- 
mente. Inoltre  tale  matrice  x  risulta  necessariamente  non  degenere. 
Infatti,  perchè  la  matrice  in  V  di  ordine  n 

■^  =  II^.JI 
soddisfaccia    alle  condizioni  volute,  occorre   e  basta  che  per  gli  elementi 
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della  sua  riga  f"*  si  abbia,  per  j  =  i,  .  .  .  ,  n 

t     a.      -\-  •  •  •  -4-  :,     a      ==  < 

^.,.    ;..  ^  n     •.,..    /...        ^i^     se     ;  =  t. 

Ma,  per  l'indipendenza  di  A^,  . .  .  ,  /^,, ,  il  determinante 

la.  .1 

è  diverso  da  zero,  dunque  è  chiaro  intanto  [I,  n°  98  ^)]  che  esiste  una, 
ed  una  sola,  matrice  soddisfacente  alle  condizioni  volute. 

Essa  e  poi  necessariamente  non  degenere,  perchè  il  suo  secondo 
asse,  contenendo  gli  «complessi  Z^ ,  che  sono  indipendenti,  è  dell'or- 
dine u. 

II.  Se  la  matrice  x  trasforma  l'elemento  A  =z  (jx^^  . .  .  ,  (x^)  di  Z 
nell'elemento  ^'  =  (a'^ ,  . . .  ,  oi'J,  e  la  matrice  non  degenere  y  trasforma 
Ain  B  =  (^^,  ...,  p„)  e  A'  in  B'  =  i<^[,  ...  ,  Q  la  matrice  yxy'' 
trasforma  E  in  E'. 

Pongasi 

.v  =  IM,      y  =  \Ki\\      e      >-  =  iK,||. 

Essendo,  per  ipotesi, 


1<..\.  =  \ 


p,     se     k  ■=^  l, 


'i,     se     k  ^  l, 
detto  (p.'',  ...  ,  fi  II)  il  trasformato  di  E  mediante  yxy"',  si  avrà: 

j,h,k  i,h,k,l 

fc,t,/  ;  h,k  h 

E  con  questo  il  teorema  è  dimostrato. 

12.  Se   X,  x',  ;(   sono    matrici  quadrate    in  T    dello  stesso   ordine, 
con  ;^  non  degenere,  ed  è 

x'  =r'^^ 
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l;i  matrice  .v',  in  confonnitA  della  definizione  posta  in  II,  n°  114,  si 
dice  la  trasformata  di  x  inodiantc  :^. 

Allora  .V  è  pure  la  trasformata  di  .v'  mediante  :^  ' ,  e  risulta  x'  rr=  x 
quando,  e  solo  quando,  .ve;;  sono  permutabili.  In  particolare  è  x'  =  .v, 
se  ::i  e  identica. 

Se  le  trasformate  mediante  :(^  delle  matrici  .v^,  ...,  .v,  sono  x|,  ...,  x[, 
la  trasformata  mediante  :^  del  prodotto  .v,  ...  .v,  e  il  prodotto  x[  ...  x] , 
e,    se    X^ ,  .  .  .  ,  >^    sono    numeri    di  T,    la    trasformata    mediante    ^    di 

>.-^+  •••  +\-v,  òx,.v;-|-...  +x,.v;. 

Se  la  trasformata  di  x  mediante  ;(  è  x',  ed  /(^)  e  un  qualunque 
polinomio  in  T,  la  trasformata  di  /(.v)  mediante  x  è  /(-^')- 

Infine,  se  la  trasformata  di  x  mediante  :^  è  .v',  e  la  trasformata  di 
x'  mediante  ;(,  è  x",  la  trasformata  di  .v  mediante  XK.'  ^  ^"• 

13.  La  matrice  x'  si  dice  equivalente  ad  x  in  r,  o,  semplice- 
mente, equivalente  ad  .y,  quando  non  vi  sia  possibilità  di  equivoci,  se  è 
possibile  trovare  in  V  una  matrice  non  degenere  ;(,  sì  che  x'  sia  la 
trasformata  di  x  mediante  x- 

La  relazione  di  equivalenza  tra  matrici  è  evidentemente  riflessiva, 
simmetrica  e  transitiva  ;  quindi  le  matrici  in  T,  di  uno  stesso  ordine 
possono  esser  ripartite  in  classi,  ciascuna  matrice  risultando  equivalente 
a  quelle,  e  a  quelle  soltanto,  che  appartengono  alla  stessa  sua  classe. 

Una  matrice  nulla  non  è  equivalente  che  a  se  stessa.  E  il  mede- 
simo sta  per  una  matrice  identica. 

Matrici  equivalenti  hanno  caratteristiche  (nullità,  indici)  eguali  (cfr.  II, 
n°  116);  quindi  sono  insieme  degeneri,  o  insieme  non  degeneri,  e 
hanno  assi  omonimi  dello  stesso  ordine. 

Da 

x'  =  l-'xx, 

con  .V,  x',  X  "liifici  in  P,  detta  i  una  indeterminata  e  /  la  matrice 
identica  in  V  dello  stesso  ordine  di  x,  .v'  e  ^j  segue 

x'  —  ll=z  x'xi  —  V  =  r'(-^'  —  V)x^ 
e,  prendendo  i  determinanti, 

dunque: 

G.  Scopia.  —  -■<;;•*'■. me  5j 
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Matrici  cquivaìcnii  hanno  determinanti  caratteristici  ef^nali  (ove,  be- 
ninteso, tali  determinanti  si  intendano  costruiti  con  la  stessa  indeterminata). 

Val  quanto  dire  che  : 

//;  matrici  equivalenti  le  somme  dei  determinanti  dei  minori  princi- 
pali di  uno  stesso  ordine  sono  eguali. 

In  particolare: 

Matrici  equivalenti  hanno  determinanti  eguali  e  tracce  eguali; 

e: 

Matrici  equivalenti  a  elementi  complessi  hanno  le  stesse  radici  carat- 
teristiche con  le  medesime  molteplicità  rispettive. 

14.  Una  matrice   quadrata    x    in    1"    si    dice    automodulo,  se  per 

essa  è 

X  ^  o         é         x^  z=z  x; 

ossia,  se  essa  è  un  autoniodulo  per  l'algebra  regolare  costituita  da  tutte 
le  matrici  in  F  con  l'ordine  di  x. 

In  tal  caso  il  suo  indice  è  i  e  l'intersezione  dei  suoi  due  assi  è 
zero. 

Aggiungasi  che  : 

Se  X  è  un  automodulo,  x  trasforma  in  se  stesso  ciascun  elemento  del 
suo  secondo  asse. 

Infatti,  se  A'  è  un  elemento  del  secondo  asse  di  x,  A'  è  il  trasfor- 
mato mediante  x  di  un  qualche  elemento  A.  Ma  da 

A'  =  xA 

segue,  essendo  .v  un  automodulo, 

xA'  =  x'A  =  xA  =  A', 

dunque  A'  è  trasformato  da  .v  in  sé  stesso. 

Occorre  appena  avvertire  che: 

Una  matrice,  la  quale  sia  equivalente  ad  un  automodulo,  e  anch'essa 
un  automodulo. 

15.  Badando  che  un'algebra  regolare  e  semplice  e  applicando  il 
teorema  del  n°  247  della  Parte  Seconda,  si  ha  subito  che: 

Matrici  in  V  dello  stesso  ordine,  le  quali  siano  automoduli,  sono 
equivalenti  quando,  e  solo  quando,  hanno  la  stessa  caratteristica. 
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Or:ì  un:i  matrice  quadrata  in  cui  y  clementi  principali  siano  eguali 
a  I  e  tutti  ^li  altri  eventuali  tlcmcuii,  principali  o  non,  siano  nulli,  è, 
se  y  ^  o,  un  automodulo  di  caratteristica  y;  dunque: 

Utili  matrice  che  sia  un  antomoiìiiìo  di  caratteristica  y  l  equivalente 
ad  utili  niiilricc  con  i  primi  y  elementi  principali  eguali  a  i  e  tulli  gli 
altri  eventuali  elementi,  principali  o  non,  eguali  a  :;ero. 

Una  matrice  automodulo  di  quest'ultimo  tipo  si  dirà  canonica. 

h  utile  osservare  che  la  trasformabiliti  di  ogni  matrice  automodulo 
in  una  che  sia  canonica  può  dimostrarsi  anche  al  seguente  modo. 

Sia  X  una  matrice  automodulo  in  l"  di  ordine  n  e  caratteristica  y 
O  o),  e,  jier  non  cadere  nel  caso  triviale  delle  matrici  identiche,  sup- 
pongasi y  <;  n  (e  quindi,  necessariamente,  n  ^  i). 

Se  Sj  ed  Sj  sono,  risjx^ttivamente,  il  primo  e  il  secondo  asse  di  x, 
l'ordine  di  5^  e  ;;  —  y,  e  quello  di  5^  è  y,  quindi  essi  sono  entrambi 
a  ordine  positivo.  Poi  è  S,  n  5.  :=  o,  quindi  è  pure,  mantenuto  per  1 
il  significato  precedente  (n°  i), 

e  se  A^y  . . .  ,  A  sono  y  elementi  indipendenti  di  5^  ed  A  ,  .  . .  ,  A^ 
sono  n  —  y  elenìenti  indipendenti  di  S, ,  A^^  .  .  .  ,  A  ,  A  ,  .  . .  ,  A^ 
sono,  tutti  insieme,  ;/  elementi  indipendenti  di  1. 

Ciò  posto,  mantenuti  per  le  Z,  (i  =  i,  ...,;;)  i  significati  sta- 
biliti nel  n'^  io,  si  indichi  con  y  la  matrice  in  V  (non  degenere)  atta  a 
trasformare  A^,  .  .  .  ,  A  ,  A  y  ...,//__  in  Z, ,  .  .  .  ,  Z„,  rispettiva- 
mente. 

Se  si  pone 

x'  =yxy-\ 

siccome  x  trasforma  in  se  stesso  ciascuno  degli  elementi  A^,  ...,  A  e  tra- 
sforma nell'H-complesso  nullo  di  V  ciascuno  degli  elementi  A  ^  ...,  A^y 
x'  (n"  1 1  )  trasformerà  in  se  stesso  ciascuno  degli  elementi  Z, ,  ... ,  Z  e 
trasformerA  in  quell'^-complesso  nullo  ciascuno  degli  elementi  Z  ,  ...,  Z^. 
Segue  che  x'  è  canonica. 

D'altronde  y"^  trasforma  x  in  x\  dunque  tee. 

i6.  Il  tipo  di  ragionamento  ora  adoperato  si  presta  ad  una  utile 
deduzione  ulteriore. 


« 


^20  APPENDICE. 

Siano  I  ,  .  .  .  ^  Il  (h^  2)  matrici  ;iutoniodiili  di  T  di  ordine   n  e 
sia 

essendo  /  la  matrice  identica  in   V  di  ordine  ti,  ed 

I.I,  =  o  (j,  1=1,  ...,h-j:p^l); 

poi  si  indichino  con  5'/',  S[>^  e  y.  il  primo  asse,    il   secondo    asse    e    la 
caratteristica  di  /  . 

Sarà  (li,  u'  165  e  255) 

Y.  +  •••  +T;,  =  "; 

per  conseguenza,  una  volta  che   (n°   9)    il    secondo   asse  di  /,   cioè    ^L, 
deve  esser  contenuto  nella  somma  di  S['\  ...  ,  S'/',  sari 

5u>  +  . . .  -I-  s;"»  =  1, 

ed  S^/',  ...  ,  S*/'  saranno  complementari  in  1. 
Inoltre,  essendo,  per  ;  7^  /, 

IJ,  =  o, 

per  j  ^  1  il  primo  asse  di  /    conterrà  il  secondo  asse  di   /^    (n°  7,    in 
fine);  ma  esso  è  dell'ordine 

^'  —  T;  =  T.  +  •  •  •  +  T;-.  +  Y;-v.  4-  •  •  •  +  T*' 
dunque  sarà  dato  da 

s;"  -\ —  -j-  sy-'  +  s^'-"  -I —  -f  sf . 

Ciò  posto,  si  indichino  con 

y     elementi    indipendenti  di  ii  contenuti  in    5^'*   e   si   indichi  con    y    la 
matrice  in  r  (non  degenere)  atta  a  trasformare 

j'i)  Jdl  jh.)  M2)  j(h)  A(h) 

^,      >     •   •   •    )     ^Y,  '  •      )     •    •   •    5     ^y,  )     •    ■   •    >     ^,      »     •  •   •    »     ^U 

in  Z, ,  .  . .  ,  Z„ ,  rispettivamente. 
Se  si  pone 
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/'  s:ir:\  iin;i  mntricc  autoniodulo  canonici,  /'  snrA  una  matrice  automo- 
dillo  nella  quale  saranno  eguali  a  i  i^li  elenieiiii  principali  appartenenti 
alle  righe  (e  colonne) 

(r. +  0%  •■■,(•,'.  +  •,'-)'"' 

e  nulli  tutti  gli  altri  clementi,  principali  o  non,  /'  sarA  una  matrice  au- 
tomodulo nella  quale  saranno  eguali  a  i  gli  elementi  principali  apparte- 
nenti alle  righe  (e  colonne) 

(Y.-f  L  +  in  •••,(T.  +  L-f-Y,r 

e  nulli  tutti  gli  altri  clementi,  principali  o  non,  e  cosi  via;  fino  a  che 
I[  sari  una  matrice  automodulo  nella  quale  saranno  eguali  a  i  gli 
ultimi  Y;,  elementi  principali  e  nulli  tutti  gli  altri  clementi,  principali  o 
non. 

Criterio  di  equivalenza  per  le  matrici  pseudonulle. 

17.  Nel  corpo  numerico  V  consideriamo  una  matrice  pseudonulla 
X  di  ordine  ;/  Q>  i)  e  rango  p,  e  indichiamo  con  1  il  sistema  di  tutti 
gli  «complessi  di  V,  con  v  la  nullità  di  x'  (y==i,  ••.,?)  e  con  S  il 
primo  asse  di  x' . 

Sarà 

o  <  ^.  <  ^.  <•••<%  =  ", 

^  ^  ^  —  ^  ^  •  •  •  ^  ^P  —  ^-,  >  o, 

ed 

S,<S,<-<  5,^  =  1. 
Posto 

V=:/,  V     —   V=:/,...,V     —  V  =/. 

I  1  '  J  I  I  '  P  P~'  p ' 

noi  diremo  che  il  p-complcsso  a  elementi  interi 

è  la  segnatura  di  v. 

Notisi  che  in  questa  ò 

/,  ::^  /,  X  .  •  •  >^  /^  >  o, 

e 
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c  che  inoltre  si  ha 

^  =  ^  +  '.4-  •••  4-';  (/=.,  ....p). 

i8.  Indichiamo  con  T  un  sistema  complementare  ad  S^_,  in  5^  =  ii, 
e  poniamo 

(■)  *^.=^;- 

L'ordine  di  Tp  è  v^^  —  v  ^  =:  /  ;  di  più,  essendo  zero  l'intersezione 
di  T  con  5  ,  tale  è  anche  quella  di  T,  con  5, ,  una  voha  che  5  sta 
in  S^  , ,  dunque  l'ordine  di   T'^  e  dato  anch'esso  da  t^. 

Dalla  (i)  segue 

(2)  ^         .v^-r;  =  A-^r„==o, 

e,  supposto  p  ^^  2, 

(3)  xf- r;  =  .-f- r,. 

La  (2)  indica  che  T^  sta  in  5^  ,  ;  la  (3),  visto  che  l'ordine  di  x'"'  T^, 
per  l'ipotesi  fatta  su  T^  ed  S^  , ,  è  /^,  mostra  che  x^'"' T'  ha,  come  T^, 
l'ordine  /^;  dunque   T^  sta  in  5^_,  e  l'intersezione  di  T'^  ed  Sp_,  è  zero. 

Intanto  gli  ordini  di  S^_,  ed  S^_^  sono  v^^  e  v^_^,  ed  è 


Vf,_,  -  v._.  =  V'^^P' 


dunque  può  determinarsi  in  S^  ,  un  sistema   7^  ,  dell'ordine  Z^,,  si  che 
T    ,  risulti  complementare  ad  Sp_,  in  5^  ,  e  contenga   7J. 
Adesso  pongasi 


-  r,-,  =  r;_, 


L'ordine  di  r'_,    sarà    t_^,   perchè   essendo  zero    l'intersezione  di 

T       ed  S      ,  tale  è  anche  quella  di   T       ed  S  :  poi  è 

f>— 1  p- 2  '  j  p- '  '  * 

e,  supposto  p  >  5, 


^^'^7^;-.  ^^-''^^p.- 


Segue,  come  più  sopra,  che   T      sta  in  S^  .,  e  che  l'intersezione  di 
Ma  gli  ordini  di  5,  ,  ecl  5^  ,  sono  v       e  v      ,  ed  è 

^p_2    ~~    ^p-3     —    ?p-2    ^    ^P-J> 

dunque  può  determinarsi  in  S^_^  un  sistema  T^_^  dell'ordine  Zp_^,  si  che 
T    ,  risulti  complementare  ad  5^_j  in  S^_^  e  contenga   rp_, . 
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Cosi  continuando  si  riesce  a  dimostrare  l'esistenza  di  p  sistemi 

T       T  T        T 

degli  ordini  rispettivi 

SI  che  SI  abbia 

T,<s,,      V,  <s^,,....  r,<s,,      T,  =  S, 
^f  "  V'  —  °'      ^,-  "  ^(.-^  =  o,  . . . ,  r,  n  s,  =  o, 

.xr,^7-^_,,       xT,,,^T^,,...,x-l\^r,, 

e  infine 

^=5,  =  r^+V,  =  r.+  r,_,  +  5^,_,  =  ...  =  r^+  r^ ,  +  ...  +  r,. 

19.  Si  indichino  ora  con 

^r.  ■••,^r; 

/p  elementi  indipendenti  di   7,;  con 

^.     '  •••  '  '^,^^    )       ^,p^. >  •••  >  ^,p_, 

^,^_,  elementi  indipendenti  di   T,^  ,  sì  che    sia,    come  e  lecito  supporre, 
per  /;=  I,  ...  ,  Z^, 

con 

t^_^  elementi    indipendenti  di   T^, ,  si  che  si   abbia,   come  è  lecito  sup- 
porre, per  ;?=  I,  ...  ,  /p_,, 

e  cosi  via. 

Si  perviene  in  tal  modo  alla  determinazione  in  1  di  n  elementi  in- 
dipendenti 

r/ì         y/'"  y^'"  >/*'*  /^''>  >4<"        >*'''  y4"' 
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t.ili  che  ciascun  elcincnu)  della  orizzontale  (/ ),  per  /  =  ?,  p  —  i,  ...,  2, 
abbia,  come  trasformato,  mediante  .v,  l'elemento  della  orizzontale  (/_,), 
che  sta  con  esso  in  una  medesima  verticale,  e  ciascun  elemento  della 
orizzontale  (/,)  abbia  come  trasformato,  mediante  x,  l'w-complesso  nullo. 
20.  Ciò  posto,  indichiamo  con  Z.  (f  =  i,  .  .  .  ,  n)  r?i-complesso 
di  -,  per  il  quale  è  uguale  a  i  il  numero  che  occupa  IT'"  posto,  mentre 
gli  altri  sono  tutti  nulli,  e  si  indichi  con  y  la  matrice  non  degenere 
(n°  10)  atta  a  trasformare  successivamente  in  Z^ ,  ...  ,  Z^  gli  «-com- 
plessi 

4",    4^  ...,4^ 


) 


J(I)  J(2)  Jip) 


Mi)                   A{2)                                >rf'P-'> 
5 

ip-i     ip-t        'p-i 


p—i     p— ■        p- 
> 

(I)  J{2) 


Mi)  J{2) 


) 

Mi) 


e  con  x'  la  matrice  vx-  ' 


yxy 

Il  trasformato  di  Z_ ,  mediante  x',  è  i'w-complesso  nullo,  dunque 
gli  elementi  della  prima  colonna  di  x'  sono  tutti  nulli  ;  per  /;  =  2,  . . . ,  p 
il  trasformato  di  Z^,  mediante  x',  è  Z^,  , ,  dunque  nella  ^"'^  colonna  di 
x',  per  /j  =  2,  ... ,  p,  l'elemento  che  occupa  il  posto  (h —  i)"""  è  uguale 
a  I  e  gli  altri  sono  tutti  nulli;  il  trasformato  di  Z  (del  quale  ele- 
mento è  il  caso  di  parlare,  solo  se  p<^n),  sempre  mediante  x',  è  l'w-com- 
plesso  nullo,  dunque  gli  elementi  della  (p  -|-  i)"""  colonna  di  x'  sono 
tutti  nulli.  Così  continuando  si  riconosce  che  nella  matrice  x'  sono  nulli 
tutti  gli  elementi  non  situati  sulla  diagonale    principale   della   matrice  di 
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ordine  n  —  i,  che  si  ottiene  d;i  a'  sojipriniendovi  la  prima  colonna  e 
l'ultima  rii^a:  mentre  gli  //  —  i  clementi  di  quella  diagonale  sono  dati, 
ordinatamente, 

da  t^  (p  —  Op'»-'  *J'  numeri  tutti  eguali  ad  i,  ciascuna  di  tali 
(p  —  0"P^^»  diversa  dall'ultima  (se  t.^  >>  1),  essendo  separata  dalla  suc- 
cessiva da  uno  zero  ; 

poi  (se  p^p  <C  ^0  da  uno  zero; 

poi  (se  p  >  2  e  /p_,  —  /p  >  o)  iìà  /^^_,  —  /p  (p  -  2>ple  di  nu- 
meri tutti  eguali  a  i,  ciascuna  di  tali  (p  —  -)ple,  diversa  dall'ultima 
(se  ^   ,  —  /  >  i),  essendo  separata  dalla  successiva  da  uno  zero; 

poi  [se  /p  -f-  (p  —  0^>  I  <^  "]  ^^  '^''^"  zero; 

poi  (se  p  >  3  e  /,_,  -  /p_,  >  o)  da  t^_^  -  t^_^  (0  —  3)-ple  di  nu- 
meri tutti  eguali  a  i,  ciascuna  di  tali  (p  —  5)-pIe,  diversa  dall'ultima  (se 
t       —  /p_^  >>  i),  essendo  separata  dalla  successiva  da  uno  zero; 

poi  [se  i„  -\-  t^^  -{-  {^  —  2)t  ^  <^  n]  da  uno  zero  ;  e  cosi  via  ; 

infine  (se  /, — ^!>o)  da  t^ — t,  numeri  eguali  a  i,  ciascuno  di  questi, 
diverso  dall'ultimo  (se  f,  —  /,  >>  i),  essendo  separato  dal  successivo  da 
uno  zero,  e  dopo  ciò  [se  t-\-L_i-\-  —  -|-2f^<<«,  ossia,  se  t^  —  h^ °] 
da  t^  —  t,  numeri  tutti  eguali  a  zero. 

La  struttura  della  matrice  x',  equivalente  ad  x,  è  individuata  dalla 
segnatura  di  .v  ;  dunque  una  matrice  in  F  che  sia  pseudonulla  e  abbia 
la  stessa  segnatura  di  .v  è  equivalente  ad  x. 

D'altronde  è  ben  chiaro  che  matrici  pseudonulle  equivalenti  hanno 
la  stessa  segnatura  ;  quindi  : 

Matrici  pseudoiiulle,  in  uno  stesso  corpo,  sono  equivalenti  quando,  e 
solo  quando,  hanno  la  stessa  segnatura. 

21.  Se  T| ,  .  .  .  ,  T^  (p  ^  2)  sono  interi  positivi  per  i  quali  si 
abbia 

^,  +  ^.  +  •  •  ■  +  ^,  =  n 
e 

la  matrice  d'ordine  n  in  P,  la  cui  struttura  si  ottiene  da  quella  della 
matrice  .v'  del  n°  precodento  ponendo  r^  per  /^,  x^^^  per  /  ,  ...,  t^ 
per  t^ ,  risulta,  come  subito  si  verifica,  pseudonulla  e  con  la  segnatura 
(', ,   •  •  •  ,  -^J  ;  dunque  : 
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Se  T^,  .  .  .  ,  T^  Cp  ^  -)  ^^"^  interi  positivi,  per  i  quali  si  abbia 

esiste  in  qualsivoglia  corpo  numerico  nna  {ed  una  sola)  classe  di  matrici 
pseudonulle  equivalenti  aventi  per  segnatura  (t^  ,  .  .  .  ,  t  ). 

Per  conseguenza  : 

Detto  p  un  intero  non  inferiore  a  2,  tante  sono,  per  un  assegnato 
corpo  numerico,  le  classi  di  matrici  pseudonulle  di  ordine  n  e  rango  p  equi- 
valentij  quante  sono  le  ^-ple  ordinate  (t^  ,  . . .  ,  t  )  di  interi  positivi,  per 
le  quali  è 


^.  +  •  •  •  +  ^P  =  « 


T.    X  T,   :^    .  .  .    X 


22.  La  matrice  x'  del  n°  20  è  quella  che  diremo  la  matrice  in  V 
pseudonulla  canonica  e  con  la  segnatura  (t_  ,  t^  ,  .  . .  ,  t  ). 

Data  la  segnatura  di  una  matrice  pseudonulla  canonica,  questa  è 
immediatamente  costruita  ;  viceversa,  data  una  tale  matrice,  si  trova 
subito  la  sua  segnatura. 

Per  es.  la  matrice  pseudonulla  canonica  di  ordine  5 


0, 

I, 

0, 

0, 

0 

0, 

0, 

I, 

0, 

0 

0, 

0, 

0, 

0, 

0 

0, 

0, 

0, 

0, 

I 

0, 

0, 

0, 

0, 

0 

ha  il  rango  3  e  la  segnatura  (2,  2,   i). 

Notisi  che  : 

In  ciascuna  classe  di  matrici  di  V  pseudonulle  ed  equivalenti  esiste 
una,  ed  una  sola,  matrice  canonica. 

23.  Il  rango  di  una  matrice  pseudonulla  di  ordine  n  non  supera 
n  ;  dunque  : 

In  qualsivoglia  corpo  numerico  e  finito  il  numero  delle  classi  di  ma- 
trici pseudonulle  equivalenti  di  ordine  n,  e  tale  numero  dipende  da  n,  ma 
non  dal  corpo  numerico. 

Una  matrice  pseudonulla  di  ordine  n  e  rango  n  (n  >>  i)  ha  neces- 
sariamente per  segnatura    un  w-complesso  di  interi    tutti  eguali  ad  i,  e 
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una  matrice  pscudonuUa  di  ordine  n  e  rango  n  —  i  (il  che  esige  che 
sia  /;  ^  2)  Ila  necessariamente  per  segnatura  un  (;/  —  i)-complesso  di 
interi  col  primo  elemento  eguale  a  2  e  tutti  gli  altri  eguali  a  i  ;  dunque  : 
In  qualsivoglia  corpo  numerico  le  matrici  pseudonulle  di  ordine  n  e 
rango  n  {11  ^  i)  sono  tulle  equivalenti  tra  loro  ;  e  lo  slesso  sta  per  le 
matrici  pseudonulle  di  ordine  n  e  rango  n  —  i  («  ^  2). 

24.  Per  alcune  considerazioni  che  seguiranno  nel  §  successivo, 
giova  estendere  la  nozione  di  segnatura  a  una  matrice  quadrata  nulla. 

Se  una  tal  matrice  (clic  è  necessariamente  del  rango  i)  è  dell'ordine 
«,  noi  diremo  che  la  sua  segnatura  e  (?/). 

Occorre  poi  appena  avvertire  che  l'aver  fissato  la  nozione  di  segna- 
tura per  le  matrici  quadrate  nulle  o  pseudonulle  equivale  ad  aver  fissato 
tale  nozione  per  gli  elementi,  nulli  o  pseudonulli,  delle  algebre  regolari. 

25.  A  titolo  di  applicazione  dei  risuhati  raggiunti  in  questo  para- 
grafo dimostriamo  il  seguente  bel  teorema  dello  Spampinato  : 

//  massimo  dell'ordine  di  una  sotto-algebra  pseudonulla  di  un  algebra 

regolare  di  ordine  n'  {ii  ^  2)  è   — ;/(«  —  i). 

Indichiamo  con  R  l'algebra  regolare  considerata  e  con  V  il  corpo 
nel  quale  essa  è  definita.  Senza  venir  meno  alla  generalità  possiamo 
supporre  che  R  sia  l'algebra  delle  matrici  di  ordine  n  in   P. 

Poi  sia  A  una  sotto  algebra  pseudonulla  di  i?  e  :^  un  nullifico  di  A 
[certo  esistente  (II,  n°  loi)],  per  modo  che,  se  x  è  l'elemento  corrente 
di  A,  sari 
(4)  x^  —  ^x  =  o. 

Notisi  che  è  ;;^  ^  o,  ma  :;;'  =  o  ;  quindi,  salvo  a  sostituire,  se 
occorre,  alla  matrice  x.  una  matrice  ad  essa  equivalente,  e,  per  conse- 
guenza, all'algebra  A  un'algebra  ad  essa  equivalente  —  ciò  che  è  lecito, 
dato  lo  scopo  al  quale  miriamo  — ,  possiamo  supporre  che  ;^  sia  una 
matrice  pseudonulla  di  rango  2  canonica. 

Ma  allora  in  :(^  l'elemento  secondo  cui  si  incrociano  la  prima  riga 
e  la  seconda  colonna  sari  eguale  ad  i,  mentre  tutti  gli  altri  elementi 
delle  prime  due  righe  e  colonne  saranno  nulli  ;  e  quindi,  per  le  (4),  in 
X  saranno  nulli  tutti  gli  elementi  della  prima  colonna  e  della  seconda 
riga. 
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Posto  elle  sia  ;;  ^  5  e 


(5) 


X  = 


o,     o,        o, 


-  5„„ 


^'  -ti, 2  1         ^«,5  5      •    •    •    J     '',|,M 

indichiamo  con  x'  la  matrice  di  ordine  n  —  2 


(0 


^3,5'     •  •  •   '     ^3,« 


'n,3  ' 


,  K. 


Si  vede  subito  che  al  variare  di  x  in  A^  x'  descrive  [entro  l'algebra 
regolare  di  ordine  {ji  —  2)'  formata  dalle  matrici  in  V  di  ordine  n  —  2] 
un  sistema  A'  che  o  è  zero,  o  e  un'algebra  pseudonulla. 

E  così  si  riconosce  anche  immediatamente  che,  se  (6)  è  l'elemetlto 
corrente  di  un  sistema  A'  di  matrici  in  I'  di  ordine  n  —  2  che  sia 
zero  o  un'algebra  pseudonulla,  la  matrice  x  definita  dalla  (5)  mediante 
tale  elemento  e  i  2»  —  5  numeri  ^^^  ...  ^_  ^^,  E^  2,  .  .  .  ,  ^„^  variabili 
comunque  in  V  è  a  sua  volta  l'elemento  corrente  di  una  sotto-algebra 
pseudonulla  A  di  i?,  il  cui  ordine  è  dato  dalla  somma  di  2  n  —  5  e 
dell'ordine  di  A'. 

Segue  che  se  il  massimo  dell'ordine  di  una  sotto-algebra  pseudo- 
nulla di  un'algebra  regolare  di  ordine  «'  (ji  ^  2)  si  indica  con  4'('0> 
si  ha,  per  «  ^  4, 

<|;  (;;)  =  2  «  —  3  4~  'l'  ("  —  2). 

Ora  mediante  gli  stessi  ragionamenti  fatti  si  riconosce  subito  che  è 

'1(2)  =1         e         ^(3)  =5, 

e  quindi,  come  è  chiaro,  si  ha  che  per  «  ^  2  è 


']/  (n)  =  —  n(^n 


0- 
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§  3- 

Criterio  di  equivalenza  per  le  matrici  quadrate 

nel  corpo  complesso. 

26.  Si;i  .V  una  matrice  nel  corpo  complesso,  di  ordine  ;/  e  rango  p, 
e  siano 

le  radici  diverse    dell'equazione    minima,    e  quindi  anche    dell'equazione 
caratteristica,  di  .v  (II,  n°  36). 

Se  le  molteplicitA  della  radice  'k.  (j  =  i,  ...  ,  /;)  per  quella  e  questa 

equazione  si  indicano  rispettivamente  con  p    ed  ;/  ,  sarà  ^   zi  n    e 

P.  +  •  •  •   +  P;,  ==  P,  ",  -[-  •  •  •   +  "„  =  ^i- 

Ciò  posto,  indichiamo  con  /  la  matrice  identica  nel  corpo  complesso 
di  ordine  //,  e  con  //  l'insieme  delle  funzioni  razionali  intere  di  .v  nel 
corpo  medesimo. 

Evidenteinente  //  sarà  un'algebra  complessa  commutativa  di  ordine 
p,  col  modulo  /,  dotata,  o  non,  di  elementi  pseudonulli,  secondo  che  x 
è  regolare  o  irregolare,  ossia,  secondo  che  k  h  =  ^  o  h  <^^  (II,  n°  39 
e  seg."). 

Ma,  essendo  //  comnuitativa,  ogni  suo  eventuale  elemento  pseudo- 
nullo è  per  essa  addirittura  iui  elemento  eccezionale  (II,  n°  133);  dinique 
H  è  semi-semplice,  se  />  =  ?,  dotata  di  sotto-algebra  eccezionale,  se  h<C?- 

In  questa  seconda  alternativa  il  massimo  numero  di  elementi  pseudo- 
nulli indipendenti  che  essa  ammette  è  (II,  n"  y))  p  —  /;,  dunque  : 

Se  h  <C  ?ì  H  e  dotala  di  sotto-algebra  eccezionale  e  questa  è  di  ordine 
p  —  /;,  per  modo  che  la  corrispotideiile  algebra  conipleinenlare  è  dell'ordine  h. 

27.  Dimostriamo  ora  che  : 

L'algebra  11  h  irriducibile^  se  h  =  i  ;  mentre  e  riducibile  e  somma 
diretta  di  h  algebre  irriducibili,  se  /;  ^  i. 

Infatti  si  indichi  con  A'  l'algebra  //,  se  //  è  semi-semplice,  o  l'al- 
gebra complementare  della  sotto-algebra  eccezionale  di  //,  se  //  non  è 
semi-semplice. 

In  ogni  caso    A'   è   dell'ordine    /;    ed    è    semi-semplice,    complessa, 
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commutativa  e  Jotat.i  di  modulo;  quindi  A'  e  semplice,  se  /; -^  i,  è 
somma  diretta  di  h  algebre  semplici  di  ordine  i,  se  è  /;  ^  i.  Inoltre  il 
modulo  di  A'  è  primitivo,  se  /;  =  i  ;  è  somma  di  /;  automoduli  primi- 
tivi a  due  a  due  mutuamente  nullilici,  se  h^  i. 

Segue  che  anche  il  modulo  di  H  è  primitivo,  se  /j  =■  i  ;  è  somma 
di  h  automoduli  primitivi  a  due  a  due  mutuamente  nullilici,    se  h  ^  i. 

Ma  allora  (li,  n"  217)  e  chiaro  che  II  e  irriducibile,  se  /;  =  i  ; 
mentre  è  riducibile,  e  somma  diretta  di  /;  algebre  irriducibili,  se  /;  >  i. 

28.  In  conformiti  di  quanto  or  ora  è  stato  detto,  poniamo 

//=//.,     se     /;  r=  I  ;         /^  =:  //^  4-  //^  -j_  . . .  4-  //,  ,     se     /;  >  i  ; 

e,  in  ogni  caso,  indichiamo  con  /.  (y  ==  i,  ..  .  ,  /.))  il  modulo  di  Hj, 
per  modo  che  sarà 

e,  se  b  >  I,  gli  automoduli  /^ ,  .  .  .  ,  I,^  saranno  a  due  a  due  mutua- 
mente nuUitìci. 

Per  la  matrice  x  sussiste  evidentemente,  e  in  un  modo  solo,  un'egua- 
glianza della  forma 

.V  :^.v,  +.V,  +   -••   H-x,,, 

con  X    in  H  . 

I  j 

Ora  H  coincide  con  l'insieme  delle  funzioni  razionali  intere  del  suo 
elemento  .v  *),  dunque  //  coincide  con  quello  delle  funzioni  razionali 
intere  del  suo  elemento  x  ,  e  come  l'ordine  di  //  è  il  rango  p  del  suo 
elemento  .v,  l'ordine  di  Hj  sarà  il  tango,  diciamo  r. ,  di  x  (in  //.). 
Risulterà  tra  poco  che,  a  meno,  eventualmente,  dell'ordine  i  numeri 
r  ,  .  .  .  ,  r,^  coincidono  con  i  numeri  p^ ,  .  .  .  ,  p,^ , 

L'algebra  //  ,  essendo  complessa,  irriducibile,  commutativa,  è  a 
modulo  primitivo;  quindi,  se  il  suo  ordine  r.  è  ^  i,  essa  è  somma 
dell'algebra  di  ordine  i  generata  dal  suo  modulo  /.  e  della  sua  sotto- 
algebra eccezionale,  che  è  dell'ordine  r  —  i  (II,  n°  285). 

In  ogni  caso  è  dunque 


')  Occorre  appena    avvertire  che    le  funzioni  razionali   intere  della   matrice  x 
sono,  nel  tempo  stesso,  le  funzioni  razionali  intere  in  H  AtW elemento  x  di  H. 
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essendo  (x  un  numero  conveniente  e  y  una  matrice,  nulla  o  pseudo- 
nulla,  che  rappresenta  un  elemento  nullo  o  eccezionale  per  [//  ,  e  quindi 
anche  (II,  n°  155)  per]  //;  cosicché,  posto 

risulta 

X  =  i'-J,-{-  •••  -\-i'-J,.  -f- y» 

con  y  elemento  nullo  o  eccezionale  j)cr  //. 

Dico  che  : 

/  numeri  (a,  ,  .  .  .  ,  w.,,  non  sono  altra  cosa,  a  meno,  eventualmente, 
dell'ordine,  che  i  numeri  X_ ,  .  .  .  ,  X^  . 

Infatti  nell'algebra  H  gli  elementi  .v  e  (x^ /^  -{-•••  -f-  [i,J^  o  coin- 
cidono, o  differiscono  per  un  elemento  eccezionale.  Quindi  le  loro  equa- 
zioni minime  in  H  (II,  n°  270)  hanno  le  stesse  radici  distinte. 

Ora  l'equazione  minima  di  {j.  I    in  //    è 

?  —  fi,  =  o, 

per  conseguenza  quella  di  |>., /,  -\-  •  •  •  -\-  \^hh  in  //  ha  per  primo 
membro  [II,  n°  1.10,  [x)]  il  minimo  comune  multiplo  di 

;  —  [X,,   ..  .  ,   ;  —  (i.^, 

e  le  sue  radici,  tutte  semplici,  sono  date  da  quelli  dei  numeri  \j.^  che 
sono  diversi  fra  di  loro. 

D'altronde  le  equazioni  minime  in  H  di  x  e  p.,/  -}-  •••  -]r  \^-hh 
(II,  n"  127)  sono  le  equazioni  minime,  senz'altro,  delle  matrici  x  e 
[i-J,  -\-  •  •  '  -\-  [J-i.  /,, ,  e  le  radici  distinte  dell'equazione  minima  di  x  sono 
>.| ,  .  .  .  ,  X,,,  dunque  i  numeri  v-  ,  .  .  .  ,  »/.,  sono  tutti  distinti  e  coinci- 
dono, a  meno,  eventualmente,  dell'ordine,  con  i  numeri  X^ ,  ...  ,  X^ . 

29.  In  conformitA  della  proposizione  ora  dimostrata,  supponiamo, 
come  è  lecito,  che  sia  [a   =  X  ,  per  modo  che  sari 

e 

L'equazione  minima  di  a  in  //  ,  avendo  le  stesse  radici  distinte 
di  quella    di  X  /    neH'algcbr.i  stc.ss.i,    ha  la  sola   radice  X   ;    d'altronde  il 
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suo  vj.ulo  e  il   r.iiii;o  r    di  .v    in  //  ,  dunque  essa  è 

(;  -  \y>  =  o. 

Dopo  cicS,  l'equazione  minima  di  .v  in  //,  cioè  l'equazione  minima 
di  .V,  senz'altro,  avendo  por  primo  membro  il  minimo  comune  multiplo 
di 

sarà 

(;-X.)'.   ...  (;->J'.==o. 

Ma  essa  è  pure,  per  le  ipotesi  fatte, 

(;  -  \y^  ...(?,-  )-„y''  =  o, 

dunque  è 

^  =  p.j  •••  »  ^  =  Pm 

e,  come  era  stato  preannunziato  : 

Gli  ordini  di  H^,  .  . .  ,  H,^  sono,  rispettivamente,  p,,  . . .  ,  p^ . 

30.  Giacche  l'equazione  minima  di  x    in  H    è 

(l-  \y>  =  o, 

SI  ha 

(^-\^;)''  =  y;^  =  0- 
D'altronde  non  può  essere 

con  o    intero  positivo  inferiore  a  p  ,  perchè  altrimenti  sarebbe  pure 

e  l'equazione  minima  di  x  non  sarebbe  del  grado  p  ,  ma  di  grado  infe- 
riore ;  dunque  : 

La  matrice  y    e  una  matrice,  nulla  0  pseudonuìla,  di  rango  p  . 

31.  Dico  ora  che  : 

La  caratteristica  della  matrice  7    è  n  . 

I         ì 

Per  quanto  è  detto  nel  n"  16  la  matrice 

dette  provvisoriamente  y^,  . . .  ,  y,^  le  caratteristiche  rispettive  di  /,,  . . . ,  7^, 
è  equivalente  ad  una  matrice  di  ordine  n  che  ha  y,  elementi  principali 
eguali  a  )., ,  y^  elementi  principali  eguali  a  ^, ,  ••.,  y^  elementi  principali 


CAPITOLO    I.  —  ALCUNI    COMPLEMENTI    ALLA    TEOIUA    ECC.  455 


Cf^uali  a  >.^  (v^  -f-  • .  •  -f-  Y^  =  n),  e  gli  clementi  non  principali  (se 
«  >  i)  tutti  nulli;  le  radici  caratteristiche  di  questa  matrice  sono 
Xj ,  .  .  .  ,  X^  con  le  molteplicità  rispettive  y^ ,  .  .  .  ,  y^,  dunque  (n°  15, 
in  line)  lo  stesso  sta  per  le  radici  caratteristiche  di 

l/.^  ...  -^  IJ^, 
Ma,  essendo 

^  =  C^J,+  •••  -}-\h)  +  y, 

con  y  nulla  o  pseudonulla,  e  con  y  e  "kj^ -{-••'  -{-  >,, /^  permutabili, 
il  determinante  caratteristico  di  x  è  quello  di  ^, /,+  -••+ ^^/k  (II» 
n**  ))),  e  per  il  determinante  caratteristico  di  x  /  è  zero  «  -pio,  dunque 
è  Y^  =  H.  e  il  teorema  è  dimostrato. 

32.  Adesso  indichiamo  con  A  l'algebra  (regolare,  di  ordine  «*) 
costituita  da  tutte  le  matrici  di  ordine  «,  a  elementi  complessi. 

L'algebra  LAI  sarà,  entro  di  essa,  l'insieme  degli  elementi  che 
hanno  I.  per  modulo  ;  d'altronde  essa  è  regolare  e  dell'ordine  «'  (II, 
n**  254,  in  fine)  e  contiene  //  ,  dunque  v  può  considerarsi  come  un 
elemento  nullo  o  pseudonullo  di  un'algebra  regolare  di  ordine  «'.  D'al- 
tronde y  è  del  rango  p . ,  dunque  y  sarà  dotato  di  una  segnatura  della 
forma  (/'/*,  .  ..  ,  /'p"),  con 

t^j'  -1-  ...  _1_  t'''=  n 
e 

tf  ^  /'/>  ^  •  •  •  ^  ^'^'  >  o- 

Ebbene  noi  diremo  che  questa  è  la  segnatura  della  radice  carat- 
teristica X    di  -v. 

33.  L'estrema  importanza  di  questa  nozione  e  indicata  chiaramente 
dal  teorema  : 

Perchè  le  matrici  quadrate  x  e  x'  a  elementi  complessi  siano  equiva- 
lenti, occorre  t  basta  che  abbiano  le  stesse  radici  caratteristiche  con  le 
tnedesime  segnature  rispettive. 

La  necessità  della  condizione  è  evidente  ;  basta  dunque  dimostrarne 
la  sufficienza. 

Suppongasi  pertanto  che  .v  sia  la  matrice  considerata  fin  qui  e  si 
mantengano  per  essa  tutte  le  notazioni  introdotte.  Poi  x'  abbia  le  stesse 
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radici  caratteristiche    di  x,    con    le  medesime    segnature    (in  particolare, 
dunque,  con  le  medesime  molteplicità)  rispettive. 
Accanto  alle  eguaglianze  per  .v, 

si  avranno  per  x'  eguaglianze  dello  stesso  tipo, 

x'  =  x[-] f-A-;,      x;  =  >./;+>;      (y  =  i,  ...,h), 

e  r.  sarà,  come  /  ,  un  automodulo,  e  avrà,  come  /^. ,  la  caratteristica  «.. 
Per  quanto  è  detto  nel  n°  i6  è  chiaro  che  esiste  una  matrice  non 
degenere,  a  elementi  complessi,  di  ordine  ;/,  atta  a  trasformare  I[,  -.. ,  I], 
in  /| ,  . . . ,  /^ ,  rispettivamente  ;  quindi,  salvo  a  sostituire  in  caso  alla  con- 
siderazione di  x'  quella  di  una  matrice  equivalente  ad  essa,  possiamo 
supporre  che  sia  addirittura  I'  =  I   (j  =  i,  . . .  ,  /;),  e 

x'  =  1.1.  4-  y'.. 
Mantenuto  per  A  il  significato  detto  più  sopra,  le  b  algebre  regolari 

saranno  dotate  di  somma  diretta,  e  questa  sarà  un'algebra  (di  ordine 
K  ~\~  "  ■  ■  ~l~  K)  *^ori  lo  stesso  modulo  di  A.  Diciamola  A^ . 

Le  matrici  Vy  e  y'.  sono  elementi  di  I  AI  ,  nulli  o  pseudonulli, 
con  la  stessa  segnatura;  dunque  v    e  y'.  sono  equivalenti  in  LAI.. 

Ma  allora  anche  x.  e  x'.  sono  equivalenti  in  I  AI  ,  perchè  /.  è  il 
modulo  di  LAI.;  e  quindi  [II,  n°  140,  e)]  anche  x  e  x'  sono  equiva- 
lenti in  ^^ ,  cioè,  come  volevasi,  in  A. 

34.  Una  matrice  a  elementi  complessi  di  ordine  «,  con  le  radici 
caratteristiche  distinte  X^ ,  . , .  ,  \^  {h  ^  ti),  aventi  rispettivamente  le 
molteplicità  «j,  . . .  ,  «^  e  le  segnature 

(f(l)  ^(.)N  ^^(h)  Jh)>. 

dove  le  n-,  le  a.  e  le  t\'''  sono  interi  positivi  soddisfacemi  naturalmente 
alle  condizioni 

può  esser  costruita  alla  maniera  che  segue. 
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Si  consideri  nel  corpo  complesso  la  matrice  nulla,  o  pseudonulla  e 
canonica,  di  ordine  n^  (/=  i,  ■••  ,  /j),  con  la  segnatura  (/'/',  ...,  /'^^'), 
e  si  indichi  con  ;^^  hi  matrice  che  è  somma  di  essa  e  del  prodotto  sca- 
lare di  X^  per  la  matrice  identica  di  ordine  n  appartenente  al  corpo 
medesimo;  poi  si  indichi  con  .\  la  matrice,  nel  detto  corpo,  di  ordine  //, 
per  cui  è  uguale  a  7^^  il  minore  principale  formato  con  le  righe  e  co- 
lonne aventi  i  n'  d'ordine 

I,     2,  ...  ,  «,; 

a  ;(j  il  minore  principale  formato  con  le  righe  e  colonne  aventi  i  n' 
d'ordine 

"■  +  ^         «.  +  2,  ...  ,  «,  +«,; 

a  Xa^  il  minore  principale  formato  con  le  ultime  ;;^  righe  e  colonne, 

mentre  tutti  gli  elementi  non  appartenenti  a  codesti  minori  (se  «  >  i) 
sono  nulli. 

La  matrice  .v,  come  si  verifica  subito,  è  appunto  una  matrice  di 
ordine  n  soddisfacente  alle  condizioni  volute. 

Per  es.,  se  «  =  7,  Z-'  =  5  e  le  segnature  di  X, ,  X^ ,  X,  sono  rispet- 
tivamente (2,   i),  (i,  i)  e  (2)  la  matrice  x  è  data  da 


\. 

I, 

0, 

0, 

0, 

0, 

0 

0, 

\. 

0, 

0, 

0, 

0, 

0 

0, 

0, 

\, 

0, 

0, 

0, 

0 

0, 

0, 

0, 

\. 

I, 

0, 

0 

0, 

0, 

0, 

0, 

\, 

0, 

0 

0, 

0, 

0, 

0, 

0, 

\' 

0 

0, 

0, 

07 

0, 

0, 

0, 

X 

Da  ciò  segue  che: 

Dilli  nel  corpo  complesso  h  numeri  distinti  qualunque  X^ ,  .  . 
un  intero  n'^h  e  degli  interi  positivi  n-,  p^,  /'/*  (7=1,  ...,  h;  r=:i, 
per  i  quali  si  abbia 


esiste  nel  corpo  una  ed  una  sola  classe  di  matrici  equivalenti  di  ordine  n 
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aventi  per  rabici  caratteristiche  distitite  i  numeri  X_,  .,.,  >>^  e  per  segna- 
tura corrispondente  alla  radice  >.y   la  segnatura  (/'/' ,  .  .  .  ,  /p'). 

Entro  questa  classe  la  matrice  costruita  al  modo  or  ora  indicato  è 
quella  che  può  dirsi  la  matrice  canonica  con  le  date  radici  caratteri- 
stiche e  date  segnature,  quando  le  dette  radici  si  considerino  nell'ordine 
Aj ,  .  .  .  ,  A^ . 

Avvertasi  che  essa  (e  quindi  ogni  altra  matrice  della  classe,  se  n^  i) 
riesce  regolare  quando,  e  solo  quando,  gli  interi  o.  sono  tutti  eguali  a  i  ; 
cioh  quando,  e  solo  quando,  ogni  eventuale  elemento  non  principale  è  nullo. 
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Algebre  legate  a  un  gruppo  di  ordine  finito. 

35.  Se  G  è  un  gruppo  di  ordine  finito,  diremo  che  un'algebra  è 
legata  a  G,  se  è  possibile  trovare  in  essa  un  aggregato  di  unità,  si  che 
queste,  rispetto  all'operazione  di  prodotto  (fra  elementi  dell'algebra)  co- 
stituiscano un  gruppo  isomorfo  oloedricamente  a   G. 

In  un  gruppo  i  prodotti  degli  elementi  godono  della  proprietà  as- 
sociativa, quindi  (II,  n°  202): 

Dati  comunque,  un  gruppo  di  ordine  finito  G  e  un  corpo  numerico 
r,  esistono  in  T  delle  algebre  legate  a  G;  tutte  queste  algebre  risultando, 
naturalmente,  dello  stesso  ordine  di  G  ed  equivalenti  fra  loro. 

Un  gruppo  di  ordine  finito  contiene  sempre  un  elemento  identico, 
dunque: 

Ogni  algebra  legata  ad  un  gruppo  di  ordine  finito  h  dotata  di  modulo. 

Aggiungasi  che: 

Una  tale  algebra  risulta  commutativa  quando,  e  solo  quando,  il  gruppo 
cui  è  legata  e  abeliano. 

36.  Sia  A  un'algebra  legata  ad  un  gruppo  G  di  ordine  «,  e  sia 

(0  ".,  •••  )  "„ 

un  aggregato  di  unità  dell'algebra  costituenti,  rispetto  all'operazione  di 
prodotto,  un  gruppo  G,  isomorfo  oloedricamente  a  G.  Poi  sia  u^  l'ele- 
mento identico  di  G, ,  cioè  il  modulo  di  A. 
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Ciascun  elemento  di  un  gruppo  di  ordine  finito  è  dotato  di  inverso, 
dunque: 

NflValgebra  A  ciascuno  degli  clcincfiti  (i)  è  lìctato  di  inverso. 
Se  il  periodo  di  u    in   G,  si  indica  con  r  ,  si  ha 

ny  =  M. , 
quindi  : 

//  primo  membro  dell'equazione  minima  di  u.  in  A  è 

^''    —     T 

s      —    Ij 

Oppure  un  suo  divisore. 

Se  le  costanti  di  moltiplicazione  di  A  rispetto  alle  (i)  si  indicano, 
al  solito,  con  le  y_    ,,  si  ha,  evidentemente, 

!o,     se     n.  u .  ^  Ui, 
I,     se     «_  n  ■  =  u^; 

se  dunque  le  coordinate  deirelcmento  x  di  A  si  indicano  con  le  H, ,  ... ,  ^„, 
per  i  suoi  parametri  ;,.  e  per  i  suoi  parametri  sinistri  e  destri  e,'.,  e 
;;;.  si  ha 

ì  ...n 

; 

^i,i  ^^  2-  yi,i,i^i  ^^  ^'j' 

I  ...n 

E"  —  y  Y   E  —  ^ 


posto  che  sia 


/ 


uu.  =  n 


«^  «_  =  /^  ,     cioè     u- u.  '  =  u,^ , 
nu.^u.     cioè     ;C'«.  =  7i,  . 

Da  ciò  discende  che 

K^  =  K,  =  ^.  a=i,  ....«), 

dunque  : 

Le  tracce,  sinistra  e  destra,  di  x  sono  entrambe  eguali  ad  n  ^, . 

In  base  a   questo   fatto,    ognuna    di   esse   si   dirà   semplicemente  la 

traccia  dì  x. 

Notisi  che: 

La  traccia  di  w.  è  »,  se  i  =^  ì,  è  nulla,  se  i^  i; 
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per  conseguenza,  detta  £_     la  traccia  del  prodotto  ti^  u    si  ha 


'■'  /  //,       se       U^  H^   =   '*,  • 


Ma  allora  nella  matrice 


e. 


che,  per  quanto  sappiamo  (II,  n°  192),  e   simmetrica,   in   ciascuna  riga 

(colonna)  un  elemento  è  eguale  ad  n  e  tutti  gli  altri  (se  «  ^  i)  sono 

nulli;  quindi: 

//  determinante 

|e..| 

I    »,;  I 

h  eguale  ad  n",  oppure  a  —  n". 

Giova  a\'^'ertire  esplicitamente  che  il  verificarsi  l'una  o  l'altra  delle 
due  alternative  di  quest'ultimo  enunciato  non  dipende  dall'ordine  in  cui 
si  considerano  le  unità  dell'aggregato  (i),  ma  dal  gruppo  G. 

Precisamente,  si  dimostra  senza  difficoltà  che  : 

Se  il  numero  (necessariamente  pari)  degli  elementi  di  G,  ciascun  dei 
quali  non  coincide  col  proprio  inverso,  ^'  2  5  (5  X  o),  si  ha 

37.  Perche  l'elemento  .v,  di  cui  nel  n°  precedente,  appartenga  alla 
sotto-algebra  centrale  di  A^  occorre  e  basta  che  sia 


Cloe 


Ora  e,  per  quanto  abbiamo  visto, 

?'    —  ? 
se 
(2)  u^  U-'  =  u,     e     /<-'  u^  =  u,  ; 

dunque  x  appartiene  alla  detta  sotto-algebra  quando,  e  solo  quando,  per 
le  sue  coordinate  si  abbia 

F     _  r 

quante   volte    accade   che  per  «^  e  m^  sussisti    una   coppia   (almeno)  di 


',  =^  "■■^' 

(t  =  I,   .  . 

-,  n). 

(i,   /=!,.. 

.  ,  »). 

visto. 

:= 
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eguaglianze  del  tipo  (2);  o,  come  si  riconosce   subito,   quante  volte  ac- 
cade che  M^  e  H^  siano  elementi  di  G^  fra  loro  coniugati. 
Ciò  posto,  siano 

*  t  *  •  j' t 


(ti.     ,  ....  Il      ) 
^  '',1  '     '1,'/ 


i  sistemi  di  elementi  coniugati  di  G, ,  e  siano  u\  ,  . . . ,  u',  gli  clementi 
•       di  ^  per  i  quali  è 

'^'.  =  «,.  .+  •••+  ",.  , 


lu,  =  ti.      4-  ...  4-  ti. 

'  'M       '  '  't,r, 

In  virtù  di  quanto  è  stato  osservato  può  dirsi  che  gli  elementi 
della  sotto-algebra  centrale  di  A  sono  tutte,  e  solo,  le  combinazioni 
lineari  dì  iv^,  .  .  .  ,  w^.  Intanto  u\ ,  .  .  .  ,  tf,  sono,  come  è  chiaro,  indi- 
pendenti, dunque  : 

La  sotto-algebra  centrale  di  un'algebra  legata  ad  un  gruppo  di  ordine 
finito  è  dell'ordine  t,  se  t  e  il  numero  dei  sistemi  di  elementi  coniugati 
del  gruppo. 

38.  Mantenute  per  ^  e  G  le  ipotesi  e  le  notazioni  del  n°  '^(>,  si 
indichi  con  F  il  corpo  nel  quale  è  definita  A^  e,  detti 


r. 


>     •  •   •    )      in 


gli  elementi  di  G,  si  suppongano    scelte  le  denominazioni  in  modo  che 
sia 

T.r,  =  T;> 
ogni  qual  volta  si  abbia 

u.u.  =  u,. 

'    ì  ' 

Poi    suppongasi  che    B    sia    un'algebra   in    T  dell'ordine    m,    nella 
quale  esistano  degli  elementi 


(distinti,  o  non)  tali  che  il  sistema    da  essi  determinato  coincida  con  B 
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(per  modo  che  è  «  X  w),  e  tali  inoltre  che  sia 

Ogni  qu.il  volta  si  abbia 

V.Y;  =  Y/- 

È  chiaro  intanto  che  B  riesce  dotata  di  modulo,  che  questo  modulo 
e  v,  e  che  ciascuno  degli  clementi  v^  riesce  dotalo  di  inverso. 
Se  n  =  m,  B  è  equivalente  ad  A. 
Supponiamo  invece  che  sia  n  >  m. 
In  tal  caso  sussistono  per  v^,  . . .  ,  i\^  n  —  m  relazioni  della  forma 

«.-,«,,  ^',  +  •••  +  \-„,.n'^n  =  0, 

con  le  a  in  V   e  con  la  matrice    ||x^ j|  di  caratteristica  ;/  —  in;  inoltre, 
se  è 

con  le  r,  numeri  di  l",  l'/z-complesso  (r,,,  ...  ,  /)„)   di  V  è    una  combi- 
nazione lineare  degli  n  —  m  «-complessi  costituiti  dalle  righe  di  ||x,^J|. 
Ciò  posto,  all'elemento 

X  =  l  II   4-  •  •  •  4-  ;  /<  , 

di  A,   con  le  coordinate  c,^,  ...  ,  ;_^,  facciamo  corrispondere  l'elemento 
x'  di  B  dato  da 

x'  =  ;,t;,  +  •••  +;,.!'„, 

e  diciamo  li  la  corrispondenza  che  cosi  si  ottiene  fra  A  e  B. 

In  il  a  ciascun  elemento  di  A  risponde  uno  ed  un  solo  elemento 
di  B  ;  ma  ad  un  elemento  di  B  quanti  e  quali  elementi  di  A  corrispon- 
deranno ? 

Troveremo  la  risposta  a  questa  domanda  partendo  dalla  seguente 
considerazione. 

Perchè  all'elemento  di  A 

con  le  n  in  T,  risponda  lo  zero  di  B,  occorre  e  basta  che  sia 
r,,i',  -{-.••  -f  •/■.,.t'..  ^o; 

G.  ScuRiA.  —  Afftndut.  J6 


442  APPENDICE. 


quindi  gli  clementi  di  A  a  ciascun  dei  quali  risponde  in  i2  lo  zero  di  B 
sono  intanto  tutti,  e  solo,  gli  elementi  del  sistema  S  di  ^  lU  ordine 
Il  —  m  (>  o)  generato  dagli  elementi 


(»-m)  ;^      _L     .   .   .     _L   (3t  li     ^ 

Ora,  perchè  agli  elementi  x  e  x,  di  A  risponda  per  il  uno  stesso 
elemento  di  i?,  occorre  e  basta,  come  è  chiaro,  che  ad  .v  —  .y^  risponda 
lo  zero  di  5,  dunque  agli  elementi  x  e  a-,  di  A  corrisponde  uno  stesso 
elemento  di  B  quando,  e  solo  quando,  sia 

X  ^  -Yj  (mod  5)  ; 

e  se  -Y  è  un  elemento  di  A  (certo  esistente),  che  corrisponda  in  ii  ad 
un  assegnato  elemento  di  5,  gli  elementi  di  A  rispondenti  in  Q  a  questo 
elemento  di  B  sono  tutti,  e  solo,  quelli  della  forma 

A-  +  5, 
con  s  elemento  di  S. 

Se  in  il  agli  elementi  a,  ,  . . .  ,  A;  di  A  corrispondono  gli  elementi 

a',  ,  . .  .  ,  a)  di  5,  all'elemento  di  A 

con  le  X  in  T,  risponde  evidentemente  l'elemento  di  B 

>.<  +  •••  +>.^;- 

Ma  si  può  aggiungere  che  : 

5^  in  Ù.  agli  elementi  x,  i  di  A  corrispondono  gli  elementi  x' ,  x!  di 
B,  alV elemento  x^^  di  A  risponde  l'elemento  a':('  di  B. 
Infatti,  se  è 

A  =  ^.«,  +  •••  +;„w„, 
con  le  ;  e  ^  in  r,  si  ha 
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quindi,  se  si  pone 

intendendo  che  qui  la  somma  a  secondo  membro  sia  estesa  a  tutte  le 
disposizioni  (i,  ;')  per  ciascuna  delle  quali  e 

u  11=  u. . 
Cloe 

Y.Y;  =T/>» 
si  ha 

Ora  ad  .v  e  ;^  corrispondono  in  B  gli  elementi 

x=>:,v   -{-•■■  -i-cv, 

e  quando  è 
e  pure 

dunque  si  ha 

^'^'  =  P.^.  +  •••  +P„^,.» 

e  x\'  è,  come  volevasi,  l'elemento  di  B  rispondente  in  il  all'elemento 
a::(  di  A. 

Da  quanto  ora  e  stato  dimostrato  discende  che,  se  :;;^  è  un  elemento 
di  S,  qualunque  sia  x  in  A,  anche  x:(  e  ;(x  sono  elementi  di  S;  dunque  : 

//  sistema  S  è  una  sotto-algebra  invariante  di  A  di  ordine  n  —  ni\ 
dopo  di  che  è  ben  chiaro  che  : 

L'algebra  B  è  equivalente  all'algebra  complementare  di  S  rispetto 
ad  A. 

39.  Raccogliendo  le  osservazioni  fatte  si  ha  il  teorema  : 

Se  G  è  un  gruppo  di  ordine  n  con  gli  elementi 

Yi  >  • •  •  >  Yn  » 
e 

^',  »  •  •  •  >  ^, 
sono  elementi    di  un'algebra    B  di  ordine  m,    tali  che   il  sistema    da  essi 
generato  coincida  con  B,  e  tali,  inoltre,  che  sia 

V  V   =  f, , 
ogni  qual  volta  si  abbia 

Yi  Y;  ^^  Yfc  » 
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ì'algebra  B  ^  legata  a  G,  se  m  =  n  ;  se  no,  t  equivalente  alVaìgebra 
differenza  di  un'algebra  legata  a  G  e  di  una  sua  conveniente  sotto-algebra 
invariante.  In  ogni  caso  B  h  dotata  di  modulo,  e  ciascuno  dei  suoi  ele- 
vicnti  V.  è  dotato  di  inverso. 


Le  algebre  complesse  legate  ad  un  gruppo  dì  ordine  finito. 

40.  Per  il  caso  delle  algebre  complesse  i  teoremi  stabiliti  nei  n'  pre- 
cedenti possono  essere  assai  meglio  precisati. 

Intanto,  da  ciò  che  è  detto  nel  n°  36  a  proposito  del  determinante 
|e.  1  segue  subito  (II,  n°  280)  che  : 

Un  algebra  complessa  legata  ad  un  gruppo  di  ordine  finito  h  necessa- 
riamente semi-semplice  (con  7tioduloJ  ; 

poi  dal  teorema  del  n°  57,  ove  si  confronti  con  quanto  e  detto  in 
II,  n°  285  in  fine,  si  ricava  che  : 

Se  t  h  il  numero  dei  sistemi  di  elementi  coniugati  di  un  gruppo  G 
di  ordine  n  {per  modo  che  è  f  =  i  quando,  e  solo  quando,  sia  n  =  i), 
ciascun  algebra  complessa  legata  a  Gè  semplice  (e  di  ordine  i),  se  /=i, 
è  somma  diretta  di  t  algebre  semplici,  se  f  >>  i. 

Se  G  è  un  gruppo  abeliano,  per"  esso  è  t  =  n,  dunque: 

Un'algebra  complessa  legata  ad  un  gruppo  abeliano  di  ordine  n  >»  i 
è  somma  diretta  di  n  algebre  di  ordine  i. 

41.  Un'algebra  semi-semplice,  ma  non  semplice,  non  ammette 
(II,  n°  227)  che  un  numero  finito  di  sotto-algebre  invarianti  proprie, 
ciascuna  delle  quali  è  ancora  semi-semplice;  e  presa  comunque  una  di 
queste  sotto-algebre  ne  esiste  un'altra  tale  che  la  somma  delle  due  risulti 
diretta  e  sia  l'algebra  data,  per  modo  che  di  queste  sotto-algebre  ciascuna 
è  equivalente  all'algebra  complementare  dell'altra  rispetto  alla  data;  dun- 
que (n°  39): 

Se  G  e  un  gruppo  di  ordine  n  con  gli  elementi 

Yi  )  •  •  •  )  Yfi 
e 
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sono  elementi  di  un'algebra  complessa  B  di  ordine  m,  tuli  che  il  sistema 
da  essi  generato  coincida  con  B  e  tali  inoltre  che  sia 

ogni  qual  volta  si  abbia 

l'algebra  B  è  in  ogni  caso  semi-semplice,  ed  è  eijtiivalente  a  una  sotto- 
algebra invariante  (propria,  0  non)  di  un'algebra  (complessa)  legata  a  G. 

42.  Suppongasi  che  l'algebra  complessa  B,  di  cui  si  discorre  nel 
teorema  precedente  sia  semplice  e,  quindi,  regolare  e  con  l'ordine  qua- 
drato. 

Poi,  posto  m  =  p\  si  indichino  con  le  c^ ,  (r,  5  =  i,  ...,/))  gli 
elementi  di  un  aggregato  di  unità  di  B  per  i  quali  si  abbia 

_  ^  o,         se     Syi^r^, 
^''•^''•''  ~\c      ,     se     j  =  r  . 

'       r,>,  '  1 

Allora  si  può  dimostrare  con  lo  Scuur  che: 
Se  e 

dove  le  a  sono  numeri  complessi  e  |i"/'^  e  il  reciproco  ài  oc.\'^^  nella    matrice 

(non  degenere)  ||  a|.''^  ||,  posto 

^     _  ^  o,     se     r^s, 

'''  ~~  {  I,     ^<:     r  =  s, 
si  ha 

Sia 


X 


=  1^:.',..' 


con  le  ^  numeri  complessi,  l'elemento  corrente  di  B. 
Da 

V  =     >   V""'  XV. 
J  ■-         I  1 

si  trae 

ma,  per  le  ipotesi  fatte  sulle  f , ,  , . .  ,  f  ^ ,   queste   coincidono,  a  meno, 
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eveniiialnicntc,  dell'ordine,  con  i  prodotti 

dunque  e 

v-'yv.  =  y, 

ed  y  e  permutabile  con  ciascuna  delle  f , ,  . . .  ,  v^,  cioè  con  qualsiasi 
elemento  di  B. 

Segue  (II,  n°  254)  che  y  e  il  prodotto  scalare  del  modulo  di  B  per 
un  numero. 

Questo  numero  e  evidentemente  una  funzione  lineare  omogenea 
delle  coordinate  di  .v  rispetto  alle  c^.^,  e  il  modulo  di  7?  e  dato  da 
^1  1  4"  ■■■  ~\~^pr''  ^'■'"^'•1*^  possiamo  porre,  indicando  con  le  y^  ^  dei 
convenienti  numeri  complessi,  indipendenti  da  .v, 

Intanto  è 
quindi  si  trae 


yv-\xv.  =  y  y  r^  «"■>  e  , 


Ma  questa  uguaglianza   deve   sussistere   qualunque    sia  x,  cioè  qua- 
lunque siano  nel  corpo  complesso  le  ^^^^,  dunque 

y  &>'■)«'■'   =^    Y    • 

» 

Di  qua  discende,  per  r  =:  5, , 

'y>''>a<*'    =Y      , 

I 

e  poi 

Ma  è,  da  un  canto, 
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c,  dall'altro, 

per  modo  che 

dunque 
Scsue 


uj«  L-^  ...      , ,        (  o,     se     r  ^  s, 
.    -T-    '■''    ''■        (il,     se     r,  =  i, 


e,  come  volcvasi, 

(i)  V><'»a''»     =z— S      S      . 

43.  Mantenute   ferme   le   ipotesi  e  le    notazioni   del  n°  precedente, 
indichiamo  con 

la  traccia  della    matrice  ||a'.''  ||,  cioè  (II,  n"  255)   con   p/.(^',)  ^^  traccia 
(sinistra  e  destra)  di  v.  in  B. 

Se  Y,  t;  l'elemento   identico  di  G,  v^  è   il  modulo  di  5  e  ||aJ,]J||  è 
una  matrice  identica,  dunque 

e: 

a)  Le  n  tracce  /(f,)  non  sono  cerio  tutu  nulle. 

Se  con  r^  si  indica  il  periodo  di  y_  nel  gruppo  G,  da 

T?  —  Ti 
si  trae 

vY  =  v,  ; 
dunque  il  primo  membro  dell'equazione  minima  della  matrice  ||a*^'*J|  è 

l'^  -  I, 

o  un  suo  divisore,    e  ciascuna  radice    di  questa  equazione  è  una  radice 

r™'  dell'unità. 
> 

Ma  allora    (II,  n°  48)    lo  stesso  sta    per  ciascuna  radice    dell'equa- 
zione caratteristica    di  ||5c*/'J|  ;    d'altronde  la  traccia    /('^',)  ^ow   è  che  la 
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somma  delle  radici  caratteristiche  di  tale  matrice,  ove  ciascuna  di  coteste 
radici  si  computi  tante  volte  quant'è  la  sua  molteplicità,  dunque  : 

h)  Ciascuna  delie  n  tracce  x(^,)  ^  ""'^  somma  di  radici  dell'unità  e, 
per  conseguen:^a,  ^  un  intero  algebrico. 

Dimostriamo  infine  che  : 

e)  Per  le  n  tracce  y  (i\)  sussistono  le  rela:;ioni  (di  Frobenius^ 

^(2)  y"x C^; O'L C^'.)  =^  y  >'. ^^/)         (/  =  i.  •  •  • .  «)• 

Da 


V.V-'  =  Va*/!?"'   e 


SI  trae 


poi  si  ha 


J...P 


dunque  è,  tenendo  conto  delle  (i), 


44.  Posto 


'•'        (1,     se    ;  =  t, 


le  M  relazioni  (2)  possono  scriversi 

Z|/.(^;^'70  —  y^,.Jx(0  =  0        (/ =  I,  ... .  n), 

e  qui    le  x,(^,)?  •••  >  /, ('^'J    "^^"^  ^°"°  ^"^"^  nulle,    dunque   il  determi- 
nante della  matrice 

è  nullo. 

fi 

Ciò  significa,  in  virtù  di  b),  che  —  è  radice  di  un'equazione  della 
forma 
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con  i  coeflfìcicnti    t^  ,  .  .  .  ,  t_^    interi  .ili^cbrici  ;    dunque  è  anch'esso 

un  intero  .ilgehrico. 

Ma    -      e  pure  un  numero  razionale,  dunque      -   è  addirittura  un 

intero  ordinario. 

Si  conclude  che  : 

Se  V algebra  R,  di  cui  nel  teorema  del  n°  41,  è  (semplice^  e  quindi) 
regolare,  e  il  suo  ordine  è  p' ,  p  è  un  divisore  di  n. 

45.  Si  indichi  con  A  un'algebra  complessa  legata  ad  un  gruppo  G 
di  ordine  ;/,  i  cui  elementi  si  distribuiscano  in  /  sistemi  di  elementi 
coniugati,  e  si  ponga 

A  =^  A^,    oppure     A  =  A^  -\-  •  •  •  -\-  A,, 

secondo    che  è    /  =  i  o  /  >  i ,  ciascuna  delle  A,,   {h  ^=  ì,  . .  .  ,  t)  es- 
sendo un'algebra  (complessa)  regolare. 

Se  M| ,  .  .  .  ,  w^  è  un  aggregato  di  unità  di  A  costituenti,  rispetto 
all'operazione  di  prodotto,  un  gruppo  G,  isomorfo  olocdricamente  a  G, 
e  si  pone 

fi 

con  f'.**  in  A,^y  è  chiaro  che 

sono  elementi  di  A^^  tali  che  il  sistema  da  essi  determinato  coincide  con 
A^  e  tali  inoltre  da  formare  in  A^,    rispetto  all'operazione  di  prodotto, 
un  gruppo  isomorfo  (oloedricamente  o  meriedricamente)  a  G. 
Segue,  allora,  da  quanto  è  detto  nel  n"  precedente,  che  : 
Se  gli  ordini  di  A^,  . . .  ,  A^  sono  p\  y  . . .  ,  />' ,  ciascuno  degli  interi 
p^,  ...,/),  è  un  divisore  di  n. 

46.  Non  e  possibile  fermarsi  qui  ad  illustrare  le  intime  relazioni 
dei  teoremi  precedenti  con  la  teoria  dei  caratteri  di  un  gruppo  di 
ordine  finito  dovuta  al  Frobhn'IUs  e  con  le  teorie,  ad  essa  affini,  dei 
così  detti  determinanti  dei  (gruppi  e  della  rappresentazione  di  un  gruppo 
di  ordine  finito  sopra  un  gruppo  di  sostituzioni  Hneari. 

Basti  soltanto  ricordare  che,  se,  mantenute  le  ipotesi  e  le  notazioni 

G,    ScoKtA.  —  ÀfftnJict.  57 
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del  n"  45,  si  indica  con  /'^/',''  Li  traccia  di  t''*"'  in   A^,  le  /  funzioni 


■)T  (*= 0 


dell'elemento    corrente  u.   di    G,    dAnno    luogo    ai    /  caratteri,    secondo 
Frobknius,  di  (G,  o  di)  G. 


§  5- 
Le  algebre  primitive  nei  corpi  finiti. 

47.  Gli  elementi  non  nulli  di  un'algebra  primitiva  in  un  corpo 
finito  costituiscono  evidentemente,  rispetto  all'operazione  di  prodotto,  un 
gruppo  di  ordine  finito. 

Ebbene  facciamo  vedere  come  lo  Wedderburn,  utilizzando  questa 
semplice  osservazione,  sia  riuscito  a  caratterizzare,  con  ragionamento 
ingegnoso  ed  elegante,  le  algebre  primitive  nei  corpi  finiti. 

48.  Dimostriamo  intanto  che  : 

Un'algebra  primitiva  in  un  corpo  finito  e  necessariamente  commuta- 
tiva. 

Sia  A  un'algebra  primitiva  di  ordine  n  in  un  corpo  finito  con  N 
elementi  e  suppongasi,  se  è  possibile,  che  non  sia  commutativa. 

Indichiamo  con  B  la  sotto-algebra  centrale  di  A  (certo  esistente)  e 
con  m  il  suo  ordine. 

Essendo,  per  l'ipotesi  fatta,  B<C^,  sarà  m<^n;  poi  m  (II,  n°  224) 
sarà  un  divisore  di  n. 

Le  algebre  A  e  B  contengono,  rispettivamente,  N"  ed  N'"  elementi  ; 
dunque  gli  elementi  non  nulli  dì  A  e  B  costituiranno,  di  fronte  all'ope- 
razione di  prodotto,  due  gruppi  G  ed  H  degli  ordini  rispettivi  N"  —  i 
ed  N"'  —  I.  Poi,  una  volta  che  Beh  sotto-algebra  centrale  di  A,  sarà 
H  il  sottogruppo  centrale  di  G. 

Distribuiamo  gli  elementi  di  G,  non  contenuti  in  H,  in  sistemi  di 
elementi  coniugati  e  indichiamo  con 

5.,  ...,5, 
questi  sistemi. 

Se  X,  è  un  qualunque  elemento    di  5,  (i  Z.i  Z.  t),   si  indichi  con 
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G_  il  gruppo  cosiiiuito  digli  clementi  di  G,  ciascun  dei  quali  e  permu- 
tabile con  X  ,  e  con  A^  l'algebra  costituita  dagli  elementi  di  A,  ciascun 
dei  quali  è  permutabile  con  x_ .  Naturalmente  G^  si  otterrà  da  A^  sop- 
primendo in  questa  l'elemento  nullo. 

Il  gruppo  G  è  contenuto  in  G  e  contiene  //;  poi,  siccome  x,  sta 
in  G^  ,  ma  non  in  //,  //  è  un  sottogruppo  proprio  di  G^  e  questo  è, 
a  sua  volta,   un  sottogruppo  proprio  di   G. 

Segue  che  A^  è  una  sotto-algebra  propria  di  A  e  B  una  sotto- 
algebra propria  di  A^  ;  quindi,  se  l'ordine  di  A^  (ordine,  che  evidente- 
mente non  varia  al  variare  di  x  in  5)  si  indica  con  m  ,  m  sarà  un 
divisore  proprio  di  n  ed  m   un  divisore  proprio  di  m  . 

Posto 

m^  =  m  5, , 

sarà  dunque  s    un  divisore  proprio,  diverso  da   i,  dell'intero  —  . 

m 

Ora  l'ordine  di  G^    è  evidentemente 

AT-.  _  I  =  .V"-'  —  I, 
dunque  l'indice  di  G^    in  G  è 

N'  -  I 

AT"''  —  I  ' 

e  questo  è  il  numero  degli  elementi  del  sistema  5_ . 

Di  qua,  osservando  che  gli  elementi  di  G  sono  esauriti  da  quelli 
di  //  e  dei  singoli  sistemi  S^ ,  . .  .  ,  S,  si  trae  l'eguaglianza 

(.)  N--i=N--,  +  Z^=^r—-r 

Indichiamo    ora    con    s    il    minimo    comune    multiplo    degli    interi 

^.,  •    -,  ^,- 

Essendo    ciascuno    dei  numeri    wi  ,  ...,  m^,    un    divisore    di  n, 

anche  ms  è  un  divisore  di  n  ;  poi  l'intero 

N'  -  1 
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è  un  dixisore  di  iV"  —  i  e  di 

N"  —  I    _  N"  —  I     N"'  —  I 

dnnque  è,  per  la  (i), 

N"  —  I 

N""  —  I  ' 
con  k  intero  positivo,  ossia 

(2)  {N"  —  i)(N""  —  1)  =  k^N"  —  i). 

Di  qua  discende 

^'  =  —  I  (mod  N"*), 

dunque  per  k  sussiste  un'eguaglianza  della  forma 

k  =  hN-  —  I, 
con  h  intero  positivo. 

Sostituendo  in  (2)  si  ricava 

(A^-  _  i)(Ar-  —  i)  =  (hN-  —  i)(iV"  -  i), 
cioè 

(iV-  _  i)(Ar'"^  _  A^")  =  (/j  _  i)N'"(N"  —  i). 

Qui,    il  primo  membro,    essendo  m  s  ^n,   è  negativo   o  nullo  ;  il 

secondo  membro,  essendo  /;  ^  i,  è  positivo  o  nullo,  dunque    è  /?  =  i 

ed 

ms  =  n. 

Adesso  avvertasi  che,  siccome  ^  si  è  supposta  non  commutativa, 
71  non  è  né  un  numero  primo  (II,  n°  224),  né  i.  D'altronde  è  iV^2, 
dunque  è  certo  N"  —  i  ^  i. 

Ciò  posto,  si  indichi  con  q  un  qualunque  divisore  primo  di  N" — i 
e  con  X  un  elementi   di  G,  certo  esistente,  a  periodo  q. 

Se  X  è  un  elemento  dì  H,  q  è  un  divisore  di  N"'  —  i  ;  se  invece 
X  è  un  elemento  di  5.(i  ^  ^  ^  0)  ^  ^  ""  divisore  di  N'"''  —  i  ;  in 
ogni  caso,  dunque,  ^  è  un  divisore  di  un  numero  della  forma  A^** — i, 
con  fi  divisore  proprio  di  «. 

Ma  N  è  della  forma  p" ,  con  p  numero  primo  e  v  intero  positivo, 
dunque  l'intero 
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è  tale    che  ciascun    suo  divisore  primo    è  pure  divisore    di  un    numero 
della  forma 

con  (A  divisore  proprio  di  ti. 

Segue,  per  un  teorema  noto  *),  che, 

a)oè/)=:2evw=:6;o 

(i)  /)  è  un  numero  primo  della  forma  2'  —  i  e  v  w  -=  2. 

Nel  caso  nostro  ti  non  è  né  i,  né  un  numero  primo,  per  modo 
che  l'alternativa  [i)  è  senz'altro  da  scartare,  e  l'alternativa  a)  non  può 
essere  accettata,  se  non  supponendo  v  =  i  ed  «  =  6  ;  dunque  si  con- 
clude che  nel  caso  nostro  è  N  =  2  ed  ?;  =  6. 

Di  qua,  una  volta  che  nis^^  ...,  ins^  debbono  essere  divisori 
propri  di  «,  cioè  di  6,  ed  5,,  ...  ,  i,  debbono  essere  maggiori  di  i, 
si  trae  che  ciascuno  dei  numeri  s^,  .  .  .  ,  s^  non  può  essere  che  205, 
e  che  in  è  necessariamente  i.  D'altronde  rns^,  ...  ,  ins^  debbono  avere 
per  minimo  comune  multiplo  ms  z=  n  ^=  6,  dunque  alcuni  dei  numeri 
s^,  .  .  .  ,  5,  saranno  eguali  a  2  e  i  rimanenti  saranno  eguali  a  5. 

Segue  che,  indicando  con  /'  e  t"  opportuni  interi  positivi,  la  (i) 
si  muta  nell'eguaglianza 

2^-1      .     ...2^-1 


2'    —     I        '  ^      —    X 

cioè  nell'eguaglianza 

62  =  21/'  -|-  9/". 

Ma  questa,  con  t'  e  t"  interi,  è  assurda,  perchè  3  divide  21  e  9, 
ma  non  62;  dunque  è  assurdo  supporre  che  A  non  sia  commutativa,  e 
il  teorema  è  dimostrato. 

49.  Da  esso  segue  che: 

Ciascun' algebra  primitiva  in  un  corpo  finito  può  considerarsi,  rispetto 
alle  sue  operazioni  di  addi:(ione  e  moltiplicazione,  come  un  corpo  numerico; 

e  quindi,  ricordando  i  teoremi  fondamentali  sui  corpi  finiti,  si  ha 
che: 


')  K.  ZsiGMONDY,  2ur  Theorie  àer  Potenresle  (Monatshcfte  fùr  Mathematik  und 
Physik,  III.  Jahrgang  1892),  pag.  283. 
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Assegnati  comunque  un  corpo  finito  V  e  un  intero  positivo  n  esistono 
certo  delie  algebre  primitive  in  V  di  ordine  u  ;  queste  riuscendo  tutte  equi- 
valenti tra  loro,  e  potendosi  tutte  considerare  come  corpi  numerici  isomorfi 
a  un  corpo  algebrico  di  grado  n  derivato  da  V. 
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